Asterisque

JEAN COUGNARD

Les travaux de A. Frohlich, Ph. Cassou-Nogues et
M. J. Taylor sur les bases normales

Astérisque, tome 105-106 (1983), Séminaire Bourbaki,
exp. n° 598, p. 25-38

<http://www.numdam.org/item?id=SB_1982-1983__ 25 25 0>

© Société mathématique de France, 1983, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique I’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SB_1982-1983__25__25_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire BOURBAKI
35e année, 1982/83, n° 598 Novembre 1982

LES TRAVAUX DE A. FR6HLICH, PH. CASSOU-NOGUES ET M.J. TAYLOR
SUR LES BASES NORMALES

par

Jean COUGNARD™)

1 - INTRODUCTION :

Cet exposé fait suite & celui de Jacques Martinet [ 23] en juin 1974 :
"Bases normales et constante de I'équation fonctionnelle des fonctions
L d'Artin®,

Rappelons les problémes tels qu'ils ont alors été posés, On fixe une
clbture algébrique @ de Q et, pour toute extension algébrique L de

Q de degré fini, on note Ql_ le groupe de Galois de Q/L et OL I'anneau
des entiers de L. On se donne une extension K/k, galoisienne de

degré fini de corps de nombres, de groupe de Galois G. On peut alors :

1 - donner a OK une structure de Ok[G]—module et, par restriction

une structure de Z[ G]-module,

2 - associer a chaque caractére virtuel X de G une fonction
/\(s,X, K/k) méromorphe sur € : la fonction L d'Artin étendue.

Cette fonction vérifie I'équation fonctionnelle :
A(1=s%0 /) = w(x, k/K) A (s, X, K/K)

ol le symbole ~ désigne la conjugaison complexe et W(X)=WI(X , K/k)
est un nombre complexe de module 1. On a la formule :
TX)
wi(X) = T w_ (%)
N(f(x))

. T(X) est la somme de Gauss galoisienne associée au caractére X

et & I'extension K/k. Elle admet une décomposition en produit de

(¥) E.R.A. au CNRS n°070654
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J. COUGNARD

facteurs locaux (le produit étant pris sur I'ensemble des places
finies).

. m désigne la racine carrée positive du générateur positif
de la norme absolue du conducteur d'Artin du caractére X. Ce
nombre posséde également une décomposition en produit (sur les
places finies) de facteurs locaux.

. W_(X) est la "partie infinie" de WI(X).

. Le nombre W(X) posséde une décomposition en produit (sur toutes
les places) de facteurs locaux. Pour plus de détails on peut con-
sulter les exposés de Martinet et de Tate [ 24], [27].

On pose les questions suivantes :

K
un entier 8 formant avec ses conjugués une base du Ok—module O

K *
Autrement dit est-ce que 0K est un OkCG]—module libre ?

Question 1 : Existe-t-il une base normale de O, sur Ok ? Clest-a-dire

Dans de nombreux cas on peut apporter une réponse négative, soit en re-
marquant que 0K n'est pas Ok libre soit en se basant sur des propriétés
de plongement [57] ; mais il n'y a pas de critére qui permette de répondre

en général, Il n'en va pas de méme pour la question suivante :
Question 2 : Le Z[ G]-module Oy est-il libre ?

Dans son rapport, J. Martinet expose les liens entre cette question et les
valeurs de WI(X). Ces liens étaient évidents dans I'article de A, Frd&hlich
(8] faisant suite & celui de J. Martinet [ 22]. Ils avaient conduit A. Fr&hlich
a formuler des conjectures qui ont été démontrées I'une par M. J. Taylor

I'autre par Ph, Cassou-Nogués et M.J. Taylor.

Dans beaucoup de formules intervient le groupe des caractéres virtuels

de G ; on le note RG et on peut le considérer comme le groupe de

Grothendieck de la catégorie des Q[ G]-modules de type fini. Le groupe
. w - W

QQ opére sur RG par : ¥ X € RG,V g€ G,VmEQQ(X )(g) (X(g)) .

2 - LES GROUPES DES CLASSES DE G-MODLUILES :

On dit qu'une extension M/L de corps de nombres est modérément rami-
fiée si pour tout idéal premier p non nul de OL et tout idéal premier
p'! de OM au-dessus de p, l'indice de ramification e(p'/p) n'est pas
divisible par la caractéristique du corps résiduel OL/p . On aleré-

sultat élémentaire suivant :
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BASES NORMALES

Proposition : Le O, [G]-module O, est projectif si et seulement si

K

I'extension K/k est modérément ramifide.

On en déduit immédiatement que seules les extensions modérément rami-

fiées peuvent fournir une réponse positive aux questions 1 et 2.

Nous supposons désormais que |'extension K/k est modérément ramifiée ;

de plus les Ok[G]—modu|es sont de type fini.

Les k"G] -modules projectifs possédent une propriété intéressante : ils
sont localement libres, autrement dit, pour chaque idéal premier p de

O le localisé en p d'un tel module est libre sur Ok [G]. On peut défi-

K?
nir le rang d'un tel module. L a premiére étape consisfe, pour un corps de
nombres L, a faire une classification des OLLG] -modules projectifs. On
Considére X ( L[G]) le groupe de Grothendieck de la catégorie des

O [ G)-modules projectifs de type fini. Pour tout oL [ G]-module projec-
t1f E, on note [E] son image dans X (O [G]) Deux modules E, et E,
: @OL[G]"' E,® OL[G] H
on dit que E' et Ez sont stablement isomorphes et |'on connait des con-
ditions suffisantes pour que cela implique |'isomorphisme de EI et de E2
[20]. A I'heure actuelle le théoréme de Taylor [ 32] permet de dire quand
on a I'égalité [O ]=[k:Q@](Z[G]]. Le rang d'un module permet de

construire un homomorphisme surjectif r de X (O [G]) sur 7 ; son

sont tels que [El] [Ez] si et seulement si E

noyau C¢ (O [G]) est le groupe des classes projectives des oL [G])-
modules. Pour tout module E, on note (E) I'élément [E]-P(E)[O (c]]
de C¢ <O [G]) On s'intéresse donc a |'élément (OK> de C¢ (Z[G])

Notations : Pour tout corps M on note Ad(M) I'anneau des adéles de M,
J(M) le groupe des idéles et J(Q) = I1m J(M). La description de

ct (0 [G]> pour un corps L repose sur celle d'un sous-groupe de

mQL(RG, J@) :

Une représentation T de G de degré m est un homomorphisme de G

dans GLm (@). Il se prolonge en un homomorphisme d'algébre de

*
Ad(L)® L[G] dans M, (Ad(L) ® Q). En restreignant éﬂ(OL [G]>
(produit pris sur toutes les places de L) et en composant avec le dé-
terminant on obtient un homomorphisme de U (OL[G]) ﬂ (OI_ [G])

dans J(Q) ne dépendant que du caractére X. On le note det . La

= det_. detx, permet pour x € U (OL[G]> de définir

relation det P
XTX X
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J. COUGNARD

un Q  homomorphisme Det (x) de Rg dans J (@) et, lorsque x décrit
u (OL[G]> un sous-groupe Det (U (OL[G]> de Hoan(RG, J(@)). On
a la formule[ 13]:

Homy, (RG, J@)
L

ct (o te1)~ Homg (Rg,a" ) pet(uto, L))
L

Cette présentation offre |'intérét de donner des formules explicites pour
les changements de groupe, de corps de base. Il existe des formules
analogues pour les autres ordres de L [G]. On peut alors interpréter
aisément I'extension des scalaires d'un ordre de L [G] & un autre le
contenant. Pour plus de détails on peut consulter [ 13], [19], [25].
Ces propriétés permettent fréquemment d'utiliser un théoréme de Brauer

et de remplacer G par un groupe ''p-élémentaire!',

Pour répondre a la question 2 il faut maintenant trouver un représentant

de <OK> et montrer qu'il est égal a un élément accessible par le calcul.

3 - LA CONSTANTE DE L'EQUATION FONCTIONNELLE :

Par construction des fonctions A(s,¥,K/k) on constate que W (X) = WI(X) ;
en particulier si X est & valeurs réelles W(X) ne peut prendre que les
valeurs +1 ou - 1, On sait que les caractéres a valeurs réelles sont des
combinaisons linéaires a coefficients entiers de caractéres des trois

types suivants : [26]

1 - les caractéres des représentations absolument irréductibles de

G par des matrices a coefficients réels,

2 - les caractéres somme de deux caractéres absolument irréductibles

conjugués § et § oll § prend au moins une valeur non réelle,

3 - les caractéres absolument irréductibles et symplectiques.

L es caractéres du type 3 et les caractéres $ +3 (66 RG) engendrent
le sous-groupe Ré des caractéres symplectiques de G. Pour que le
caractére X d'une représentation p de G dans GL (V) appartienne a
R(s;, il faut et il suffit qu'existe sur V une forme bilinéaire alternée

non dégénérée invariante par G.

Pour ce qui est des valeurs de WI(X), s'il est évident que W(X)=+1 si

X est du type 2, il n'en va pas de méme s'il est d'un autre type :
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BASES NORMALES

(3.1) Théoréme [217: Si X est le caractére d'une représentation de G par

des matrices & coefficients réels alors WI(X) = +1.

Les caractéres du type 3 peuvent prendre les valeurs +1ou -1 [9],(1].
Le théoréme suivant, di a Frdhlich, est particuliérement important

pour la suite,

(3.2) Théoréme [9] : Sous les hypothéses de ramification modérée, on a pour tout
. w\ - w
X de Ry et tout wEQQ.W<X ) wX)".

En conséquence, |'homomorphisme WS de RG dans J(Q) défini sur les

caractéres absolument irréductibles par :
= 1 S . = :
wg (X) = WIX) si X¢€ R i Wg (X) =1 sinon

est un élément de HomQO <RG’ J (u)).

4 - LE THEOREME DE TAYLOR :

En 1971, Jacques Martinet montrait [ 22] que I'anneau des entiers d'une
extension quaternionienne de Q de degré 8 peut ne pas avoir de base
normale. Dans une lettre qu'il lui adressait J.P. Serre faisait remar-
quer que ces exemples dépourvus de base normale sont tels que

w(X) = -1 pour I'unique caractére symplectique irréductible du groupe
de Galois. Il suggérait que ce n'était peut-étre pas un hasard. A la
méme époque, Armitage [ 1] mettait au point une méthode pour construire
des extensions quaternioniennes de Q de degré 8 telles que WI(X) = -1.
Utilisant les caractérisations de Martinet il constatait que leurs anneaux
d'entiers n'admettent pas de base normale. C'est & la suite de ces tra-

vaux que Frdhlich démontre :

(3.3) Théoreéme [8] : Si k/Q est une extension quaternionienne de degré 8

I'anneau des entiers OK posséde une base nhormale si et seulement si
WI(X) est égal & +1 pour l'unique caractére irréductible symplectique

du groupe de Galois.

Il conjecture que la fonction WS détermine (ON). Plus précisément, en

suivant Ph, Cassou-Nogués on définit un Qﬂ—homomorphisme t(W) de la
fagon suivante : si Wg(X) = -1, on pose t(W)(X) = (xv) ol (xv) est I'idele
dont les composantes valent 1 pour les places a |'infini et -1 ailleurs

sinon t(W)(X) = 1. En 1981, Taylor démontre :

(3.4) Théoréme [31], [32] : L'image de t(W) dans C&(Z[G]) est égale & (OK>.
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On peut citer les corollaires suivants :

Corollaire : Le Z{G]-module O, ® O,  est isomorphe & Z[G]Z[k 1Q]

De plus, si l'ordre de G n'est pas divisible par 4, O
Tk :a) K
yARCh .

est isomorphe &

Le corollaire suivant est moins attendu :

Corollaire [ 18] : Si m est l'ordre de G et si k contient les racines

m-iémes de I'unité alors O, est Z(G]-libre.

On peut citer les principales étapes qui ont conduit a la démonstration
de la conjecture. Dans l'article [ 13], qui est resté la référence de

base pour la question, A. Fr&hlich montre :

Théoréme : Si M est un ordre maximal de Q[ G], contenant 7{G], le

M-module moK est stablement libre.

L'élément <0K> se trouve dans le noyau D(Z[ G]) de I'homomorphisme
de Ce(7Z[G]) dans Cg (m) qui se déduit de I'extension des scalaires de

Z2[G] a M ; ce sous-groupe est isomorphe a

+ - *
Home (RG,U(@)> / riom? (RG,o_> Det(U(Z[G]).
Q Q@ Q

Dans cette formule, U(f}) désigne les idéles qui sont des unités en toute

*
place, O les unités de Iim Ol_ et le signe + signifie que les homomor-
Q

phismes prennent des valeurs réelles positives aux places a |'infini pour
s
XeR.
€Rg

A. Frdhlich montre alors que |'on peut procéder de la fagon suivante
pour obtenir un représentant de <OK> : soit a¢ OK tel que k[G]a =K
et tel que pour toute place p de k divisant I'ordre deG 0k [G] a=OK H
P

pour toute représentation T de G de caractére X, on forme la quantité
{a,X) = det ( T gla)T (g_l)) qui généralise les résolvantes de

ge G
L agrange.
L'application % ~— {a,X ) se prolonge en une application de RG dans
J(@) et le module OK est représenté par le Qu—homomor‘phisme dont les

p composantes pour p | |G| sont :
frxXe—o o0 Two) T <a,x®

S s
ol g est un systéme de représentants de QQ/Qk.
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BASES NORMALES

Au cours de la démonstration de ce théoréme, Frdhlich retrouve le
théoréme de Dwork prouvant que les sommes de Gauss galoisiennes

sont des entiers algébriques.

La démonstration du théoréme (3. 4) revient & prouver que la fonction

+ ¥* . N
f modifiée par un élément de Hom (R , O > appartient a Det (U (7[ G])).
% a

Pendant les années suivantes, la méthode de Frdhlich a été perfectionnée
par Cassou-Nogués et a donné lieu & des démonstrations de la conjecture
dans des cas particuliers ([ 2], [ 3], [4]). Dans d'autres cas particuliers
elle a été vérifiée par A. Frdhlich ([ 12], [16]).

L a technique adoptée par Taylor semble indépendante des perfectionne-
ments précédents et s'apparente & une descente : il s'agit de montrer
que le représentant modifié appartient a8 Det (U (OL[G]>> pour une ex-

tension L galoisienne sur @ convenablement choisie puis que :
Gal (L/a) _
pet(u(o [61)) = pet(U@ta)).

Cette démarche basée sur |'utilisation puis une généralisation du loga-

rithme p-adique apparait dans les articles [ 28], [29], [ 30].

4 - LE PROBL EME RéCIF’ROQUE ET LES MODULES HERMITIENS :

Dés que la conjecture de Frdhlich s'est avérée plausible la question sui-

vante est apparue logique :

Question 3 : Est-ce que la connaissance de la structure de Z[ G]-module

de OK permet de retrouver les valeurs de WS ?

Du point de vue local on constate immédiatement qu'il n'en est rien ; en
effet, les localisés de OK sont toujours libres sur le localisé de Ok[G]
méme si les constantes locales valent -1. Il est logique de se demander
s'il n'en va pas de méme dans le cas global. En fait la question se pré-
cise lors de I'article [ 10] de Fr8hlich consacré aux extensions quater-
nioniennes de Q de degré 4Cr (on peut aussi consulter les indications
données par Martinet dans { 23] § 2). En fait, c'est en 1980 que I'on a
une réponse négative a la question 3, en comparant les résultats de [ 9]
et [16] : dans [9], Fr&hlich avait montré qu'il est possible de construire
des extensions quaternioniennes de Q de degré 2” (n = 3) avec des
valeurs de Wg (X) imposées, et dans [ 16] il montre que pour n> 3

I'image de WS et I'élément <0K> sont égaux a |'élément neutre de
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C2(Z[G]). La connaissance de <OK> n'implique donc pas en général

celle de WS'

En fait, dés 1974, convaincu de la réponse négative a cette question, il

envisage pour retrouver les valeurs de WS de munir OK d'une structure
de Z[GJ]-module hermitien [11], [14], [15].

Le probléme étant & la fois un probléme local et un probléme global on
unifie les notations pour traiter simultanément les deux aspects, On se
donne un corps de base F qui est une extension algébrique de degré
fini de Q ou d'un de ses complétés @p (on n'envisage ici que le cas des
places finies) et un groupe fini G. L'algébre F[G] est munie d'une

involution: ¥ a g= ¢ a g-1 . Cette involution se prolonge aux
gec 9 geg 9 —~—
N . t(
a c )= ).
Igébres de matrices M, (F{G]) par (0'1, J> i

Définition : On appelle OF[G]—module hermitien un OF[G]—module

localement libre (libre dans le cas local) muni d'une application

h: <F®o M) x <F®O M) —— F[G] vérifiant :
F F

- h est F{G] lindaire & gauche,

~
—h(ul,u2>=h<u2,u]> quels que soient ul et u2 dans M.

Exemples :

- Si k est une extension algébrique de degré fini de F et K/k une
extension galoisienne de degré fini et de groupe de Galois G, on
munit K de la forme : T(m,n)= £ Tr (g(m)n ) g~ ! ; le couple

gec W/F
<OK ’ T) est un module hermitien.

- Si k est une extension algébrique de degré fini de F, on considére
€ :k[G) xk[G] —— F[G] ol £lx,y) =Tr /o (xy) ol e/ est
la trace prolongée par linéarité &8 k[ G]. Le couple (Ok[G] , §> est
un module hermitien.

Les travaux qui ont conduit & la démonstration du théoréme (3. 4) ont été
dominés par |a volonté de comparer Ok a Z[G][k - ) ce qui peut se
justifier (outre les explications données) par le fait qu'en étendant les
scalaires de Z & Q on obtient un isomorphisme de Q[ G]-modules

entre K et Q[G][k ; Q].
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Une idée analogue sert de fil directeur dans le cas des modules hermi-
tiens : soit F une cl8ture algébrique de F ; si k = F on peut démontrer
que |'application @ de K! =F ®F K sur F[G] définie par

P@®n)=q = gln) g_1 est une isométrie de (K', T) sur (E[G], g)

geG
ol T et £ sont prolongés par linéarité.

Pour comparer les modules hermitiens (Ok[G], §> et (OK’ T) on définit

un groupe permettant d'en faire une classification.

5 - LE GROUPE DES CLASSES HERMITIENNES - LE DISCRIMINANT :

(5. 1)

(5.2)

On pense bien entendu au groupe de Grothendieck X_H (OF[G]> des
classes d'isométrie des OF[G]—modules hermitiens, relativement aux
sommes orthogonales. Il semble malheureusement que la littérature soit
avare de renseignement sur la description de ce groupe ; c'est ce qui

a amené A. Frdhlich a définir un groupe des classes hermitiennes

HCe (OF[G]) et un homomorphisme d,qu'il appelle discriminant, de
}COH(OF[G]> dans HC? (OF[G]) (on peut voir sur des exemples la jus-
tification de cette terminologie [ 17]). L a définition de H C@ (OF[G]>

différe suivant qu'il s'agit du cas local ou du cas global.

Cas local : Hce (0-[6G]) = Home._ (RS, F")/Det>(0-t61") ot

* — %
Dets (O [G] > est le sous-groupe de Hom (RS , F ) formé des
F Qe G

*
homomorphismes X +——> detx(b) avec b dans O_[G] et X parcourant
s
RG.

Cas global : On considére |'homomorphisme A de Hom (RG’ Q*) dans

(HomQ - (RG y J (ﬁ)) / Det (U (O { G]))) ><HomQ F (RZ, ﬁ*) défini par

A(f) = (classe de 1/f, restriction de f a Ré) On pose alors :

H Ce (OF[G]> = Coker (A).

L a définition du discriminant est basée sur la notion de pfaffien; nous la
donnons dans le cas local et renvoyons le lecteur & [ 17] ou & [ 19] pour
le cas global. Jusqu'a la fin de ce paragraphe les corps, & part E, sont
tous des extensions algébriques de degré fini d'un corps Qp . Soit E un
OF_[G]—module libre muni d'une structure hermitienne définie par une

forme h et (x] , x2, ceey xn) une base de M. On construit |la matrice

(h (xi,xj)> de GL (OF[G]). Toute représentation T de G dans
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dans GLm (E) de caractére X, se prolonge en un homorphisme (toujours
noté T) de GL (Oz[G]) dans GL_

terminant on construit un élément noté detX (h(xi, xj>>. On constate aisé-

(F). Si on compose avec le dé-

ment que la matrice h (xi, xj> est symétrique pour le prolongement de
I'involution ~ . Ceci a une grande importance lorsque X est un caractére
symplectique. On sait en effet que T est une représentation symplectique
de G dans GLm(l;) si et seulement si il existe une forme bilinéaire al-

ternée sur F invariante par G. Soit j I'involution adjointe & cette forme

alternée, elle se prolonge a M, n(F) et on a pour tout y de GL (OF[G]> :
TG = T
en particulier si y est symétrique T(a) = T (a)l. or :

Lemme : Si lamatrice S de GL (F) est telle que S =S’ alors il
existe une matrice P telle que S = PP,

On constate donc que detX (h(xi, xJ.)) pour X parcourant R(s; est un
carré et qu'il y a une maniére non ambiglie d'extraire la racine carrée.
Avec les notations du lemme 5. 3, on appelle pfaffien de S le nombre

det (P).

Construisons maintenant I'homomorphisme discriminant d. Pour un

OF[G]—module hermitien (E, h) on choisit une base <e1, € eees ep).

A chaque représentation symplectique T de G on associe Pf(T(h(ei, eJ.)))
qui ne dépend que du caractére X de T. Ceci permet de construire une

Z dans E* X — Pf’)( (h(ei’ ej)>' L 'homomorphisme

de ¥ _H (OF[G]> dans HC? <OF[G]) induit par ce procédé est d.

application de R

Les propriétés du pfaffien montrent que la définition de d ne dépend pas
de la base choisie. Enfin, la notion de pfaffien est liée a celle de résol-

vante , citons par exemple :

Proposition [ 17] : Si k est égal a F et si la forme h sur K est définie

par _la trace (cf 4.2 exemple 1), pour tout éilément a engendrant une base

normale de K sur F et tout caractére symplectique X de G, on a:

Pfx(h(a,a)) = {(a,%).
On peut trouver dans [ 19] toutes les propriétés du discrimiant et du

groupe des classes hermitiennes liées aux changements de groupe, chan-

gements de corps de base ...
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6 - LES THEOREMES DE Ph. CASSOU-NOGUES ET M.J. TAYLOR ([6],[7]) :

(6.1)

(6. 2)

Dans ce paragraphe le corps F est égal & Q dans le cas global (a Qp
dans le cas local). Pour comparer les O [ G]-modules hermitiens

(OK’ T) et (Ok[G] g) Cassou-Nogués et Taylor étudient I'image par
d de la différence xN/k des classes de (OK’ T> et (Ok[G] , g) dans

K H <0F[G]>. IIs obtiennent les résultats suivants :

a) Cas global :

Proposition : Le groupe T (Z[G]) = HomQ (R;,@*> x Homn (R(ss, + l>
Q Q

est isomorphe & un sous—groupe de HC2 (Z[ G]) avec lequel nous |'identi-

fions. L'élément d(xN/k> appartient & T(Z[G]).

De plus :

Théoréme : La projection n de T(Z[G]) sur HomQ <RG,0 > est telle

gue pour tout caractére X de R

1/2
n(d(xK/k>) x) = N(fK/k(x)) w,_ (x)
avec les notations données dans |'introduction. La projection 8 de
S + =
T(Z[G]) sur HomQO<RG, * 1) est telle que e(d(xK/k)> wg.

b) Cas local :

L e méme groupe HomO (RG, Q ) X HomQ (RG’ ha 1) intervient mais

cette fois-ci ce n'est plus un sous-groupe de H C? (Z CG]), il faut

considérer Qp plongé dans J(Q) ce qui donne un homomorphisme i de

s = S
HCe (Zp[G]) dans le groupe HomQQ(RG, J(Q))/Det (U (Z[G])) que
I'on note AHC2(Z[G]). On peut alors identifier T(Z[G]) & un sous-
groupe de AHC2(Z[G]). L'élément io d(xK/k) appartient & T(Z[(G]) ;
les projections m et 8 donnent respectivement la racine carrée positive

de la norme absolue du conducteur d'Artin et les constantes locales
Wg (X).

L'existence du groupe T (Z[G]) repose tant dans le cas local que dans
le cas global sur la formule Hom (R(s;, + l) n Dets<u+(O[G])> =
(formule 5.1 de [6]). Curieusement, les propriétés des fonctions

8 et m ne nécessitent pas d'autres résultats arithmétiques que ceux
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démontrés dans [32] et conduisant au théoréme 3. 4.

L_a connaissance de la structure hermitienne de OK permet de retrouver
les normes absolues des conducteurs d'Artin locaux et globaux, les
constantes locales et globales de I'équation fonctionnelle et donc les
sommes de Gauss galoisiennes locales et globales pour les caractéres

symplectiques.
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