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Séminaire BOURBAKI
13e annde, 1960/61, n° 220

LE THEOREME DE GRAUERT
SUR LA COHERENCE DES FAISCEAUX~IMAGES D'UN FAISCEAU ANALYTIQUE COHERENT
PAR UN MORPHISME PROPRE

par Adrien DOUADY
La rédaction primitive, par trop heuristique, a dfi 8tre modifide. J'ai été amené
3 serrer de plus prés l'ouvrage de GRAUERT [3], dont ce qu'on va lire n'est qu'un

résumé, et auquel je renvoie pour toutes les obscurités de détail.

I, Espaces normés de cohomologie,

1. Pseudonormes ([3], § 3, n° 1, p. 24).

Soient g, Aqm x gn-. g‘m la projection naturelle, et U c.qmm un ouvert de
la forme g‘m x G, o0 Gcc ’qn (cette notation signifie que G est un ouvert de

Stein relativement compact dans Qn )e
Pour tout polycylindre ouvert B cc gm , de centre 0 et de polyrayon
(Pl 3 sve Pm) s on pose

UB=Unn"1(B)=BxG .

Toute fonction holomorphe ¢ sur UB =B x G se développe en série de la

forme
x, 1 x i
171 my m
X )= Z f . )"_') s \/
(p( ' v ili""lm (y (pl . (pm)
ol les f, R sont des fonctions holomorphes sur G .
1l’ll.,1m
On pose ¢
llell, = sup l£(y)]
veG
ot
llgll = WP, “fil,...,i o .
prredy m
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A. DOUADY

Lfespace vectoriel des fonctions holomorphes ¢ sur UB telles que ”(P“ soit

finie est un espace de Banach, qu'on notera I‘g(UB ; 9 o Ces définitions s'étendent

inmédiatement au cas od ¢ est une fonction a valeurs dans Qr .

Si X est un ouvert de Stein de Em+n tel que UB cc X, et § un faisceau ana-
lytique cohérent sur X , on peut trouver un homomorphisme o de faisceaux ana-
lytiques sur X

a s Oreﬁ

gurjectif sur un voisinage de l—J; » On note alors 1"g(UB 3 % 1l'image par a de
I‘g(UB H Or) dans I‘(UB ;3 5 . Clest un espace de Banach quand on le munit de la
topologle quotient de celle de I‘g(UB 3 &) « Cot espace, avec sa topologie, est
indépendant du choix de &, et méme de X ¢ il ne dépend que du faiseau § sur

UB L]

Si maintenant X est un espace analytique quelconque, m: X = '_C:m un mor=-
phisme, Ucc X, et B cc Q.m un polycylindre O ; si de plus on s'est donné
un isomorphisme de Uy = U N 7L(B) sur un sous—-gspace analytique fermé de B x G ,
ob G cc gn s qui se prolonge 2 un voisinage de ng s on peut définir par transport
I‘g(UB ; 9 pour tout faisceau analytique cohérent § sur X .

La nécessité d'avoir des ouverts "carrés" oblige GRAUERT 3 jouer continuellement

sur deux recouvrements W! <<W tels que, pour chaque (io 3 eve g iq) s on puisse

c U,

4 14
trouver un ouvert carré U . tel que Wi lo’""iq (= wif,"“’iq

ﬂ'. ,oon’l ,-o.,i
o q

o q
([3], § 4, pe 37)+ Ceci alourdit beaucoup la démonstration. Dans le suite de cet

exposé, nous glisserons souvent sur ce genre de difficulté.

2. Espaces normés de cocyclese

Soient X wun espace C-analytique, & un morphisme propre de X dans un espace
C-anelytique Y que nous supposerons fbre un ouvert de gn «Si U= (Ui) ot
Y = (Vi) sont des recouvrements de Stein, indexés par le méme ensemble fini, de
X , on écrira ¥ << U si la relation B'cc Bec Y entraine pour tout indice
i: Vnr te) e U nn"HB) cc X .

Soient donc ¥ <<U, et § un faisceau analytique cohérent sur X . Pour tout

polycylindre BccY de centre y, =0 , on posera Xy = nl(B) ’
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LE THEOREME DE GRAUERT

q . ) = o
calXy » U %) . 1 . Fg(Uio,u-,i nx;3)
ATTTIEN q

220k 5 U5 8) = C3(Ky , U5 8) 0280, U 8)

22 est un espace de Banach. BZ(XB , U, ¥; 5) désignera le sous-espace Vec-
toriel de Zg(XB , U; §) formé des cocycles dont la restriction au recouvrement

¥ est le cobord d'une cochaine P € CZ"L(XB , Y39 .

Enfin on pose
H;(X.B,U,‘t’;ﬁ):ZZ(XB,U;?)/Bg(XB,u,\’;ﬁ) .

Comme on ne sait pas a priori que BY est un soug-espace fermé de z8 s on ne sait
pas que H® est séparé (on le verra au paragraphe IV), Mais il est complet. GRAUERT
parvient 3 démontrer (sans montrer que les Hg sont séparés }) le résultat suivant ¢

PROPOSITION 1 ([3], §4, Lerayschensatz 8, p. 45)s = Soient ¥ << UW<U<<U

des recouvrements de Stein de X .

Alors, pour tout polycylibhdre B suffisamment petit de centre Y, s on2aun ho-

momorphisme d'espaces vectoriels semi-normés :
Hiky s Uy V5 3 =H(G, W, ¥; 8 .
La démonstration fait intervenir 49 + 4 recouvrements plus fins 1'un que 1'autre 4

II. Enoncé et réductions des résudtats.

1. £noncé du théoreme.

Si X et Y sont des espaces analytiques, n¢ X - Y un morphisme, § un
faisceau analytique sur X , le faisceau &2 n5 est, par définition, le faisceau

analytique sur Y associé au préfaiscesu U - HI(n (U) ; 3) .

’ 4
THEOREME FONDAMENTAL, = Soit m ¢ X -»Y un morphisme propre d'espaces C-ana=
lytiques. Pour tout faisceau & analytique cohérent sur X , les faisceaux

@ 75 sont des faisceaux analytiques cohérents sur Y .
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A. DOUADY

2. Premiéres réductions.

Le théoréme étant de nature locale par rapport a2 Y , et tout point de Y ayant
un voisinage isomorphe 2 un sous-espace anzlytique fermé d'un polycylindre, il Buf-
fit de démontrer le théoréme fohdamental dans le cas o Y =B x D est un poly=-
cylindre de Q? ) Bo étant un polycylindre de Q?-l et D un disque de C . On
pourra de plus remplacer le polycylindre B = Bo x D par un polycylindre plus pe~=

tit B' de méme centre Yo *

Pour tout sous-espace analytique localement fermé A c B , on poscra XA = n-l(A) )

+ r . .
ot on écrira Xo au lieu de XBOxO .

La démonstration se fera par récurrcnce sur m (1). On appliquera donc en par-

ticulior les résultats énoncés dans ce paragraphe au faisceaun 5,=%@ Oy (Xo)
()
sur Xo « On fera (§ IV et § V), a 1'intérieur de cette récurrence, une récurrence

descendante sur q .

B étant un polycylindre, donc une variété de Stein, la suite spectrale
1B ; /¥ 13) = ' ; 5)

dégénere, et HYX ; ) =T (B ; &% n5) . On, aura également, au moins pour B! € B
suffisamment petit (Théoréme 2 ci-dessous) @

HE(XB' ; 5) :Fg(B' ; &2 %) .

3« Réduction au cas "sans h-torsion”.

Soit h la projectionde B =B x D sur D , considérée comme un élément de
r'(B; ©) oude I'(X; 0).

I1 suffit de démontrer le théoréme dans le cas o § est sans h-torsion, c'est-
a~dire quand 1'application, définie par la multiplication par h ° m et qu'on
note encore h ¢ % - §, est injective. En effet, si & .est un faisceau analyti-
que cohérent quelconque, le sous-faisceau & = g Ker h® ¢ 5 -+ 5 est un sous-
faisceau analytique cohérent de 5, car la réunion d'une famille filtrante crois~
sante de sous-faisceaux cohdérents d'un faisceau analytique cohérent est cohérente,

et le faisceau 5" = §/& est sans h=-torsion. La suite exacte

(1) Le cas m =0 n'est autre que le théoréme de finitude de Cartan-Serre [2]e
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LE THEOREME DE GRAUERT

035 295435050

donne naissance & la suite exacte
83! sn 5 /3 75t o & 15 o &3 a5 - &L g

de faisceaux sur B , et la cohérence de &% n5 résultera de la cohérence des
quatre autres. La cohérence de % n8' résultera de 1'hypothése de récurrence
sur la dimension de B , car $' admet une suite de composition formée de fais-
ccaux analytiques cohérents sur X, e I1 suffit donc de démontrer la cohérence de
Rq ns" .

Remarquons que si h ¢ $ 5§ est injective, 1'application h~a : & + 5 est
également injective sur XB' s B' ¢ B relativement compact donné, pourvu que la

constante a € C soit suffisamment petite.

On pourra donc supposer dans la suite que 5§ est @ans (h - a)~torsion pour

tout a .

III. Le type fini des fibres de @ n% .

1. THEOREME 1. - La fibre (&8 n‘.’:’)y est un @ -module de type fini,
o ]
On supposera que Y, est le centre du polycylindre B = Bo x D, ct quu & est

sans h-torsion. Posons
5 =5@ O(XO) = $/hs .

Clest un faisceau analytique cohérent sur X, s et par hypothése de récurrence
&2 nﬁo est un faisceau analytigue cohérent sur Bo « L'application & - 50 donne
naissance & une application € rs - n:3° » qui n'est pas surjective en

général, mais le module (@ nso)y étant noethérien, il existe des éléments
)

8y 3 ese 5 5, € (62 71550)y qui engondrent 1'image par & de (R% 1!5)y « On peut
o

1 1,0
qui ont pour image Sy 9 see g 5, 0

(]
donc trouver B, = B x Dl cB » et des éléments E]. 3 see Er € H-(bl(xBl H 3)

Le théor®me 1 peut maintenant s'énoncer sous la forme plus précisec $
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A. DOUADY

’
THEORh’IE 1 bis ([3], § 6, lemma (*)’ Pe 54)0 - Soient al 9 see 52. [ H-%(XB H 5)
i
des éléments dont les images dans (&% nﬁo)y engendrent 1'image par € de
o
(& nﬁ)yo » Alors E s «ee, & engendrent (8 nﬁ)yo .

Plus précisément pour tout B! = Bé x D! ¢ B, , tel que B(', soit un voisinage

1
privilégié assez petit de ¥, dans B pour les sections s, 5 ees, 8, du
faisceau @ ng définies par EL s see E',z s il existe D" c¢ D' tel que tout

s 2 q . -

élément &€ Hg(xB"’ U, ¥; % se mette sur ng,xD" sous la forme § = Z‘Pi &

ol @3 ses s @, sont des fonctions holomorphes bornées sur B! = B(') x Dn

Par voisinage priviligié, nous entendons un voisinage Bc'> de Yo tel que toute
section bornée u de &% n?i'o sur B") s dont le germe au point ¥y o appartient

au sous-module de ((Rq nﬁo)y engendré par ) 5 see y B,y SO motte sous la

0
forme u=2 @, s, o @&, , s, @ sont des fonctions holomorphes bornées sur
B! . D'aprés un théortme de H. CARTAN ([t], ou [3], § 3, Satz 1, p. 25), y, adwet
un gyst®me fondamental de tels voisinagos. D'autre part, si Bc; est suffisamment

petit, h§ est un sous-faisceau de § sur Loy o

2. Démonstration éu théordme 1 bis.

Nous écrirons X' , X" , ... au leude Xy, X5y 4 ees

LEME L. - Soient & , eee, & € Hq()CB 3 5) et B'c B vérifiant les hy-
‘ 1

pothdses du théoréme L bis. Alors il existe ua nombre réel c¢ >0 , tel que tout
élément G € HZ(X' , U, ¥; 3) se mette sous la forme

G=2e; & +hG

- MH

avec

aiel"g(B(";O), CLGHZ(X',U,Y;‘&),

et

e, s ollg ey ll <ol
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LE THEOREME DE GRAUERT

DEMONSTRATION du lemme, = I1 résultora du théoréme de Banach appliqué i la

guite exacte d'espaces semi-normés complets $

H‘g‘(x',u,v;s)—.h_.H‘;(x',u,v;s)_x’ﬂ‘é(x:);so) .

En effet, soient U' et ¥' des recouvrements tels que ¥ << ¥! << U < U ,

On a, par hypothése de récurrence sur m @

i . -2 . t .
H‘é(x;) , U, v, 30)-Hg(Xc'> y U, Uy S) I‘g(Bo ; ozqnso) .

]

Soit CeH(X!, U, ¥v; 5) un élément tel que x(&) =0 dans Hq(X' s U, V3 ’c)’
donc aussi dans Hq(X' u,u'; i‘:' ) e Si z€ Zq(X' s Uj 3) est un cocycle repré~
sentant & , ¥(z) est de la fome ov , avec v € Zq(X' , W ; 5 ) , et on peut
relever v c¢n un cocycle u € chl(X s U ;5 «Ona aloré z]u =&y + z' , avec
%(z') =0 . Coci entraine que z'] gt =hz, , avec z € z3(x* , ¥' ; 5), donc

G =hG, , avec G, € Hq(X' , ¥, ¥V 3) —HZ(X' s Uy, Y; 5) d'aprés la propo-~

sition 1, ce qui demontre le lemme.

’
DEMONSTRATION du théordme 2 partir du lemmes = Soit & H:(XB, ; %) o Ecrivons
_si
=2 aj & +hG

C1=Zai€i+hl;2

_ i
Gy=2ey § * hty,
dtol

e (1<§< (OSESN ai B ) ¢ nh Gy evee gy, i <o Hiell .
X

Le reste h (;N-i-l tend vers 0 & condition de se restreindre 3 un polycylin-

dre Bc'> x D% défini par |h|< p , avec p<-]-'- ( )e Dans un tel polycylindre, la

(2) C*est iciqu'on a besoin d'avoir des espaces de Banach.
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A. DOUADY

série 2 a; h? définit une fonction holomorphe bornée 95 9 ctona =2 9 Ei ’
3 un élément de norme nmulle prés. Le calcul au niveau des cochalnes montre que cette

égalité a lieu en fait exactecment.

3+ COROLLAIRE, = Il existe un voisinage B(') de Y dans Bo s quton peut supposer
arbitrairement pedit, tel que pour tout disque D! ¢ D , il existe un disque
D" c D' tel que, en posant B! =B' x D' ot B" = B(‘) x Dt , on alt

Ker(HZ(XB, ; %) —»HZ(XB“ 3 9) =Ker(H§(XB. 3 9 o+ (d nﬁ)yo) .

Id
DEMONSTRATION, = Considérons le L‘)y -module des relations entre les Ei dans

o
(Rq ﬂﬁ) 3 io Ce
N (&)
&
Ker @ (O Y2t & 55 .
7o
Comme © cst un anneau noethérien, ce module admet un nombre fini de générateurs

0
My eee s Mg s qui peuvent étre réalisés comme des éléments de (I‘ (B! , )T si

B! cat assez petit. De plus, si B' est assez pectit, n; ((E‘,l)) = 0 comme élément
de H (XB, ; 5) . Supposons que B! = B(') x D" gsoit un v0181nagc priviligié aussi
par rapport aux scctions (n. ) de & s alors si G eH (XB' ; $) a uno imege
nulle dans (/% nﬁ) , =X 9, & sur X, , et les ¢; forment une relation

entre les E. s donc (p =2 a r[ s ou les of sont des fonctions holomorphes

bornées sur B" « On en dedult que § a déja une image nulle dans I-L?)(XB" ; %) .
Ce Q. Fo Do

IV. Le type fini du faisceau & s,

A partir de maintenant, nous commengons & démontrer le théoréme fondamental et
les théorémes ci-dessous par récurrence descendante sur q . Pour q >dim X ,
@ 75 =0, et le théortme est trivial. Nous supposerons donc en particulier
" 15 cohérent.

En reprenant les notations introduites dans la démonstration du corollaire du
théoréme 1 bis définissons un faispeau analytique cohérent 8 sur B! =3B! x D!
comme gonoyau de l'application n: O - . Les éléments (§) de Hq(XB, ; 8
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LE THEOREME DE GRAUERT

définissent un homomorphisme Y: 9- & 75 de faisceaux analytiques sur B! .

Par construction, Yy est un isomorphisme sur les fibres au point Yo »

THE",ORiME 2, = Pour tout disque D"!' de centre O et de rayon p¥"! < p! , on a,
en posant B"!' = Bé x Dutr

H‘;(xm , U, V; 8 = I‘g(B"' 5 8) .

DfIMONSTRATION. ~ Soit gz € Zq(X"' s U; %) o On peut mettre z sous forme d'une

série : z =2 (b—,,—,-) 2 » 00 los 2, sont des cochaines de Cq(X' , U3 9,

avec ||z ” borné indépendamment de k .

LEMME 2. = Si W << U, on peut également mettre z| ut  Sous forme d'une série
(p"') s o0 les z; sont cocycles de zg(x' s W %), avec “z]'{H borné

1ndependamment de k .

DEMONSTRATION du 1emme ([3], pe 52 et p. 53)s = Ecrivons

N-1
2= () oy = Z G gt G e,
Posons
= 2 i) e e GO0, U509
vy = 2 (Tl')k Nk € C;(X"' , Us 9 .
On a :

"aule"' (p"') Svy .

Soit y € zq“(x' » U; 5 le cocycle obtemu cn recollant sur XM - X! les
cocycles -(-—-—) 6u et ovy . La section du faisceau @' 75 qérinie par yy
est nulle sur B"' puisque yN y est le cobord de Vy e Elle cst donc nulle sur
B' , si on a pris soin de choisir B! privilggié pour le faisceau cohérent

/3" s s et, d'aprés le théoréme 2 appliqué en degré q + 1, on pcut écrire

N= 6wN s avec WN € Cq(X » W ; 8) . En posant z]'c =2y - wk W

plll k+1 ?
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A. DOUADY

on voit que Zl'c est un cocycle. Cherchons & majorer sa norme, On a

_ (P N1 k(P Ne-1k
= (57r) 2 (p) o 2y

d'od

ol € G ¥ Lo Hzll_(—,',,-)N p"' Izl .

p"

On cn déduit ¢

oyl < (0 + 1R o2 la

et

iyl < (2 + 1) 52 Il

(par application du principe du maximum).

On peut donc choisir wN tel que HWNH £ cHzH , avec une certaine constante
¢ indépendnate de N o Ceci montre bien que les cocyles z]'{ sont bopnés en
norme dans leur ensemble. Il en résulte que la série z (-p-,-l-,-)k ! converge sur

XM vers z , ce qui démontre le lemmec.

£
DEMONSTRATION du théoréme & partir du lcmme. = Soit 2z € Zq(X"‘ , U;S), on
peut mettre z sous la forme d'une série de cocmcles ¢ 2z (W)k %y avec
2, € Z;(X' , U' 5 5) , ct chaque 2, Se met sur X" sous la forme

i i
=T og B0 W e T B 500
On a donc z =2 Ps E’i en posant p; = 2 (F%r)k
dans T (B" , 9) , les ¢, sont des é1éments de Fg(B"' ;5 9) , et domment nais-

cpi « Comme les cpiL{ sont bornés

sance él un élément de T (B" ;-8) . Cet élément est bien déterminé, car on
connait son germe & 1'origine (6n suppose B! priviligié pour le faisccau $).
L'application en sens inverse Fg(B"' 5 9) »H;(X"‘ , U, ¥; %) se définit 2
partic des & , et on a ainsi un isomorphisme qui démontre le théoréme 2.

Cot isomorphisme préserve la topologie : on voit en particulier que 1'espace
Hg(X"’ 3 %) est séparé,

244



LE THEOREME DE GRAUERT

THOEREME 3. - L'homomorphisme Y : © - & 75 est surjectif au voisinage de ¥, o

En particulier ke faisceau analytique &2 15 est de type fini.
Pour toute constante a € C, soit Ba ¢ B le sous-espace analytique fermé des
y tels que h(y) = a , posons X, = n-l(Ba) yet 5 =358 O(Xa) =g/(h-a) §.

LEMME 3. = Soit B" = Bo x D" un polycylindre tel qu'on puisse appliquer le
corollaire du théoréme 1 bis en degrés q et q + 1 . Alors pour tout y e B",
Ty q . Q -module 1'i

1'image de Hg(X" ; 5) dans (R nsh(y))y engendre comme oy(xh(y)) module 1'image

de (R nﬁ)y dans (R nsh(y))y .

DEMONSTRATION du lemme, -

ae. Cas h(y) =0 . = La suite exacte

0—93—11—)3—;30—)0

donne naissance a la suitc exacte

&4 55 - /9 "5 IR RS

de faisceaux sur B . Le faisceau &2 nS est cohérent par hypothése de récurrence
sur m, et RqH' 7% par hypothese de récurrence descendante sur q « Il en résulte
que le faisceau QO image de &2 15 dans &2 nﬁo , qui est le noyau de 61 est
cohérent. Les sections définies par 51 s ees s &r engendrent Fg(Bé ’ 90) , donc -
chaque fibre de 90 aux points y € Bé d'aprés le théoréme A de H, CARTAN

appliqué 2 Bc'> qui est relativement compact dans un ouvert de Stein.

be. Cas hfv) #0 , = Pour la méme raison, le faisceau & nifh(y) pst cohérent.

On va montrer quc l'application @
q q —
H¥xn 5 gxn « =T (Br . @ a5
gX" 3 B M5 Foy) = TRy 5 a(y))

est surjective. Le lemme 2 s'en déduira en appliquant le théoréme A de H. CARTAN
au faisceau cohtérent @ nﬁh(y) o 11 suffit de montrer que, dans la suite exacte

)
s 9 o s 3 Laon s 9

& est nulle. Or on a
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U 20) S )

donc & se factorise a travers Hq+1(X' ; ) et pour montrer que & =0 dans
Hqﬂ'(X" s 5) , il suffit de démontrer que son image est nulle dans (Rq 11:3)y .

Mais pour tout a € HE(X" ; Gh(y)) , Ona °

(h = h(x)) @ =0 ’
d'on

(h =nh(y)) da=0 .
Comme (h = h(y)) est inversible dans Oy , on en déduit que

o
S =0 .
Ce. Qs Fy Do

DEMONSTRATTON du théoréme partirdu lemme. - Nous allons montrer maintepant que les
sections de & % définies par les éléments El 0 sss )y E‘r choisisau paragraphe

précédent engendrent le faisceauoﬁ nS au voisinage de ¥y 0 * L'application

Y, r TG, oF @Hg(){" ) -)H‘gl(x" ; 3)
définic par Ya(tpl ) eee s O Q) = thi g + (h = a) § est surjective pour
a =0, donc aussi pour a < p suffisamment petit en vertu d'un corollaire du
théoréme de Banach, Donc, pour a < p, les I‘;i engendrent HY(x" ; 9)/Im(h - a) ,
donc engendrent aussi, d'aprés le lemme 2, l'image de (6€l n:S)y dans (l)’f1 ni"xh(y))y
pour tout point y tel que h(y) = a « En appliquant le théoréeme L bis, en en
déduit que les Eﬁ. engendrent la fibre (58 nﬁ)y pour tout point y tel que

h(y) <p.

Coe Qe Fu Do
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V. Le type fini des relations.

Pour démontrer le théoréme fondamental, il reste a montrer

THEOREME 3. = L'homomorphisme Yy défini plus haut est injectif sur B" .

.

‘s . n ;
Définissons les faisceaux 32 sur X et ga sur B par les suites exactes :

n
0-)53—(&:—!&—)3—)5‘2-)0

n
O-»g—(————oh_a) 9-)92-»0 .

LEMME 3, - Si a € D" , 1'homomorphisms yg : 92 -+ &2 ns;‘ induit par y est

injectif sur B" ,

’
DEMONSTRATION, =~ Le faisceau 52 admet une suite de composition formée de fais-
ceaux analytiques cohérents sur Xa , donc &2 nﬁg est un faisceau analytique co~
hérent sur B par hypothése de récurrence sur la dimension m de B + Le faisceau

92 étant également cohérent, il suffit de montrer que
n . n e n 1 . q
Ve (Bn 5 o) o T (o 5 60 o)

est injectif,

Or, toujours en vertu de 1l'hypothése de récurrence sur n ,
r (" ;: &2 n5") = g9(xn . 59
g(g ; R nﬁa) Hg(‘{ ; iia) .

Soit ue€ Fg(B" ; 92) = rg(B' ; 52) tel que Yg(u) =0 dans Hg(x' 3 5:) « Comme
B! est un espace de Stein, la section u peut se relever en v € I (B! ; 8) , et
y(v) e HZ(X' ; §) a une image nulle dans Hg(X' ; ﬁZ) et la suite exacte

(h - a)?

HZ(X' ; 5) H-g(X' ; 5) -»Hg(x' ; 52)

montre que v = (h - a)® v pour un certain w € HZ(X’ 5 5) e
D'aprés le théorémo L bis, la restriction de w & X" est de la forme y(w') ,
w' € T (B" , 8) . Maintenant v|B" et (h = a)® ' sont deux sections de & sur

B" qui ont méme image (h = a)” y(v) dans Hg(xn ; 5) n done aussi dans

(Rg nﬁ)y = gy o Comme B" est un voisinage priviligié de ¥, pour les relations
o o
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entre les sections de 9, ceci entraine v|B" = (h - a)t W , donc v|B" a une
image nulle dans I‘g(B" H 2) , d'oli u=0, ce qui démontre le lemme 3.
DEMONSTRATION du théordme 3. - Soient y € BU ot u € 8.8 Yu)e (@ ),
est nul, son image dans (& n?{i(y)) est nulle pour tout n , et ceci entraine
d'aprés le lemme 2 que u a une image nulle dans (gﬁ(y))y pour tout n « On en
déduit que u est nul, car © est cohérent (théortme d'Awtin-Krull). Ceci achéve

la démonstration du théoréme 3 et du théoréme fondamental,
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