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LES TRAVAUX DE L. GÅRDING

SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES ELLIPTIQUES

par Laurent SCHWARTZ

Séminaire BOURBAKI
(Mai 1952)

1. Les espaces de distributions liés à un ouvert R .

1° espace des fonctions sur fl . dont les dérivées (au sens distributions)
d’ordre  m sont dans L2(03A9) : topologie évidente.
Si m~ les fonctions de ~~M ne sont pas nécessairement continues.

" 

L

2° mL2(03A9) . adhérence de (03A9) dans mL2(03A9) .

PROPOSITION 1. - Si (03A9) , la fonction , égale à f dans 03A9 et à
L

0 ailleurs, appartient à (~(P~) =~(R~) , et pour n~ D~
L L

(évident).

En appliquant alors aux dérivées d’ordre ~m - 1 de f ~ fe 
L

les résultats de Deny :

PROPOSITION 2. - Il est possible de modifier sur un ensemble de mesure nulle

les dérivées d’ordre  m - 1 de f ~mL2(03A9) de façon quelles aient la pseudo-
L

limite 0 en tous les points de -Q , sauf peut-être ceux d’un ensemble de capa-
cité nulle.

REMARQUE. - est de capacité nulle, =’~(0) .
L L

3° G)’~(~) dual fort de (Ï~~P.) . C’est un espace de distributionssur il.

L 
2 (O.) est réflexif.

PROPOSITION 3. - Pour que soit dans (~(~) ~ il faut et il
L

suffit qu’elle soit une somme de dérivées d’ordre ~m de fonctions ~L (0).



COROLLAIRE. - est dense dans ’mL2(03A9) .
REMARQUE. - (i1) n’est pas dense dans mL2 (03A9) donc on ne peut pas identifier

L

’mL2(03A9) a un espace de distributions.

4° mL2(03A9) a, d’une infinité de manières ’ une structure hilbertienne. Nous

poserons

PROPOSITION 4. - Si H. est borné ~ C(m , ~) 
L ’~’ m

DÉMONSTRATION. - Evident, car 

PROPOSITION 5. - Si .~ est borné, l’immersion de (~m (I~ dans ~m"1 ~)L L
et de (~’m"1 (Q) dans (~’m(n) sont complètement continues.l L

DEMONSTRATION. - Un ouvert borné de est relativement compact dans
L

(fl) (ASCOLI) d’où la première conclusion ; la deuxième par transposition.

2. Opérateurs différentiels à coefficients constants.

Soit E un Banach muni d’une involuti on  .-~ t~ , Une application linéaire
continue D de E dans E’ est dite hermitienne ,~t~ ~ D~ ~ ; 3
il suffit pour cela que ~G. D t~ ~ ~ ~ soit réel. Le lemme fondamental de la

théorie des Hilberts dit que si  D ~ ~ ~ ~ est une norme sur E , équivalente
à sa norme initiale, D est un isomorphisme de E sur E’. Il suffit pour
cela que l’on ait



~C D ~ ? 7~~ C ~~ ~ z sur un sous-espace dense de E .

S oit alors. D un opérateur différentiel à c oef f ic ients c ons tants homogène d’ordre

2m . w

D sera dit elliptique si la forme

est définie ~ 0 . Exemple : - A .

PROPOSITION 6. - Si D est elliptique, c’est un isomorphisme de (~m Lz ~~
sur ’mL2 (03A9) , si 03A9 est borné. 

L

DÉMONSTRATION. - Pour E (03A9) (d’où par passage à la limite pour

03C6~mL2(03A9)) :

REMARQUES. -

1° Si D n’est pas homogène, mais si l’ensemble des termes d’ordre 2m est

elliptique, et si D(x) =F(D03B4) est  0 , la conclusion subsiste ; 3 elle subsiste

même pour il non borné si D (~) > 0 . Exemple : - ,~ + k2 .
2° on peut avoir D03C6 , >  0 .

3. Etude d’ un opérate ur différentiel partic ulier à c oef f ic ients variables.

Nous étudierons D défini par



lo D envoie ~(0) dans(&#x26;~(~) si nous supposerons
L L ~~

les gp q 
uniformément continue dans fl .

P~~
2o D est hermitien sur mL2(03A9) :

L

3° Nous supposerons D uniformément elliptique :

PROPOS ITION 7 . - L’ opératew D ainsi défini est un isomorPhisme de 

sur ’mL2(03A9) , si 03A9 est borné et À assez grand. 
L

DEMONSTRATION. -

1° Soit D(a) l’opérateur à coefficient constant obtenu en remplaçant
les g p,q (x) par g (a) ; si 03C6 a son support assez petit pour que les

oscillent d’au plus ~ , on a, en calculant

2~ Recouvrons ~ par un nombre fini d’ouverts .C~ assez petits pour que

g y oscille d’au plus 8 , et soit az une partition de l’unité subordonnée,

03A303B12i = 1 est la partition usuelle, 03B1i = 03B2i/03A303B22v).

où D. est d’ordre 2m - 1 , donc |D103C6, 03C6>|  C2 ~03C6~m ~03C6~m-1 *

On applique alors (6), et comme 03A3~03B103BD03C6~2m est lui-même ~03C6~2m - C3 ~03C6~m ~03C6~m-1 ,
il vient



REMARQUE. - Si les g 
P,q 

sont constants, on peut prendre 03BB= 0 .

Impossible autrement (contre-exemple).

4. Opérateurs elliptiques quelconques.
Soit D un opérateur différentiel quelconque d’ordre 2m ~ dont les coefficients

ont des dérivées d’ordre ~ m continues bornées sur ..~ supposé borné. D sera

dit uniformément elliptique si les parties réelles des

coefficients des termes d’ordre 2m sont symétriques ,uniformément continues
et vérifient (5 ) . Alors

Do est l’opérateur hennitien O inversible du paragraphe 3 ~ D. un opérateur
hermitien (non nécessairement elliptique)~ de sorte que A = Do + iDl est

inversible. D~ est un opérateur différentiel d’ordre ~ 2m - 1 ~ donc continu

dans (~’m-1 (~1) ~ donc (proposition 5) complètement continu deL L

‘~z (~.) dans ~’ z (C1) . AlorsL L

D~ complètement continu dans ~m Lz (~) , D’après la théorie classique :L
THÉORÈME fondamental. - Si D est l’opérateur différentiel (10) et si ~. est

borné :

1° Si D opère biunivoquement sur c’est un isomorphisme de

DmL2(03A9) sur D’mL2(03A9) .

2° Si D n’opère pas biunivoquement, son noyau D-1 0 est de dimension
finie N, et D est un homomorphisme de (~) ~(P-) sur un sous-espace fermé

L



de (~’ z (i~) ~ de c odimens i on N .
L

REMARQUES. -

1° On peut montrer que D +  est un isomorphisme, sauf pour un ensemble

discret de valeurs de 

2° On peut remplacer Do par n’importe quel isomorphisme hermitien ~ 0 de

~m (.~) sur D. par n’importe quel opérateur hermitien de 
L L 1 L

dans Q’m (~2) ~ D~ par n’importe quel opérateur de ~m ~) dans (M’~) ,
L 2 L L

non nécessairement du type différentiel.

5. Le problème de Dirichlet.

Soit D un opérateur elliptique (f ormule (10)) dans .~ borné. Le problème
de Dirichlet usuel consiste à trouver une fonction f ~ solution de Df = g
dans et dont les dérivées d’ordre ~ m .. 1 ont des limites données 

Soit fi une fonction quelconque dont les dérivées ont les mêmes limites sur

alors X = f - f1 vérifie DX = g - Df 1 = B , et ses dérivées d’ordre
* m - 1 tendent vers 0 sur ..n 

Nous modifierons ce problème comme suit :
10 On imposera f E. ‘~m ~) , on supposera donnée fi E ~m (~ , et on remplaceraL I L

alors les conditions au bord relatives à f par ou

f = f 1 

2° On supposera g E ’m2(03A9) , alors B~’m2(03A9) , et le problème de DirichletL L
se ramène à l’équation du premier degré à une inconnue (programme de 3e de

l’enseignement secondaire)

PROPOSITION 8. - Si D est biunivoque dans le problème de Dirichlet

a une solution et une seule 
~



Sinon, D" 0 est de dimension finie N, il y a N conditions de compatibi-
lité indépendantes pour f1 et g et la solution f est déterminée à une

combinaison près do N solutions indépendantes de l’équation homogène,

REMARQUES. -

1° f 1 - 0 parce f1 ~ mL2(03A9) . Mais f - GDf ne dépend évidemment
L 

~ i

que de la classe de f. ~ 
L

2° GD est un projecteur sur (~m . (I - supplémentaire
L L L

de dans mL2 , est l’espace dex solutions de l’équation homogène c’est-
L L

à-dire le noyau ~~ (0) ; (I - est donc la projection de f 1 sur l’espace
de ces solutions.

6, Pour les lecteurs sérieux : le noyau de Green.

Soit G = D* dans le cas d’isomorphisme. G peut être défini par un noyau

G ? , noyau de Green.
En utilisant le caractère hypoelliptique de D (voir, par exemple,

MALGRANGE [ 5 ] ) , y on peut montrer que G est très régulier : il envoie
dans (03A9) , ’6’ ((l) dans ’(03A9) ; (de plus si T est "au voisi-

L
nage de .~ " . GT est ~J~ (~) au voisinage de ~- ). Les singularités deg , 

L 
2( ) g ) g

GT sont celles de T , et G est une fonction indéfiniment différentiable

pour x ~ ~ .
On peut donc poser le problème de Dirichlet avec un 2e membre g ~ qui soit

(~’ z (~1) au voisinage de D- ~ alors f est au voisinage de là
L L

où g est une fonction indéfiniment différentiable il en est de méme de f ~
et f est alors une solution au sens usuel de Df = g . G  peut s’écrire

ou (G(x))~ . , X (~) n’est autre que G . ~ ( ) ~ pour 5 fixé,
une ditribution qui est, en dehors de S , une fonction indéfiniment différen-
tiable et j~z ~ au voisinage de .~ .

L

Si m > n 2 , les fonctions de sont continues, 03B4x(03BE) est dans

donc G(x , 03BE) est une fonction continue en x , . Dans ce cas,
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et en supposant D1 = 0 , GÅRDING donne [2] la valeur asymptotique
de G (x ~ ~ ) ~ noyau de Green de D + ~. (qui existe toujours pour iv. > 0
assez grand) pour i~. -,~ + oo :

Si on suppose en outre D2’ donc D lui-même, hermitien, les À pour lesquels
D +À n’est pas inversible sont réels et tendent vers - co , et le nombre

NW de ceux dont le module est (A est donné par
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