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LES TRAVAUX DE KOSZUL, III.

par Henri CARTAN.

Séminaire BOURBAKI
(Mai 1949)

Les notations de l’exposé précédent sont conservées. Toutefois, on écrit désor-

mais A* (a) au lieu de 11 ( 0:’ ) , pour désigner l’algèbre extérieure de l’espa-
ce dual de a , algèbre qui est en dualité avec 11(Oc) , algèbre extérieure de
à . On notera H*(03B1) (au lieu de H(a’)) l’algèbre de cohanologie 

HP ( a.. ) le sous-espace des éléments homogènes de degré p de ~‘ ( OC ) . On con-
serve la notation pour l’espace d’homologie de et Hp(a) pour le

sous-espace des éléments de degré p de H(a) . ..Lorsque a est une algèbre de
Lie réductive, on a vu que H ( a ) e s t muni d’ une structure multiplicative : nous.

désignerons par H* { a ) l’algèbre d’homologie de 0~ (espace H { Oc ) muni de sa.

structure multiplicative). 
’

Rappelona qu’une algèbre de Lie a {sur un corps K ) est réductive si la

représentation x --~ 6(x) de a dans l’algèbre des endanorphismes de l’espace
vectoriel (03B1) est complètement réductible ; une telle algèbre « est compo-
aée directe d’une algèbre de Lie semi-simple et d’une algèbre abélienne, et la.
réciproque est exacte si K est de caractéristique nulle. nus généralement,
soit b une sous-algèbre d’une algèbre de Lie a ; on dira que b est réducti-

ve dans. si la représentation x .-~ 9 (x) de b dans l’algèbre des endanor-
phismes de A (a) est complètement réductible ; alors b est "réductive" tout
court (1.e : réductive dans elle-même).

Si (X est l’algèbre de Lie d’un groupe compact (algèbre sur le corps réel),
toute sous-algèbre de (X est réductive dans 03B1 .

1. Chaînes et cocha:mes relatives.

Sous-algèbre b d’une algèbre de Lie C( ; d’où hananorphisme (biunivoque)
y: s on transposé 03C6* :
~~ ( ~c ) --~ n~ ( b ) (qui est sur) . Un sous-espace de (resp. de ~* ( a ) )
est dit b -stable s’il est stable pour les endomorphismes 8(x) (resp. 8~‘,(x) ) ,
où x parcourt b . On notera I( o~ ~ ~ ) le sous-espace des chaînes de t

invariantes par b , e ’est-à-dire des a E A ( Oc ) tels que e (x). 0 pour
tout x e b . Définition analogue du sous-espace I* { b ) des cochaines
invariantes par b .
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Soit N ( a , b ) l’idéal de A (0() engendré par p(b) 3 le sous-espace de

n { oc ) orthogonal à N ( 0: , b ) est la sous-algèbre b ) engendrée par
l’unité et les cochaînes de degré 1 orthogonales à b . Notation N~p( a ~ ~ )
pour le sous-espace des éléments de degré p de N~ ( 0’ , b ) . Les sous-espaces
N( Oc ~ ~ ) et N~ ( Qc ~ b ) sont b-stables.

Examinons d’abord le cas particulier où b est une sous-algèbre invariante
(idéal de l’algèbre de c’est-à-dire où b est  -stable, auquel cas
l’algèbre de Lie a/b est définie. Alors N( ~ ~ b ) est stable pour d, et
A { a )/N ( Q ~ b ) , muni de l’opérateur ô par passage au quotient, s’identifie
à 039B(a/b) ; par dualité, N*( a,b) muni de 03B4 (par rapport auquel il est
stable), s’identifie à /I ~ ( a / b ) ~ et est contenu dans Z* ( a ~ ~ ) .
Dans le cas général d’une sous-algèbre b quelconque, le sous-espace

N ( a ~ b ) + a . N ( a , b ) est stable pour c~ ~ et est engendré par N ( b )
et les (où et x ~ b ) ; ô opère dans le quotient
L(a,b) de I~ ( a ) par N ( ~ , b ) + a . N ( a ~ b ) , qu’on appelle l’espace
des chaînes relatives. Par dualité, l’intersection I’~ ( ~ , ~ ) ~
= L~ ( a , b ) se compose des cochaînes oc 1 de N* ( b ) telles que

03B4 . 03B1’ ~ N* ( a , b) ; c’est une sous-algèbre de (a) : algèbre des cochaînes
relatives. 

’ ~ ’

L( a , b ) muni de 8 définit un espace d’homologie relative H( Q( b ) ; il
est gradué. L’algèbre L’~ ( a ~ ~ ) munie de ($ définit une algèbre de cohomologie
relative H*( (~ ~ ~ ) ; 3 c’est une algèbre graduée. Dans le cas particulier où b
est sous-algèbre invariante de H( 0: , b ) et ~ ( a ~ ~ b ) s’identifient
à et respectivement.

Cas où ? est l’algèbre de Lie d’un groupe compact c onnexe G , et b la s ous-

algèbre d’un sous-groupe f ermé U : alors L’~ ( a ~ b ) s’identifie à l’algèbre
des formes différentielles extérieures de l’espace homogène W = G/U , invariantes
par G, et H- ( a ~ ~ ) à l’algèbre de cohomologie de l’espace topologique
(compact) W . Les résultats qui suivent donnent des relations (en partie nouvel-
les) entre les algèbres de cohomologie des espaces G, U et W = G/U . On note-
ra que G est espace fibré de fibre U et de base W .

2. Homomorphismes canoniques.

Ils définissent
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Les homomorphismes , ’f sont des homomorphismes d’algèbres.

L’image de  est contenue dans le noyau de  ; 3 l’image de 1T est contenue

dans le noyau de .

Si 0~ est une algèbre réductive, le noyau de --~ H( b ) est un

idéal bilatère de l’algèbre H~ ( Oc ) . Si en outre K est de caractéristique nulle,
le théorème de Hopf s’applique à HMf(C() qui s’identifie à l’algèbre extérieure
du sous-espace de ses éléments primitifs 3 alors : l’image de H~‘ ( a ~ b ) .-~ H’~ ( a)
est une sous-algèbre de H~ ( 0~ ) ~ engendrée par l’unité et des éléments primitifs
de H~ ( 4~ ) .

Si b est sous-algèbre réductive dans on a une algèbre d’homologie

H~ ( b ) , et le noyau de H ( b ) --~ H( 0( ) est un idéal bilatère de ? ( )o ) . Si en
outre K est de caractéristique nulle, l’image de H~ ( a ) .-~ H’~ ( b ) est une

sous-algèbre de H*( b ) , engendrée par l’unité et des éléments primitifs de H-(b).

3. La dualité de Poincaré pour l’homologie et la cohomologie relatives.

Soient n et m les dimensions respectives de ex et b . Soit w l’image,
dans II ( a ) , de la chaîne de dimension m de /~ ( b ) (définie à un facteur
constant près). N ( pc ~ b ) ost le noyau de l’endomorphisme ce .-~. ûj A ce de

/B(û) .Soit ’~ E 11 n-m ( ~ ) tel que dans 

les éléments de degré > n-m sont nuls, et les éléments de degré n-nr sont pro-

portionnels à la classe t Alors x’ ~ i(03B1’).L définit un isan his-
me de N*( a , b) sur /I ( Qc )/N ( a t b ) , isomorphisme qui ne dépend que 

Supposons désormais a et b unimodulaires ; alors 1 est un élément b
invariant de I~ ( a )/N ( a ~ b ) ~ donc oc.’ - i (a.’ ) . ~ définit un isomorphisme
de N’~ ( a ~ b ) n I’~ ( b ) = L~ ( A , b ) sur le sous-espace des éléments

Si en outre b est réductive dans 03B1 , ce sous-espace s’identifie à

L(a , b ) = 039B(a)/N(a , b ) b)) . D’où un isomorphisme f de

b) sur L(a, b ) . De plus

Mais le fait que b est réductive dans t~ entraîne que a. ’~ ~ N + a , vN , et
comme ona = f( ~ . ~’) . Hr passage a~oc
quotients, f définit donc un isanorphisme de H ( b ) sur g~‘ ( ~ ~ b ) , qui
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transforme les éléments de degré p en éléments de degré n-m-p . On en déduit

que les nombres de Betti "relatifs" sont égaux pour les dimensions p et n-m-p

("dualité de Poincaré"), et que tout idéal non nul de a , b ) contient
b) .

4. Sous-algèbres non homologues à zéro.

La sous-algèbre b de a est désormais supposée réductive dans 03B1 . Soit en

la dimension de b.

Pour que H(b) ~ H(a) soit biunivoque, il suf f it que (qui se

compose des multiples d’un élément) ne soit pas dans le noyau de tf (car tout
idéal bilatère de H ( b ) qui ne contient pas Hm (b) est nul). On dit alors que
b est non hanologue à zéro dans et.

est non homologue à zéro dans H~ ( a ~ ~ ) --3 H- ( a ) est biunivo-
que (et réciproquement). Donc, si en outre 0~ est réductive et le corps est de

caractéristique nulle, H~ ( QC ~ ~ ) possède un sous-espace dont les composantes
homogènes sont de degrés impairs, et s’identifie à l’algèbre extérieure de ce sous-
espace.

Si b non homologue à zéro dans 03B1 , H* ( a) ~ H* ( b ) est évidemment sur.

Si en outre le corps est de caractéristique nulle, on peut définir un isomorphisme
de l’algèbre I~~‘ ( b ) dans l’algèbre 1~~ ( ~ ) ~ qui, composé avec l’ application
canonique H*(0:) -.~ H~ { b ) , donne l’automorphisme identique de 1$~‘ { b ) . Cette
application H*(b) ~ H*(03B1) , et l’ homomorphisme canonique H*(a, b ) ~ H* (a),
définissent un homomorphisme d’algèbres (graduées)

et on montre que c’est un isomorphisme sur (théorème de Samelson).

Le cas des sous-algèbres homologues à zéro ne sera pas examiné ici (Voir la
Thèse de KOSZUL, Bull. Soc. math. France, t. 78, 1950, p. 65-127).

[ Mai i957 ]


