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LA THÉORIE DES CORRESPONDANCES BIRATIONNELIES SELON ZARISKI

par Pierre SAMUEL

Séminaire BOURBAKI
(Décembre 1948)

1. Soit K un corps. Une variété algébrique projective V est représentée par un
idéal premier homogène p de l’anneau de polynômes K [ Yo , ..., ln] . L’anneau
0 = K ~[Yo , ... , Yn~/~ _ K [~ o , ... , ’~ n~ est la classe de Yi mod ~ )
sera appelé l’anneau de coordonnées homogènes de V. Par passage aux quotients il

existe dans 0 une notion de degré ; 3 tout élément de 0 est somme d’éléments hano-

gènes, et ceci de façon unique.

Le corps des quotients K(~ o , ... , ~n) ~ de Q admet également une notion de

degré. Ses éléments de degré zéro f orment un sous-corps E = K(~1 ~0, ... , ~n ~o) ,
appelé le corps des fractions rationnelles sur V ; son degré de transcendance r

est appelé la dimension de V . Le corps K(~o , ,.. ,’~n) est une extension

transcendante simple 1: (~o) de !I .

Les sous-variétés de V correspondent aux idéaux premiers homogènes de 0 (inclu-
sions inversées). L’idéal ( ~ o , ... , ~n) de 0 , cependant, ne correspond à
aucune sous-variété de V ; 3 on l’appelle l’idéal irrelevant. Soit q l’idéal pre-
mier de la sous-variété W ; J le sous-anneau Q(W) de L composé des quotients

où f et g sont des f ormes de même degré et où g (~ ) ~ ~ , s’appelle

l’anneau des quotients 
.- 

de W , Si ~o ~ q (c’ est-à-dire si W n’est pas "à

l’infini"), est l’anneau des quotients de

- K fl~’ ~ ... , -~ ( anneau de coordonnées non homogènes") par l’idéal premiero ~o 
s

q engendré par les Fs (~ )/~ s o (où F s (~ j E ) ~ et est une f orme de degré s ) ;
l’idéal m engendré par q dans Q(W) est maximal, et contient tout idéal non
trivial de Q (W) (Q (W) est donc un "anneau local" ) . Fa dimension de W ~ est égale
au degré de transcendance sur K du corps quotient Les relations

et "W c sont équivalentes.

2. Nous considérerons principalement les valuations. v du corps ~ . . Une valuation
v de Z (sur K ) est une application v sur un groupe abélien totale-
ment ordonné F ~ , noté additivement, et appelé le groupe des valeurs de v,
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application telle que

On convient d’écrire v (0) = + ce , + ~ étant un élément qu’on adjoint à r en

convenant que 03B3  + a> pour tout 

Les éléments x E ~ tels que v(x) ~ 0 forment un sous-anneau Rv’ appela
l’anneau de valuation ; ceux tels que v (x) > 0 forment un idéal maximal 1:1 de

Rv , appelé l’idéal de valuation. R~/~ = E est un corps appelé le corps rési-

duel de v ; d’après (~ ) ~v contient un corps isomorphe à K ~ que nous identi-

fierons à K ; 3 le degré de transcendance p de 03A3v aur K s’appelle la dimen-
sion de la valuation v ; on a évidemment p x r-1 . Une valuation de dimension

r-1 s’appelle un diviseur ; 3 une valuation de dimension zéro s’appelle une place.
On démontre que les diviseurs de L sont les valuations dont le groupe des valeurs

est isomorphe à Z .

Il est clair que si R est un anneau de valuation, et si x est un élément

quelconque soit x, soit 1/x appartient à R . Cette propriété carac-
térise les anneaux de valuation R (si U est le sous-groupe multipliaatif des
éléments inversibles de peut être muni d’une structure de groupe abé-

lien totalement ordonné, et joue le rôle de P ) .

Si vi est une valuation du corps résiduel 03A3v , de groupe des valeurs 03931 , le

sous-anneau R de Rv compoaés des éléments x dont la classe x dans 03A3v
appartient à Rv1 , est un anneau de valuation donnant lieu à une vslua-

tion w . On dit que M est composée, de v . Ie groupe des valeurs de 03C9 est

isomorphe au produit r x fz ordonné lexicographiquement.

3. Soit v une valuation de E . Parmi les v( ~i ~s) choisissons un élément maximal,

soit par exemple v( o ) , 3 alors v( ~i ~o)  0 sinon v(~n ~i) > v(~n ~o) . Ceci
veut dire que l’anneau de coordonnées non homogènes y = K [~1 ~o, ... , est

contenu dans l’anneau de valuation R 3 l’idéal de valuation 03BD induit sur 0

un idéal premier q ; 3 q détermine dans 0 un idéal premier homogène ~ ; la
sous-variété W c V correspondant à q est appelé le centre de la valuation v.

Cette définition ne dépend pas du choix de 2014~ $ elle veut dire en effet quet’"’ r"’ 

~0 
, .1,~.,.



LA THÉORIE DES CORRESPONDANCES BIRATIONNELLES

Q (W) c RU et que ’~ G v ; on peut aussi caractériser W comme étant la sous-

variété maximale dont l’anneau des quotients soit contenu dans R . On déduit de
ceci :

a) Si vl est composée de v, alors centre centre v .

b) La dimension du centre de v est inférieure à la dimension de la valuation

v (un diviseur est dit de première ou de seconde espèce suivant que son centre

est de dimension r-1 ou  r-1 ).

4. On démontre, au moyen du théorème de Z orn, que tout s ous-anneau propre A de. r

(contenant K ) est contenu dans au moins un anneau de valuation R~ tel que

N ~ A soit un idéal premier 11 ( ~ ~ 0 ~ ) donné à l’avance de A. En particu-

lier, toute sous-variété ,W de V est le centre d’au moins une valuation (prendre
t = Q(W) , ~t = ’~ ) . De plus, si et si vl est une valuation de

centre il existe une valuation v, composée de et de centre W.

On démontre également que l’intersection des anneaux de valuation contenant A

est la fermeture intégrale A~ de A dans £ .

5. On dit que deux variétés V et V’ s ont en .~ c orrespondance birationne lle ai
leurs corps de f rac ti ons rati onne lle s ~ e t ~’ s ont is omorphe s sur K. Nous

identifierons alors 

Nous dirons que deux sous-variétés W et W’ J de V et V’ aont correspondan-

tes, s’il existe une valuation ayant W pour centre sur V , et W’

pour centre sur V’ . Nous écrirons symboliquement W T W’ .

W étant donnée, il existe au moins une W’ telle que W T W’ .

Si il existe W’ C Wi telle que W T W’ .

Si Wi est un point P’, on a donc W T P’ pour toute 

La correspondance T n’est en général ni biunivoque, ni même univoque sur V .

Mais, si W T W et si Q(W’) c Q (W) , alors W est la seule sous-variété de V’

qui c orre s p onde à W .

Nous dirons qu’une correspondance birationnelle est régulière si elle est

biunivoque.

6. Iss correspondances birationnelles prennent un aspect plus simple si on les

applique à des variétés normales ou localement normales. Rappelons les faits prin-
cipaux relatifs à ces variétés.
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Une variété V est dite localement normale si tous les anneaux Q(W) sont

intégralement ferméa (il suffit pour cela que tous les Q (P) ~ où les P sont des

points, le soient). On dit que V est localement normale le long de W si Q (W)
est intégralement fermé,

Etant donnée une variété projective quelconque V ~ le fait que la fermeture

intégrale de l’anneau de coordonnées homogènes 0 de V est un 0-module de

type fini, y permet d’associer à V une variété localement normale V’ , biration-
nellement équivalente à V , déterminée à une correspondance birégulière près. et
dont nous décrirons tout à l’heure quelques propriétés. La variété V’ est appelé
le modèle normal dérivé de V .

On montre que les sous-variétés W le long desquelles V est localement norma-

le sont celles dont l’idéal q ne contient pas le conducteur C de la fermeture

intégrale de 0. Une variété est donc localement normale si et seulement si
C = 0 ou si C est un idéal irrelevant.

les sous-variétés Wi du modèle normal V’ dérivé de V ~ qui correspondent à
la sous-variété W de V sont en nombre fini, et de même dimension que W. Si

s’~ e s t la f erme ture intégrale de S = Q (W ) , e t ... sont les
idéaux premiers de s* , tels que m*i ~ s = m , on ai Q(W’i) = S*m*i . Ceci
montre que si V est localement normale le long de W , il correspond à W une

seule sans variété W’ et Q (W) ~ Q(W’) p ainsi, en dehors de l’ensemble algébri-
que défini par le c onduc teur C , la c orre s p ondanc e birati onne lle entre V et

V’ est biunivoque.

Dans l’autre sens, comme Q (W’ ) ~ Q (W) pour tout W eV, W est la seule varié-
té qui corresponde à Wt (cf : projection d’une courbe gauche sans pointa. singu-
liers). Enfin deux modèles normaux dérivée de V sont en correspondance régulière.

7. Nous nous bornerons désormais aux correspondances birationnelles entre deux
variétés localement normales V et V’ .

Les variétés régulières et . irrégulières W sont celles auxquelles il ne corres-
pond qu’une seule variété W’ . A une variété fondamentale W correspond une
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infinité de variétés W’ . La dimension d’une variété fondamentale ne peut

excéder r-2.
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