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Séminaire BOURBAKI
(Décembre 1950)

SUR LES VARTETES PRESQUE COMPIEXES ()

par Charles EHRESMANN

1, Introductione

Etant donnée une variété topologique V,, » de dimension 2n , existe~t-il
sur V2n une structure analytique complexe ? Plus abordable paraft la question
suivante : Etant donnée une variété différentiable \12n , existe~t=11 sur v2n
unc structure analytique complexe subordonnée & sa structurs différentiable ?
Soit T(VZn) l'espace des vecteurs tengents & V, et T 1'espace vectoriel
tangent en x € v2n . T(Vzn) est un gspace fibré de base V2n et de fibres
Tx isomorphes & l'espace vectoriel R % Une structure presque complexe sur V2n
sera définie par la donnée dans Tx d'une structure vectorielle complexe subore
donnée & sa structure vectorielle réelle et dépendant d'une fagon continue de
X « Toute structure analytique complexs subordonnée 3 la structure différentiehle

de v2n détermine sur V2n une structure presque complexs, mais en général une

structure presque complexe ne dérive pas d'une structure analytique complexe et
on ignore si une veridté presque complexs (c'est-a~dire une variété munie d'une
structure presque complexe) admet aussi une structure analytique complexe. La
recherche des structures presque complexes sur V2n est un probléme de la théorie
des espaces fibrése. Je rappelleral, en les complétant, les résultats que j'al
exposés au Colloque de Topologle algébrique de Paris (1947) et j'indiqueral quel-
ques résultats de WU WEN-~TSUN ; mals je ne pourrai pas exposer les méthodes de

He HOPF (4], qui a abordé la méme question d'un point de vue un peu différents
Les nombres entre crochets renvoient 3 la bibliographie.

2. Structures fibréee subordonnées & une structure fibrée vectorielle [2]

Soit E(B, F, G, H) un espace fibré de base B , de fibres isomorphes & F
de groupe structural topologique G . Nous supposons F muni d'une structurs
admettant G comme groupe d'automorphismes. Par les homéomorphismes distingués,
dont l'ensemble est H , cette structurs est transportée sur une structure bien
déterminée dans chaque fibre Fx « H est alors l'ensemble des isomorphismes de
F sur les fibres. Il est muni d'une structure fibrée H(B , G, G, , H) et

1 . s o
(7) et exposé a paru ultérieurement [107] o
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C. EHRESMANN

s'appelle espace fibré principal associés Etant donné un sous-groupe G' de G
muni de la topologie induite, une structure fibrée E(B , F, G' , H') est dite
subordognée & E(B , F, G, H) lorsque H!' CH . Toute structure

E(B,F, G', H') détermine canoniquement une structure E(B , F , G, H) 2
laquelle elle est subordonnde. Supposons que les classes 8G' déterminent

une structure fibrée sur G + Les structures E(B , F, G' , H') subordonndes
4 une structure donnée E(B , F, G, H) correspondent alors d'une fagon biuni=-

voque aux sections de l'espace fibré associé & E(B, F , G, H) par 1'homomor—

phisme de G sur le groupe de transformations de 1'espace homogéne G/G!,
défini par \f(s)(tG') = s(tG') . C'est l'espace H/G' des classes hG' , ol

h € G ; sa base est B et ses fibres sont isomorphes 3 G/G' . Les structures
subordonnées E(B , F, G' , H') se répartissent en classes d'homotopie corres—
pondant aux classes d'homotopie des sections ; les structures d'une m8me classe
sont isomorphese. Si &’ désigne une structure sur F admettant G' comme groupe
d'automorphismes, l'sspace H/G' peut s'appeler l'espace des structures isomor—

A

phes & @’ ot subordonnées aux structures données sur les fibres Fx .

Soit R® (resp. C° s Q") 1'espace pumérique réel (resp. complexe, quaternionien),

L (resp. L, L;‘]) le groupe linédaire homogene de R (resp. Cn, Q%), o_ (resp.

b n
0;1, 0;'1) le groupe orthogonal dans R- (resp. unitaire dans ¢t , unitaire
quaternionien dans Q) , L; (respe O;) la composente connexs de 1'unité
de L~ (resp. On) . Une structure E(B , F, G, H) sera appelée structure

fibrée vectorielle réelle (resp. réelle orientée, complexs, quaternionienne,

suclidienne, euclidienne orientée, hermitienne, hermitienne quaternionienns) 8i

+
t o, In
G est L (resps L ,L!, I, 0

n n n + * 1 | n " 2
R", ¢ ou Q . Comme Ln/on (resp. Ln/On ’ Ln/on , Ln/on) 68t homéomorphe

’ O; » 0f , 0) , F étant,suivant les cas,

3 un espace numérique, toute structure fibrée vectorielle réelle (resp. réelle
orientée, complexe, quaternionienne) admet des structures euclidiennes (resp.
euclidiennes orientées, hermitiennes, hermitiennes quaternioniennes) subordonnées
et celles—ci appartiennent toutes 3 une m8me classe. En identifiant RZn a

c® et ¢ & Q" ,si n=2m,oma Llck , L' cL, O Oy ,

01'['l c:Or'1 s ot leo probléme d'existence de structures subordonnées se pose pour

des structures du type suivant :
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VARIETES PRESQUE COMPLEXES

2 n
E(B, K", L, , 8 , , K » O s o)
n o+ n A+
B,RZ,LZn,.), R2 > Opp s o)

n n
EB,C ,L' ,.) , E(B,C ,0 ,.)

m

E@B,Q" ,IL" ,.) , E(B,Q ,0 ,.)

D'aprés la remarque précédente, on peut toujours se ramener au cas de structures
figurant dans la 2e colonne ci-dessus. L'espace T(Vzn) associé A une variété

différentiable V, ~est muni d'une structure fibrée vectorielle réells, dont les
structures subordonnées s'appellent respectivement : structure vectorielle tangente

orientée, presque complexe, presque quaternionienne, riemannienne, presque hermi-

tienne, presque hermitienne quaternionienne.

3. Les structures vectorielles complexes sur R:Zn

Soit (€&, 5 eeey en) 1a base canonique de C" , et identifions ® a F°
en identifient (El s 1E 5 eee ) & s ieﬂ) 3 la base canonique de g0 o Alors
Lx'a est le sous-groupe de L2n qui laisse invariante la transformation Io
définiec par I g =1z , ol z € C . Une structure vectorielle complexs sur
RZn ’ subordonnee 4 la structuré vectorielle reelle, est définie par une trans—
formation linéaire I de R2 telle que I = -1, clest-d-dire I(Ix) =-x
pour x € §o ; le produit du nombre complexe a +bi par x sera (a +bI)x .
Los vecteurs x et Ix sont linéairement indépendants et déterminent un plan
invarient par I R2n admet des bases de la forme (el,Iel,...,en,Ien) H
1l'orientation correspondante de R2n ne dépend que de I 3 c'est l'orientation
associée & I « L'espace des structures vectorielles complexes sur B st
L2n/Lr'1 s dont la composante connexe L;n/Lr'x est l'espace des structures complexes

dont 1l'orientation associée est aussi associde 2 IO .

Considérons R;2 B comme 1l'espace des vecteurs réels de CZn . La transformation
I se prolongs a 02n ot admet les valeurs propres 21 . L'ensemble des vecteurs
propres correspopdant & =~ 1 forme unscus~espace Xn de dimension n . L'ensem=—
ble des vecteurs propres correspondant 3 + 1 est X.n s imaginaite conjugué
do X ,etl'ona X NX =0 . Inversement tout sous-espace X de C n
tel que X N X' =0 determlne une pransformation I . On peut deflnir X rper
n formes h.nealres sur C dont les restrictions a R2 sont des fomes
linéaires 3 valeurs complexes ne stannulant simultanément que pour le vecteur O .
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C. EHRESMANN

2 2 2 2 \
Posons F(x , x) =x| +y] e v X vy s 0l (X, ¥y, ey X, ¥y)

sont les coordonnées canoniques de x € R2n . OZn/ox‘x est l'espace des transforma-
tions I laissant invariente la forme quadratique F(x , x) , condition équive-

lente & F(x ,Ix) =0 o Ie O;n « L'espace Xn associé 3 I est alors une

génératrice du clne défini dans © 2n par F(x , x) =0 . Done O;;n/Olf1 que
nous désignons par F , s'identifie 3 1'une des composantes connexes de 1'sespace
des génératrices X, dece cbne.

. 2 ’
Comme Ae LG se prolonge & C n s l'espace fibré T(Vzn) admet un espace
£1bré associé I°(V, ) dont les fibres 10 somt isomorphes 3 C° ot qui admet
T(VZn) comme sous~-espace. Un élément ds T:c: s'appelle vecteur complexe tangent

& V,, en x, un sous-espace Xp de T; s'appelle p-élément complexe tangent

en X .

Une structure presque complexe sur V2n est donc déterminée par un champ

de treansformationslinéaires I , définies dans T et telles que S ’
cu par un champ de n=¢léments complexes Xn tels qu'en chaque point x € V2n ’
on ait Xn 0 X'n =X . Au voisinage de x elle est définie encore par n formes
de Pfaff sur V2n » & valeurs complexss et ne s'annulant simultanément pour
ausun vecteur réel non nule Une structure presque hermitienns subordonnée & une
structure riemannienne est définie par un champ de transformations orthogonales
I ou par un champ de n-éléments isotropes.

4. Formes différentielles extérieures quadratiques sur V2n .

A une trensformation I dans R°® telle que F(x , Ix) =0 est associée la
forme bilinéaire alternée ¥ (x , x') =F(Ix , x') , de rang 2n , et la forme
$ (x y X') =F(x, x') -1 ¥(x, x') , qui est une forme d'Hermite définie posi-
tive par rapport & la structure complexe définie par I . A toute structure
presque hermitienne sur v2n est done associée une forme différentielle exté-
rieure quadratique {1l de rang 2n ; l'orientation associée est définie par n° ,
forme de degré 2n non nulle en chaque point. Réciproquement toute forme diffé-
rentielle extérieure quadratique {1 partout de rang 2n sur Vo, est associée
de cette fagon a des structures presque hermitiennes, qui sont toutes de méme
classe et qui correspondent & l'orientation définie par Q" . Ceci résulte du
fait que ?"Zn/ thl est homéomorphe & un espace numérique, /f':’zn désignant le sous-
groupe de LG qui laisse invariante la forme

‘J_’o(x,x') =X Y X Y r e +X V=X Y .
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VARIETES PRESQUE COMPLEXES

Donc 1'existence d'une structure presque conplexe sur la variété orientée V2n
est équivalente & l'existence d'une forme différentielle extérieure quadratique
L\ telle que -Qn soit non nulle partout et définisse l'orientation donnée .
Appelons variété presque kihlérienne une variété presque hermitienne dont le

forme extérieure associde SL est fermée, c'est-a-dire dO = O . Appelons

variété symplectique une variété V2n munie d'une forme fermée <L tells que
<t # 0 en chaque point. Une variété symplectique admet toujours une structure
prosque kihlérienne subordonnée et posséde des propriétés topologiques plus
particuliéres qu'une variété presque complexe quelconque. En particulier, sl
elle est compacte, ses nombres de Betti de dimension paire sont différents de O

car .Qk A0 pour O <k ¢n (remarque que Je dois & G. de RHAM) .

5. Topologie de l'espace 2n/ h
rl est un pointe I, est homeomorphe & S, . \"3 est homéomorphe 3 l'espace
projectif complexe P3 (c) . r:t est homéomorphe & la quadtique complexs Q6 (c)

4 6 dimensions complexes. Quel que soit n>1, T admet une structure fibrée
de base S2n 2 et de fibre rn-l . On en déduit les premiers groupes d'homotopie
de l‘n. 15(1;) & TW,(5) , cyclique infini, pour n22 . Pour i >2 , ona
Tfi(i';) gn'j (87) « Comme QG(C) admet une structure fibrée [3]de base S

ot de fibre P,(C) , pour laquelle il existe une section (2) yona
T () 215 (S) x W (P,(C)) « Pour n >4, cna (D) =0,s1 2 <1<6,

et ng(!‘;) est cyclique infini. Ces propriétée de G servent a démontrer les
résultats du paragraphe 6.

6. Conditions d'existence de structures presque complexes (3 )

Etent donné E(B , B, 03, » H) , lo premier obstacle & l'existence d'une

structure fibrée hermitienne subordonnés, c'est-a-dire d'une section de 1l'espace
fibré associé de fibres isomorphes & l'x'1 , est une classe de cohomologie W3

de B, & coefficients entiers. Pour qu'il existe une section sur le squelette

de dimension 3 de B , qul est supposé 8tre un complexe, il faut et il suffit

que. w3 =0 . La classe w3 gst identique 3 la classe caractéristique de Stiefel-
Whitney, premier obstacle & 1l'existence d'un champ associant & tout x €B une
sulte de 2n -~ 2 vecteurs indépendants de la fibre Rin « la variété de Stiefel

( ) Q.(C) n'est pas homéomorphe i Sg x P () , contrairement & ce que j'ai
affirmé s [2].

(3 ) On trouvera des résultats concernant les structures presque quaternioniennes
dans [2] et [9
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V2n,2n ) est en effet un espace fibré de base rn et de fibre wn,n-l s varié-

té des suites orthoncrmées de n - 1 vecteurs unitaires de 1'espace hermitien
n
¢ . . . . :

I1 en résulte un isomorphisms canonique de 1T3(r‘n) sur ‘|'!‘3(V2n’2]:1 _2) ot
1l'identifioation des deux premiers obstacles considérés.

s1 W

pour n =3 , de dimension 7 pour n>»3 . Si n 23, w3 = 0 entraine donc
W =0 , ol W est la classe de Stiefel-Whitney de dimension 5 . En tenant
compte d'un isomorphisme canonique de T 6(?;1) sur Tr6(V2n,2n )00 n>3,

=0, il y a un 26 obstacle de dimension 4 pour n =2 , de dimension 8

on voit que le 2e obstacle est identigque & la classe Wl de Stiefel-Whitney,

premier obstacle & 1l'existence d'un champ de 2n ~ 6 vecteurs. Une condition

nécessuire pour l'existence d'une structure fibrée hermitienne subordonnée est

dvidemment que toute les classes ka*l de Stiefel-Whitney soient nulles.

En particulier soit E = T(V2n) , muni de la structure fibrée tangente orientée
de la variété orientée V2n o La classe w3 de V2n est le ler obstacle a
l'existence d'une structure presque complexe sur V2n » La condition w3 =0

est nécessaire et suffisante pour 1l'existence d'une structurs presque complexs

sur une variété orientéde Vg « Si de plus le groupe de cohomologle de dimension 2

de V6 est nul, toutes les structures presque complexes sur V6 , €t correspon-

dant a une orientation donnée,forment une seule classe. A chaque orientation de

la sphére S6 correspondent ainsi des structures presque complexes, appartenant

toutes & une méme classe d'homotopie. Mais il faudrait sans doute des méthodes

nouvelles pour décider si S6 admet aussi des structures analytiques complexes.

Chacun des parallélismes classiques dans 1l'espace projectif réel P,7 correspond
[3] sur Q (C) & une structure fibrée dont les fibres sont des génératrices
isomorphes & P3 (C) « En supposant que 86 soit la partie réelle de QS(C) ’
cette structure fibrée définit justement une structure presque hermitienne sur

S¢ o Celle-ci pourra aussi &tre définie & 1l'aide des octaves de Cayley [5] (4) .

Par une méthode s'appliquant aux sphéres Szr1 , j¥ai montré que S 4 n'admet
aucune structure presque complexe, résultat obtenu d'une maniére différente par
He HOPF, Si S2n est presque comp]:exg) 82n +1 est parallélisable (KIRCHHOFF [5])

n'admet aucune structure presque complexe,

ce qui entreine que S 4n

(I) Elle ne dérive pas d'une structure analytique comploxe. Ce résultat est
démontré explicitement dans [11], ob 1l'on démontre de plus que toute structure
presque hermitienne localement homogens sur SG est dquivalente a la structure

précédente. Il en résulte immédiatement qu'il n'existe sur Sg aucune structure
analytique complexe homogéne. [ Novembre 19587 .
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VARIETES PRESQUE COMPLEXES

D'aprés WHITNEY (7] la classe WB d'une variété orientée V 4 st nulls. Mais
WU WEN-TSUN a montré que pour tout n >2 , il existe des variétés orientées

V2n dont la classe w3 n'est pas nulle.

7. Quelques résultats de Wu Wen-tsiin.

Par 1'étude appronfondie des variétés de Grassmann réelles et complexes,
WU WEN-TSUN a obtenu les relations suivantes entre les classes caractéristiques
d'une structure fibrde vectorielle réelle orientée ¥ ot celles d'uns structure

fibrée vectorielle complexe subordonnée 9’!' H

Relations de Wu @

Hy( %, 1) =0 (%, 8) 5 W (K, ) =T,(%, ¢);

P(F, t) =c( %, t)uc(d’, 1t) ; F(%, ) =T(FR', t)V T(F, 1t) ;

PO (%) = (- 1)" ()
Dans ces formules on a posé
Wy (%, 1) = k(IS , (%, ) =3 WA,

ol Wg( %) (respe. Wg(ﬁ)) sont les classes (resp. classes duales) de
Stiefel-Whitney réduites modulo 2.

P, t) =3 (UF B, B(&, ) =X BFER*®,
ol P4k(fﬁ) (resp. #k(g))zsont 135 classes (resp. classes duales) de
Pontr{agin. c(gié t) =3 (g, T, +) =3 TR, o
C ,(33) (resp. C k(ﬁ“)) sont les classes (resp. classes duales) de Chern de

%' . Ces deux polynfmes réduits modulo 2 sont désignés par Cz(oj', t) et
02(‘f', t) . 'S (%) est la classe caractéristique d'Euler-

Poincaré. On prouvera la définition précise de ces classes dens la thése
de WU [9] &

THEOREME de Wue — Les classes d'isomorphie des structures presque complexos
sur une variété orientée V4 correspondent d'une fagon bilunivoque aux classes
de cohomologie C'a sur V4 telles que @

2 2 2
W3 (7,) = C5 5 P4(V4) +2 x4(v4) =cfud® ,
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2 , r'd
ou C, désigne la classe déduite de c? par_réduction modulo 2 P4(V4) la
classe de Prontrjagin et x4(v4) la classe d'Eulor—Poincard, C° sera la
classe de Chern de la structure presque complexs correspondante .

Les relations de Wu entrafnent que S 4k n'admet pas de structure presque
complexs. Co résultat est valable pour toute variété V dont l'anneau de

4k
cohomologie est isomorphe & celui de S et dont la classe de Pontrjagin
pHe est nulle.

4k

8+ Les sous-variétés d'une variété presque compleie V2n .

Un p-élément Xp de V2n sera dit complexe lorsqu'il est invariant par la
transformation I définie dans l'espace tangent Tx qui contient Xp s 11
sera dit réel lorsqu'il rencontre son transformé par I au point x seulement.

Une sous-variété Vp de V2n sera dite presque complexe (resp. réelle) lorsqus
les p-éléments tangents a Vp sont complexes (respe. réels). Une sous-variété
presque complexe est munie d'une structure presque complexe induite ; celle=-ci
dérive d'une structure analytique complexs si V2n est analytique complexs.

Soit V une sous-variété réelle de Vo * Lrgspace fibré T(Vn) admet un
isomorphisme sur l'espace fibré N (Vn) des vecteurs normaux a Vn s les points
de V restant fixése Réciproquement si cette condition est vérifiée pour une
sous-variété Vv, d'une variété quelconque V,, » 11 existe dans un voisinage
de V une structure presque complexs telle que Vv, soit une sous-variété
réelle. En particulier, le voisinage de 1la diagonals A de Vn x Vn admet une
structure presque complexe telle que 4 soit une sous-variété réells. Il admet

méme une structure anelytique complexe telle que A soit une sous-variété ana-
lytique réelle.

la position d'une sous-variété réelle v dépend de la structure de T(V )
L'espace fibré T° (v, ) admet un isomorphlsme cenonique dans T(V, ) muni de la
structure fibrée complexe. Si V est, déformable en un point de V2n , ° (V )
est isomorphe & V x ¢” . Pour toute variété V,,Wa démontré la relation
suivante 3 C(V _, 1-,) =P(V_, t), od c(v, » t) désigne le "polyndme de Chern"
de T°(v ) et P(V » t) le "polynlme de Pontrjagin" de T(V ) définis au
paragraphe 7. Si Vn est une sous-variété réelle de v2n ’ C(Vn , t) est la
trace sur V_ de C(VZn s ) 5 polyn8me de Chern de T(Vzn) murd de la structure
fibrée complexs.

Pour n =2 , la relation de Wu donne C(V2 » t) =1, ce qui montre que pour
toute variété V, 1'espace Tc(VZ) est isomorphe 3 V, x C” .
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Soit Vv, une sous-variété réelle de l'espace przﬁigtif complexe Pn(c) .
D'aprés la relation de Wu, la trace sur V de C (Pn(C)) est nulle 3 1l en
résulte que les cycles de dimension 4k +2 de V, sont ~O dans Pn(C) .
Par contre, quel que soit k , les cycles de dimension 2k d'une sous~variété
complexe ne sont pas tous N O dans Pn(C) « Ce résultat est valable aussi
pour toute sous-variété presque complexe d'une variété presque kihlérienne.

Les notions et les résultats précédents s'étendent aux variétés plongées
(Vp » £f) dams V, , ob f est une application différentisble réguliére de Vp
dans V, o 51 Vo, ©st mmnl d'une forme différentielle extérieure S tells
que QF £0 en chaque point, les variétés intégrales de £ sont des variétés
plongées réelles pour une certaine structure presque complexe de V.?'n .

9. Probléme d'équivalence de deux structures presque complexes.

Etant données deux variétés presque complexss Von et Vzn , une éqliivalence
de l'uhe & l'autre ¢st un homéomorphisme différentiable de v2n sur V2n
dont le prolongement & T(VZn) est un isomorphisme de T(Vzn) sur T(Vzn)
par rapport aux structures fibrées vectorielles complexes. Si f est une appli-
cation différentiable régulidre d'une variété Wy, dans V, , & la structure
presque complexe sur Vzr1 correspond une structurepresque complexe sur w2n , appalfe
image réciproque par f de la premiére. Si celle-ci est définie localement
par n formes de Pfaff complexes @ g eee y W 5 SOD image réciproque est
définie par les formes o ( cok) « Le probléme d'équivalence locale ds deux
structures presque complexes peut &tre traité par les méthodes §¢ E. CARTAN
et 11 vient d'8tre étudié pour n =2 par Paulette LIBERMANN [6] ,

Pour qu'une structure presque complexe sur V2n dérive d'une structure anaw
lytique complexs, 11 faut et 11 suffit qu'elle soit partout localement équivalente
(®) 3 la structure complexe naturelle sur C° , qui est définie par les formes
dz1 » 42y 5 oo, d.zn e Soit g une équivalence d'un ensemble ouvert de V2n
& un ensemble ouvert de C" o Les formes dgh = g*(dzh) sont alors des combinai-
sons linéaires indépendantes des formes &h g » d'ol 1'on déduit les relations

dah = Z @ A <, 29 ol 9}1 2 sont des formes de Pfaff complexss sur

V2n « Ces équations, indiquées par Ge de RHAM sont des conditions nécessaires
pour que la structure presque complexe dérive d'une structure complexs. Dans le
cas ou les composantes réelles et imaginaires des formes wh sont dss formes

de Pfaff analytiques sur V, , ces conditions sont aussi suffisantes (6) .

(5)Ces équivalences locales définissent alors les systémes de coordonndes locales
6 analytiques complexes.
(°)On peut seramener au théordme deFrobenius appliquéa desformes analytiues complexes.
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En général, on aura :

Aay =X oy Adyp +2 oy gy BADy

On peut dire que les formes Z & ¢n AN définissent la torsion de la

m

structure presque complexe ; les & 4Lm sont les composantes de son tenseur
hermitien de torsion.

Remarquons que les formules intégrales de Chern [ 1] donnant les classes de

Chern s'étendent au cas des structures presque complexes.

(1]
(2]

(3]

(4]

(5]

(6]

(7]
(8]

(9]

(10]

(1]
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