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PROPRIÉTÉS DES TRAJECTOIRES DE CERTAINS SYSTÈMES DYNAMIQUES

par Georges REEB.

Séminaire BOURBAKI
(Décembre 1949)

1. Introduction.

L’objet du présent exposé est de montrer d’une part que beaucoup de systèmes
dynamiques, importants dans la pratique, peuvent 3tre obtenus en perturbant un

système dynamique dont les trajectoires sont toutes fermées, et de mettre en
évidence des propriétés remarquables des trajectoires des systèmes dynamiques
de ce type particulier.

A cet effet il sera commode de résumer brièvement dans cette introduction

certaines idées essentielles de la mécanique non linéaire (cf. N. KRYLOFF and
N. BOGOLIOUBOF C 68~ ~ où il s’agit essentiellement de l’étude des solutions

périodiques de l’équation différentielle :

(1) x" + 

qui;en coordonnées polaires (x = pcos 8 , y = r sin 8 ) peut s’écrire

(où les points désignent des termes d’ordre supérieur en ~ ).

a) Méthode des petits paramètres (POINCARÉ, etc.). - Soit fl = ’Qr( P , 8, E)

Il est évident dès lors que a des solutions

(pour les petites valeurs de £) au voisinage des racines de G( Q ) . On en
conclut que pour les petites valeurs de E *(et pour les valeurs de p d’un

compact de la droite numérique) les solutions périodiques de (1)’ sont en cor-
respondance biunivoque avec les zéros (simples) de la fonction G( P o) . De plus
le signe de la dérivée de au voisinage d’une racine permet d’étudier la

stabilité de la trajectoire fermée correspondante.
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b) Etude des oscillations de relaxation. - On peut définir ainsi des mouvements

régis par (1), où f est construit de telle sorte que la fonction ’~’( Po’ ~)
vérifie (ppur des valeurs raisonnables de E ) les inégalités : ~( Po’ ~ ~~ ~o ~ ~
pour les grandes valeurs de p ot po’ ~ ).- 0 pour les petites va-

leurs de p .
Ceci peut s’interprèter graphiquement, et exprime physiquement des propriétés

sur l’évolution de l’énergie x 3 + xi2 de (1). Les inégalités précédentes mon-
trent de suite que l’équation 03C8(03C1o,~) = 03C1 o 

admet au moins une solution

et que (1) admet une trajectoire fermée.

Le problème général. - Lorsqu’on examine les méthodes exposées en a) et b) on
voit le rôle fondamental joué par les trajectoires P = P o ~ (qui sont les

trajectoires de l’équation (1) non perturbée (donc où on a fait ~ = 0)). Ces

trajectoires forment une fibration du plan des phases (x,x’), et ce sont les

propriétés de cette fibration que nous avons utilisées. D’où le problème géné-
ral : . .

Etudier sur une variété V les trajectoires d’un champ de vecteur E~ dé-

pendant du paramètre E où E satisfait à la condition suivante : pour E = 0 ’

les trajectoires de = E 0 sont les fibres d’une fibration de Vn en

cercles dont la base est V ..

THEOREME DE SEIFERT. - SEIFERT a démontré [ 121] que si n = 3 et si ~C, (VZ ) ~ 2 ,
le champ E~ admet des trajectoires fermées (dont la somme des indices est

X. (V2)) pourvu que Il E - ES ~~ ~ ~ où CI( est une constante positive ne dépen-
dant que de. V3 et de Eo . A ma connaissance ce théorème important n’a pas
encore été généralisé au cas où n est quelconque.

2. Extension des méthodes a) et b) de l’introduction au cas général d’un champ E .

a) Extension de la méthode des petits paramètres. - Cette méthode se trans-

pose de suite. Dans Vn on peut trouver (puisque V est fibré) des coordonnées

locales (x, a) où et 03B8~S1 telles que les équations différentielles

des trajectoires de Eg s’écrivent :
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Il est évident alors que les singularités isolées du champ sur 

jouent le même rôle que les zéros de la fonction G(r ) ci-dessus. En particu-
lier si est compacte et si ~(Vn~i) ~ 0 , on retrouve un théorème ana-
logue à celui de Seifert, (maiS bien plus faible), valable au cas où n est

quelconque.

b) Oscillations de relaxation :

3. Exemples de systèmes dynamiques du type considéré,

Donnons des exemples de systèmes dynamiques, conduisant à la détermination des

trajectoires d’un champ E~ défini dans A. (Nous indiquons simplement le

système lorsque F = 0).

1) Nous avons déjà considéré (oscillations de relaxation) le système dynamique
x" + x = 0 .

On peut considérer plus généralement le système (dont la signification dynami-
que est claire) x" + o( ~ x == 0 (i = 1...n) où les o( sont des constantes

rationnelles.

(Cette hypothèse de rationnalité sur les o(i correspond à un phénomène de
résonnance).

2) Le problème des géodésiques d’une sphère euclidienne Sn (où d’autres
espaces dérivés).

3) Le problème restreint des trois corps (avec des valeurs convenables pour
les constantes d’intégration).

Dans tous ces exemples le système admet l’invariant intégral d’Elie Cartan,
c’est-à-dire que le champ Eo défini par ce système dans une variété v 2n admet

un invariant intégral relatif du type W = X -H dt où X est une forme définie
dans V2n et H une fonction sur V 2n . De plus :7( est supposé de classe maxi-
mum (c’est-à-dire 0). Nous supposons que la variété W2n-l d’équation
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H(x) = Ho est régulière en tout point et compacte.

4. Propriétés globales dues à l’existence de l’invariant intégrale

Parmi ces propriétés nous avons :

PROPRIÉTÉ 1. - L’espace fibré W2n-1 n’admet pas de section W 2 ( n~l ) . Plus
généralement même nous pouvons dire que, sans supposer que les trajectoires de

Eo sont les fibres d’une fibration, le champ Eo n’admet pas de variété de

section compacte.

En effet d7( induirait dans VL/ ~) une forme fermée de rang maximum qui ne
saurait être homologue à zéro sa puissance étant non nulle.

CONSEQUENCE. - Les fibres de sont rationnellement homologues .à zéro

dans W2n-l ; par suite chaque trajectoire du système dynamique considéré sera
homologue à zéro dans la variété de configuration du système.

, , 
~ ~ ~

PROPRIETE 2. - Sur la base Wz(n 1) de il existe une forme extérieure

fermée quadratique de classe maximum.

Il suffit de constater que dx étant un invariant intégral absolu, il est

l’image réciproque d’une forme définie sur l’espace de base cette

forme sera visiblement fermée et de classe maximum, comme d x .

CONSEQUENCE. - W2(n-l) est une variété presque complexe hermitienne, ce qui

entraine des conséquences importantes sur la topologie de W2(n-l) et W2n-l .

PROPRIÉTÉ 3. - La période T(x) de la trajectoire issue de x est une constante

sur 

La transformation x-p x laisse invariant dx , (d’après la défi-
nition même des invariants intégraux). Donc dTlBdH.: 0 . C.Q.F.B.

5. Méthode des petits paramètres dans le cas de l’existence d’un invariant intégral.

Dans ce cas on peut préciser les théorèmes du paragraphe (2,a) . En effet, on
montre dans ces conditions que le champ G défini dans la base admet aussi un

invariant intégral ; les singularités de G coïncident alors avec les points

critiques d’une certaine fonction numérique sur la base W2(n~~) . Ceci permet
grâce aux théorèmes de Morse de préciser les résultats de (2~a).
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