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Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 23.01
(Théorie du potentiel)
l4e~15¢ amndes, 1970-1972, n° 23, 8 p. 16 mars 1972

SUR LA COMPARAISON DES DEUX TYPES D!'EFFILEMENT

par Howard L. JACKSON

. Y - - ~ n 3
On considere ici le cas ou Q = (n > 2) et w=1le demi~espace

~

{x = (xl s vee Xn) € Q 3 X > 0} .

Nous montrerons que si e © w est effilé & 1'origine dans ( pour l'effilement
interne, alors e est effilé en O dans ® pour l'effilement minimal. Cette im-
plication a déja été établie par JACKSON [4] pour n = 2 , par CHOQUET (manuscrit
inédit) pour n = 3, et par Jacqueline LELONG-FERRAND [5] pour le cas plus spéeial

ou n2>23 et e contenu dans un cBne de Stolz dans w , de sommet 1l'origine.

Je crois que la démonstration qui sera présentée ici est plus simple que la dé-

monstration de CHOQUET ou ma démonstration ancienne (voir [4], théoréme 4).
On emploie les notations suivantes :

Sr2-n si n=> 3
n(r)

It

1 est la fonction fondamentale de Q ,
2log-; si n=2

H(x) = h(‘xl) pour x €Q ,

XO=(O!”"7O,1>€‘”’

x' = le symétrique de x € w par rapport & la frontidre 3w (i. e. si

X = (x1 voees 0 Xy xn) , alors x' = (X1 R N xn) ),
G(X , y) = le noyau de Green sur w x w ,

K(x , y) = la fonction harmonique minimale sur w avec pdle en x € dw s ou K
est précisée par XK(x , XO) =1,

®(x , y) = le noyau sur @ x w , défini par BRELOT [2] et Linda NAIM [6], c'est-
d-dire 3 sur w x @,

G(X 2 y)
G(x , XO) G"(y ’ XO) ’

Kix , ;
@(X ? Y) = G B(Z'X, Xy .
0

Nous aurons d'abord besoin de lemmes qui sont fondés sur des calculs élémentaires.

@(X ’ y) =

et sur Jw x w ,

LEMME 1., = Dans le cas o n = 3 , il existe deux nombres réels positifs A et

1 —-—
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B1 , 0L Al < B1 , tels que

bblr-yl oy,

B, hlx - vl
2\4~)51 5
|x - y'] *n 'n lx - y'

pour tout (x , y) € w x w

Si n =2, nous avons les inégalités

1 < ez, ¥) _ 1

< pour tout (x , ¥) € wx w »
olx - y1|27 V2 Tofx-ylf T

Démonstration du lemme 1. - Rappelons que oz, y) = h|X - yl - hlx - y'l pour

nz2 .8 n>23, ona:

1 _ L _alx- y["%)
x - 7™ |z -yt ™ |x - y'!n'z

"2 - (ly - x|%)"?]

G(X ’y) =

_hlx - yl[(= -
x -yt |72 (!X o =2 + |x - yln'z)

On emploie 1'identité u" = v° = (u - v) Zi—O G-t gl , et on obtient :

2)11-'3

olx , y) = hlx - yl(x = 3'1% = |x = y[A0Ux = 5] rooet (Jx = y1223] .

lx = g [z - 9 "%+ |x - y|™2]
. sz 2 2 _ 2 2 _ . .
De 1l'identité lx - y'l - lx - yl = (xn + yn) - (Xn - yn) = 4Xn,yn , i1 vient
ensuite

6(x , y) _nlx -yl - 120V b s lx - g2y

4Xn yn

!n-2 in—2

Iz - y/*2 [z -y |z -

ce qui entraine

x= 2% nix oyl o) o2y 20D )y )

2(n=-2 $ 4X N 2{n~-2
2lx -yt |22 Tn |x - yr] 22

La premidre partie du lemme est complétement démontrée si on choisit A1 =-% et
B, = (n=2) . Pour le cas n = 2 , nous avons

2
lx - 3} + 4x2 y2

a(x , y) =-% log( ' E
X~y

Puisque log(1 + u) £u pour uz=20, et log(l - v) Z2=v pour 0gvgl, il
s'en suit que
4x, 7
272
SG(X,Y)é‘% >
lx - vl
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et la démonstration est achevée.

Remérgue 1. = I1 est possible de généraliser la premiére partie du lemme 1 pour
une fonction fondamentale de la forme h(r) = l/ra sy OU o« > 0 est arbitraire et
0 =R" (n22) . 0n considdre d'abord le cas ot « est rationnel, puis le cas gé--

néral o o est comme la limite d'une suite de rationnels.,

LEMME 2, = I1 existe deux réels positifs A2 , B2 , 0< Az‘s 32 y et une boule

V de centre O , tels que les inégalités suivantes soient vérifides :

A, 6(x, y) B, 6(x , ¥)

2
<6(x, vy <
4Xn yn

wy, o o (x,y)e(eny) x(enV) .

Démonstration du lemme 2. - Soit f(x) = h|x - xoi , et remarquons que

a(x , XO) = f(x) - £(x') .

Grfce au théoréme de la moyenne, nous avo 't

= of
O) = 2Xn’5—}-l— (g) 14
n

G(x y X
ou E est situé sur le segment joignant x' & x . Puisque f € ¢! sur Q- =z},
et en O en particulier, alors V € > 0 , il existe une 6&~boule V du centre O
telle que

G(X y X )
I > o . gi (O)I <e s1 xewnV,
*n n

=(n=-2 i n23
of '
ox (O) g %
n

1 si n=2

est positif et, si en choisit € > 0 convenablement, alors les deux nombres

A, = @ (0) + )% et B, = @ (0) - &)
OX, 2 X
n n
répondent aux conditions cherchées.

COROLLAIRE 1. - Dans le cas n 2 3, il existe deux nombres réels A , B, O<AgB,

-~

tels que
Ahlx-ygs®(x’y)$_}3_llb‘;_% ot (x,y)elvnw x(vnuw .
% - '] iz - 3|

COROLLAIRE 2. = Dans le cas n = 2 , il existe A , B, réels positifs, O<A<B ,

tels que
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B > v (

A $®(X’y)\

x,y)€ (Vaw x (Vi w .
lx - y'| lx - ¥l

Remarque 2. - Si x=0, y€ w, il existe A >0 tel que ®(O ’ y) = A/Iyln .
Pour n 2 3, nous écrirons ec, y) = (Ahly|)/|y|2 .

Remarque 3. — Le lemme 2, avec son corollaire 1, est valable pour

h(r):——la, @>0,e6t u=8 (az2).
r

Maintenant nous introduisoms des notations supplémentaires :

r =8P you S >1 est fixé et pe N,

P
I = P <
P {X € {3 rp+1 |X! < rp} ’
e. =enlI ,o0u e<“Q,
1Y Y
J =1 vl ul
p  p=l  Tp pHl’
E. =Q-~-4J
p =7
kp = la trace de A sur Ip , o0 A >0 est une mesure de Radon sur Q ,
A! = la trace de A sur J_ ,
P P
A" = la trace de A sur E_ ,
p P

H % AMx) = j H(x - vy) ay) = I hlx - y! dA(y) est le potentiel ordinaire de A

au point x .

LEMME 3. - Soit A une mesure pcsitive sur la boule

={xeQ; lxl.s-l} et ulx) =2 3 %« AM(x) tel que u(0) <+ .
CLEA —£= que

Si x € Ip , il existe k > 0 , indépendant de p , tel que H * lg(x).s xu(0) .

Démonstration du lemme 3. — On a

H % xg(x) = pr nlx - y| ax(y) =f (P-liﬁ—“i nly| an(y)

On montrera que si X € IP et yE€ Ep y alors (n‘x - yl/hlyl) est borné par un

nombre positif qui est indépendant de p .

Dans le cas n 2 3 , nous avons l'identité h(er) = n(e) nh(r) . si |y| g P
X € Ip y alors

@lx-vly o n(r,, = *p0) _ (P o 5P n(sT) (s -1)
hiyl =~ h(rp+2) h(S*p~2) h(s—p—2)

si |yl = Ty ? TE L alors |x -yl 2 lyl - Izl 3 |yl [1 - (z /r ] ce
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qui entrafine

hiy

-1
hlx - yl hiy!l or sP 1
< .+_{ W1 =21 =n(1 -=) .
Dans le cas n = 2 , nous avons 1'identité h(ar) = h(e) + h(z) .

Si Iy' £r y X € Ip y alors

p+2
@lx-gly n(s®2) +n(s =1) (p+2) logs+h(s-1)
hiy] ~ h(S—p’Q) (®» + 2) 1og S '

qui est majoré par un nombre positif indépendant de p .

Si kyi ;'rp—l y X E Ip , alors

(hiﬁz;[yl) <hblyl i(blfl— 1/8) ¢y, 2 - ;/S) .

En tout cas, (hlx - y!/hiy!) est majoré par un nombre qui est indépendant de
p . Soit k>0, tel que (nlx - yl/nlyl) €x si x e Ip et y e Ep , et notons

que

o M(x) € k XE nlyl an(y) < wu(o) ,
D
ce qui établit notre lemme.

Remarque 4. - BRELOT [1] a établi un lemme analogue pour la suite (rp) , définie
par h(rp) = sP . Nous verrons que cette suite est aussi utilisable pour le cas

n >3, mais pas pour n = 2 .

Remargue 5. - Il est possible de faire une extension du lemme 3 pour la fonction

nir) = 1/r%, o a>0 .

THEOR%ME le =81 ec o est effilé en 0 dans O = R® (n 2.3) , alors e est

effild en O dans le demi-espace W .

Démonstration du théordme 1. — Si O ¢ e , alors l'implication est immédiate.

Soit O € e , et rappelons (voir [1], P. 4) qu'il existe une mesure A >0 sur
w U 3w qui charge seulement e - {0} et qui soit telle que le H-potentiel

u(x)

H « A(x) satisfasse &

i

u(O) <+ o et 11mx*0,x€e u(x) =+ ® ,

On a
u(x) = H % A(x) + H % A (%) ,
Y P
et si x € e, s il existe k > 0 .tel que H % Ag(x) < xu(0) , gréice au lemme 3. I1

sfensuit que
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Hx M(x) 2 u(x) - w(0),
et donc ¥V M >0 , il existe Py € N tel que, si p 2.p0 y XE€E eP , alors
HxM(x) >N,
1Y

Maintenant nous définissons une mesure nouvelle p > 0 telle que la dérivée de
Radon-Nikodym de y par rapport & A soit du/dh = ly!z o

Désignons par V 1le GO-potentiel de y ,

2
() = [ e, v) aly) = oz, Dlyl® anly) .
Alors

v(0) = [ 80 , M)ly|® ar(y) = AJ‘%‘J—]’-‘Q- 71 ay) = m(0) <o
|y
grice & la remarque 2.(lemme 2, corollaire 2). 81 x € ep , alors
2
(alx = yDIyl” arly)
x - 3|2

w(x) = ez, DIyl? o) zal)
b

pour tout p assez grand, ou A > O gréce au corollaire 1 du lemme 2. Puisque
Yy € JP et xe I_, il s'ensuit que ]yl 3rp+2 s et que lx - y'] est plus petit
que le diamétre de la boule de rayon rp_1 et de centre 0 . Donc nous avons

r .
2$+2 )2 jJ nlx - y| a(y) = AC—1§)2 H % A (x) pour x€e_,
p~1 P 25 p P

v(x) z A(

ob p€ N est arbitraire. Il s'emsuit que

liman,er 7(x) =w et 7(0) < + ’

ce qui entratne (voir [6]) que e est effilé au sens minimal en O . Notre théo-

réme est donc compldtement démontré.

Remarque 6. = Le théoréme 1 est valable pour la fonction fondamentale de la forme

h(r) =1/t , 00 «>0 et Q=% (a3z2).

Remarque 7. — Pour la démonstration du théoréme 1, il est possible d'employer la
suite (rp) , définie par h(rp) = 5P , au lieu de la suite que nous avons employédes

/
THEOREME 2. = Si e cw est effilé en O dans QO = R2 , alors e est effilé en

0 dans le demi-espace w .

Démonstration du théordme 2. - Soit K(0 , y) = y2/1y|2 une fonction harmonique

minimale dans w , avec p8le en O , et considérons le disque
D={yew; kK(0,y >1}.

On fera d'abord la regtriction que e <D,
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On définit A comme on 1l'a fait dans la démonstration du thdortme 1. Mais ici,
nous définirons la mesure u telle que du/dk = |y|2 h'yl o« Alors le @-potentiel
de W , désigné par

v(x) =S ez, v) auly) =J 6=, ) 712 bly] anly) ,
possede la propriété que

7(0) =J 80 , y) |y? nly| ar(y) = AJ‘TJ!_? 712 nly] a(3) = au(0) <+ o .
: vl

Si x € eP et p assez grand nous avons

V) 3 224, G(;"Y’ 712 nlyl ()
22

ou A2 > 0 grfce au lemme 2. Pulsque iy|/;y2] 21, il s'emsuit que

v(x)z-—z— L alyl (a1 - 41 - n)x - 1)) ax(y)
2 JP—EV_L S 7 7

A T
3‘7% (== £+2) h( ) I (hlx - y| - hlx - y") ar(y)
P
A
. ;-12- (-:—i—ﬁ)(p - 1) log S(H % xI')(x) - I‘Tp nlx - y'| an(y)) .

Soit k = (A2/4)(log S/SZ) y et remarquons que ‘X - y'l Zx parce

2
2 2 (rp+1)

que X € I? nD.,
Alors, hilx - y'| < h(r )2 = 2h(r ) =2(p+ 1) log S « I1 s'en suit que

v(x) > (p - 1) k(®H % ! (X) - 2(p+ 1) log s HKQH) ’

N I R R N I

prl
2 Bl <+

It

parce que u(0) = I hly| arx(y) < + o , et donc 1imP kap“ 0.

Un calcul trivial fait voir que 1l'on a également 1imp (p + 1)“%;” =0, il s'en
suit que
v(x) = (p - 1) x(H « Xé(x) -~ 1) pour tout p assez grand ,

ou X € eD .

Donc 1lim V(x) =o , ce qui entraine que e est effilé au sens minimal en
x-0,x€e

0 o L'implication est établie dans le cas e <D ,
Si e ©w est quelconque, nous avons e = e' y e , ol

et=enD e e"=en(e-D) .
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Nous avons démontré que e' est effilé en O dans w , et il est évident que
e" est effilé au sens minimal en O parce que ® = D 1lui-m8me est effilé en O

dans W .

Cela termine la démonstration.

Remarque 8. = I1 est possible de choisir @ = Zp “p , Ou up = (rp)2 lp s Ppour

les démonstrations des théorémes 1 et 2.

Remarque 9., - La suite (rp) , définie par h(r ) = SP , ne convient pas pour la
démonstration du théordme 2, parce que la suite ?rp+1/rp) tend vers zéro trés ra-

pidement, de sorte que

r
1im () n(r V=0,
P rp -1
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