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CONSTRUCTION DE SEMI-GROUPES DE FELLER SUR UNE VARIÉTÉ À BORD
ET ÉTUDE DES PROCESSUS DE MARKOV ASSOCIÉS

Pierre PRIOURET

Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY
(Théorie du Potentiel)
10e année, 1965/669 n° 6 16 juin 1966

Introduction

Les notations et les définitions sont celles des exposés 3 et 4 de ce séminaire

(1) ;
M désigne une variété à bord compacte de classe C , de dimension n.

W désigne un opérateur de Waldenfels sur possédant les propriétés suivantes~

W = P + S

où, P est un opérateur de diffusion elliptique à coefficients (0  X  Ú .

S un opérateur intégral singulier de Levy de noyau s(x , dy) qui applique

continûment c2(M) dans C~BM) .

H et 0 (p &#x3E; 0) désignent les opérateurs de Dirichlet et de Green asso-

ciés à ".Î (exp. 4, § 1). o De plus, HO et Gg existent si W satisfait :

(A) Sur chaque composante connexe C de telle que 3M n C = 03C6 , W1~ 0 .

F désigne un opérateur frontière de Ventcel ’ ? 9 défini pour tout u e C (M) ,
x’ E 5M par:

Fu(x’) = ~U~03BD (x’) + u)(x’) + Tu(x’) (voir exp. 4, § II, l)

où B; est un champ de vecteurs strictement dirigés vers l’intérieur y Q un opéra-
teur de diffusion sur 5M (y u désignant la restriction de u à T un

opérateur frontière intégral de noyau t(x’ , dy) .

L désigne 1 ’ opérateur 1

On suppose que r envoie C ~ (M) dans C(ôK) et que 6 est continue.

( ) Dans toute la suite, les références (exp. o 3 , th. l), (exp. 4, § 1 ) , etc. ren-
voient aux exposés 3, 4, etc. de ce même séminaire 
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r est dit faiblement transversal si, pour tout x’ E 5M :

L est dit faiblement transversal si, pour tout x’ E ~M : 1

L est dit transversal si, pour tout x’ E &#x26;

Enfin on utilisera les propriétés de régularité suivantes pour L :

(Blol) ô, et &#x3E;0 pour tout x’ ~ ~M;

u)(x’) = ~u~x (x’) où 03C4 est un champ de vecteurs tangents à ~M de

classe C"~ ; g 
c,-

T applique continûment c2(M) dans 

(El.2) a , Ô 

Q est elliptique à coefficients 

T applique continûment dans 

Dans une première partie y on montre que 1 si L est transversal et satisfait

(Eii) ou (El.2), LH est le générateur d’un semi-groupe de Feller sur C(oM) et

que la restriction de W à l’ensemble (u ) 1 u E C2(M) , Lu = O} est le généra-

teur d’un semi-groupe de Feller sur C(M) (2). Pour ce faire, on étend au cas
intégro-différentiel considéré ici, y la méthode introduite par SATO et UENO dans

[6J en utilisant les propriétés des opérateurs H et G établies dans l’exposé

4, § I.

Dans une deuxième partie, on donne, dans certains cas, une interprétation sto-

chastique de la condition frontière L à l’aide du processus de Markov associé au

semi-groupe construit dans la première partie. Cette interprétation se trouve dans

[6J pour un processus de réflexion pure (W = P, L == 2014) ~ et est basée sur

l’existence, y dans le cas considéré, d’une solution fondamentale ayant de bonnes

propriétés. La situation étudiée ici sera exposée au paragraphe 2.4. C’est, essen-

tiellement~ celle où il existe une "bonne" fonction de Green pour le problème
frontière (j3 - W)u f et 03C6 fonctions données y sur M et 9N

respectivement (à ce sujet, voir l’exposé 5).

( ) Cette première partie développe la fin de la note 
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Première 

1.1. Opérateur LH03B2.

On rappelle que HI3 envoie, dans C2,À(M) (exp. 4, th. 1). LHp dé-

signe donc l’opérateur de dans C(dM) compose de H03B2 et L :

= pour 03C6 E C2,03BB(~M) (13 &#x3E; 0; 03B2~ 0 si W satisfait à (A)).

PROPOSITION 
1. - satisfait au principe du maximum positif (13 &#x3E; 0 ;

S ~ 0 si W satisfait à (A)).

Supposons, en effet, que 03C6 E C2.À(àM) atteigne en Xl E 5M un maximum ~ 0 .

On a~

D’où, finalement, LE., (p(x’) satisfai-

sant au principe du maximum positif, est donc préfermé (appendice 3) Soit LH03B2 sa

fermeture. 0

1 THÉORÈME 1. - On suppose que L est faiblement transversal et qu’il satisfait

soit à (El.l), soit à (El.2) . Alors ’m" (fl &#x3E; 0 si W satisfait à

(A)) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de Feller sur C(&#x26;M) .

Si de plus on a y soit

(i) : p &#x3E; 0 soit

(ii): fl = 0 , r faiblement transversal et, dans chaque composante connexe

de M , y l’une des fonctions Wl et Fl (sur le bord) n’est pas identiquement

nulle,

le semi-grcupe est intégrable (au sens de exp. 3, appendice, § A-2) o
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Compte tenu de 0(LE ) = C2,À,(li) , donc dense dans C(n) ~ et de la proposition ~
il suffit, pour pouvoir appliquer le théorème de Hille-Yosida-Ray (voir exp. 3 , Ap-

pendice ) , de vérifier que (p - est dense dans C ( ),. ) pour p &#x3E;0 .

Le semi-groupe est intenable si cette propriété est encore vraie pour p = 0 (exp:

3 y Appendice). C’est exactement ce qu’affirment le corollaire du théorème 3’ de

l’exposé 4 dans le cas (E1.1), le théorème 3 de l’exposé 4 dans le cas 

pliqués à l’opérateur p - L .

Notations. - On notera (S 03B2,t)t~O le semi-groupe de générateur LH03B2, p 
sa famille de résolvantes, (ou K ) le noyau potentiel s’il existe.
On a donc

d’où le corollaire suivant.

COROLLAIRE. 0

(j) Sous l’hypothèse (El.l): = r,2,À(oM) .

(jj) Sous l’hypothèse (El.2) : KQ = C2’~(Oh) .
P~P

Ces formules sont valables pour p ~ 0 , S &#x3E; 0 dans le cas gênerai ; pour

p &#x3E; 0, 03B2 = 0 si W satisfait à (A), pour p = 0 , p = 0 si (ii) est satisfait.

1.2. Opérateur LG .
On rappelle que GO03B2 envoie dans C2,À(M) (exp. 4, th. 1). LGO03B2 dési-

gne donc l’opérateur de dans C(oM) compose de G 0 et de L, 
P
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1.3. ° Quelques propriétés des opérateurs H03B2 et GO03B2.
(1) 0 .

(2) Pour u ec(l’l) telle que 0, ~ 0 o

(3) Pour u =C(M) , y x~M , ~ 0 . O

Ces trois propriétés résultent du fait que (GO03B2)03B2&#x3E;O est la famille des résolvan-

tes d’un semi-groupe de Feller sur o

(4) 

(P,P’&#x3E;0 ; P,P’~0 si W satisfait à (A)).

Remarquons d’abord que, HfJ et G’ étant continus, il suffit de montrer (4)

pour ~ e 

Posons, 9 pour cp E C ~ (5H) y

et on a 1

Il en résulte U = 0 (expo 4, tho 1)0

(5) Pour 03C6 E entraîne H03B2 03C6~H03B2’03C6. Ceci résulte de (4).

(6)Pour 03C6 ~ C(~M), x~ lim H03B2 03C6(x) =0 . 

P’ étant fixé, on fait tendre 03B2 vers dans (4): 1 d’après (3),

ce qui donne le résultat.

(7) Lorsque 03B2 croît vers + 00, ~~03BD H03B2 1 décroît uniformément vers - 00 .

Remarquons d’abord que, diaprés (5), lorsque 03B2 croît, 1 décroît. Soit

K un nombre&#x3E; 0 , il existe une fonction u E c2,À(M) telle que yO u = 1 ,
u ~12, K et l’on a :U ? 2’ ôB) , e on a :

~

Comme 1 - u) = 0 , on a donc, pour 03B2 assez grand, H03B2 1~ u (exp. 4,

§ l, prop. 2) , et par conséquence ~~03BD H03B2 1 ~ ~~03BD u~ - K .
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On fixe p’ &#x3E; 0 , g et on pose 

Mais, y dlune part

et9 d’autre part

On a donc (8).

1 .4. 0Pérateur 

On pose = lu i U E c2(M) , Lu = O} , et on appelle WL la restriction de

W à = (tJd., , W) (3) .
W étant préfenmé (en effet, son domaine est dense dans C(M) , et, d’après la

proposition 1 de l’exposé 41 si u atteint un maximum positif en un point inté-

rieur x e M , on a 0 , donc il est préfermé (voir Appendice 3)) , W est

également préfermé. .

Si on suppose L faiblement transversal, il résulte de la proposition 5 de l’ex-

posé 4 que WL satisfait an principe d"a maximun faible.

On notera %.l L la (dans c(I’’[)) de WL o

THÉORÈME 2. - On suppose que L est transversal, et qu’il satisfait soit

( El, 0 1 ) , soit (E1.2). Alors WL est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
de Feller. De plus le semi-groupe est intégrable si l’on a:

(9) r est faiblement transversal, et sur chaque composante connexe de M , une

des deux fonctions W1 et fl (sur le bord) n’est pas identiquement nulle.

On va appliquer le théorème de Hille-Yosida-Ray (voir exp. 3 , Appendice). D’abord
L étant transversal., d’après la remarque ci-dessus, WL satisfai t au principe du

maximum faible.

D’autre part, il y a existence et unicité de la solution de

(3) Remarquer que, lorsque ô z 0 , QW, est indépendant de W.
L
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(ce résultat étant encore valable pour fl = 0 sous l’hypothèse (9)) d’après l’ex-

posé 4 (théorème 3 et corollaire du théorème 3’).

Ceci montre en particulier que (j5 - 11)(Q,,, ) est dense dans C(M) pour 03B2 &#x3E; 0 ,

et, sous l’hypothèse (9), pour 03B2  0 . 
L

Il reste donc à démontrer que Q ç 
L 

est dense dans C(M) . Rappelons d’abord une

propriété établie - dans l’exposé 4, § II, 5 ; si on appelle G03B2 f la solution de

oû K - - (LH03B2)-1 est l’opérateur introduit au § 1.3.

Pour démontrer que D
WL 

est dense9 on va établir que 03B2G
03B2 

f , qui est dans 

converge vers f pour la norme uniforme lorsque 03B2 tend vers + ~ , pour un en-

semble dense d e f en l’ occurence f E C2’ 03BB(M).
On va d’abord établir deux lemmes dus à SATO et UENO [6].

LEMME 1. - Si L est transversal9 ~ Q .[ 03B2~+~

En effet, on a, pour x’ E 9

(car 8# u ne dépend que de y u y donc 6 , H 1 = e , 1 ~.( 
x t 

P ~, ‘~ x p x

I1 résulte donc de (5) et (7) (§ 1.3) que LH,. 1 décroît lorsque 03B2 croît ; de

plus y si L est transversal, LH l(x’) tend vers - ~ pour 03B2 ~ + ~ , car

LH 1 est somme de termes décroissants dont l’un au moins tend vers - ~ tsi

a(x’) = 8(x’ ~ = 0 , on a t(x’ , = + ~ , et donc

diaprés (6), § 1.3). 
.

Ainsi LH03B2 1 décroît vers - ~ , donc (théorème de Dini) B11H13 1B1 ~ + ~ ;
P ~ 
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donc

LEMME 2. - On se place sous les hypothèses du théorème 1 ; p alors ,

On fixe P’ . Il existe g E telle que f - f) = Gg, g , et on a

(ceci, d’après l’équation (4), § 13, et l’équation résolvante vérifiée par (&#x26;~) ).
On a donc :

Mais 0 LGO03B2 1 = 1 - (03B2 - 03B2’) LG° P, 1  LGO03B2, 1 si 03B2  P’. car (lemme § 1.3).

LG , est un opérateur positif y s

donc, si on suppose lim = 0 ~ 9 on a

~

Soit maintenant f E C2,À(M) , alors : 1

Le premier terme tend vers 0 , d’après (8) , § 1.3, et, sous les hypothèses fai-

tes, on a (lemme l) tend vers 0 , et donc, puisque = 1 , le deuxième

terme tend vers 0 d’après le lemme 2. Donc lim f - = 0 , ce qui démon-

tre le théorème 2. 0 
P
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Notations. - On notera (T t ) t le semi-groupe de générateur et, conformé-
ment à la notation déjà introduite y (G) &#x3E;0 sa famille de résolvantes.03B2’03B2&#x3E;O

De la résolution du système (10), on déduit le corollaire suivant. 0

F COROLLAIRE 1. - Sous l’hypothèse (El.1)9

Sous l’hypothèse 

Ces formules sont encore valables pour  = 0 si (9) est vérifiée.

De plus, de l’équation (11), 9 on déduite 9 les opérateurs y H ? Q K03B2 , LH (lem-
me du § 1.3) étant positifs, le corollaire suivant.

Remarque. - On peut se demander si la condition " L est faiblement transversal",

qui assure que LH 
{3 

est un générateur (avec (El.l) ou (El.2)), n’entraîne pas que

WL est un générateur. Il n’en est rien, et une condition plus forte, du genre L

est transversale est nécessaire.

En effet, soit Lu = u) + Tu , où Q et T sont très réguliers y mais où le

noyau t(x’ , dy) associé à T satisfait 0  t (x’ , M)  K pour tout x’ E 3M

( K étant une certaine constante finie) 0

L satisfait à (El.2), et est faiblement transversal, donc L3 est un généra-
teur, soit - K son inverse, et G- =-= &#x26; + H K Gr f est la solution de

(p - = f , Lu = 0 , y donc, si est le générateur d’un semi-groupe de Feller
sur c(M) , G est sa résolvante, y et on a 03B2G03B2 f - f .
Mais, d’une part, 9 on a (voir [6], remarque 5.2), en posant cp = K ,1 , f3’ fixé : i
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Comme 2014 H03B2, 03C6 lorsque 03B2 ~ + 00 , , on a (restriction à 

ce qui implique (comme j - 1 ) d’après (12) , Ka 1 ~ 0 , 
donc

lim BIK311 = 0 . 
3-&#x3E;+co

*-+oe
D’autre part ,

On en déduit,

Donc WL n’est pas le générateur d’un semi-groupe de Feller.

Dans l’appendice 1, on donnera un résultat sur les fonctions qui sont dans DWL ,

essentiellement que toute fonction régulière sur N coïncide sur tout compact de

Ë avec une fonction du domaine qui est de norme uniforme sur M peu différente.

Deuxième "

2.1. Processussus de Markov et seml-groupe de Peller. 0

Soit E un espace compact à base dénombrable (resp. un espace localement compact

non compact ? à base dénombrable). On note E à le compact E u (à) où (8) est un

point isolé (resp. le compactifié d’Aleksandrov de E ) , $E la tribu borélien-

ne de Eô’ , B(Eô) l’espace des fonctions boréliennes bornées sur nulles au

point 6 , les fonctions de continues sur E .

Par processus de Markov sur E , on entend un terme

( ) (0 , F) : espace mesurable.

X x application mesurable de (0 , F) dans (E. y (~ ) .
9. : application dans 0 telle que -~ pour °

(P ) : famille de mesures sur (Q , F) telle que x ~ Px(A) soit 03B2E03B4 -
mesurable pour tout ==(B(X y 0  s  + ~) .
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à valeurs dans l’espace mesurable (E , (&#x26;n ) ~ ayant ses trajectoires continues à
droite, pourvues de limites à gauche et absorbées par le point ô (5), et forte-
ment markovien par rapport à la famille (Ft) de ses tribus définitives (voir [7],

exp. 3 et 5, et [2J, chap. 3).

Pt(x , r) = P x (Xt E r) , où r ~ Sp , s’appelle la fonction de transition du

processus, c’est un noyau sous-markovien.

L’application t - J Pt(x , dy) f(y) est continue à droite pour toute

f E d’après la continuité à droite des trajectoires.

Deux processus de Markov sur E y ayant même fonction de transition, sont dits

équivalents. o

On appelle temps d’arrêt de processus X un temps d’arrêt de la famille 

Si r c E , on désigne par 03C3 le temps de sortie de r pour le processus X i

crr 
est un temps est ouvert,  

(voir [7J, exp. 5). 
r

ç(w) = s’appelle ia durée de vie du processus.

0n dira qu’un évènement A E F*~ a lieu presque sûrement (p. s.) si, pour tout

x E on a = 1 . °

Enfin, si 03A6 est une application mesurable de (0, F) dans (R , 03B2R) , on no-
tera E (W) pour Î Ç(u) P (dw) . 

-

x x

Si (Tt)t&#x3E;-ü est un semi-groupe de Feller sur C(E) il existe

tm, et un séul , (à tme équivalence près) processus de Markov X sur E tel que

l’on ait, pour toute f E C(E) (resp. e t tout x E E :

(où l’on prolonge par la valeur 0 au point ô toute fonction de C(E) en une

fonction de C(Eô) dans le cas E compact).

De plus, y le processus X possède les deux propriétés suivantes :

(N) pour tout x e E ~ P [~ == x] = 1 ~

(5) c’est-à-dire X(03C9) = ô implique = ô pour tout h  0 .

(6) On rappelle la convention X 00 (w) = ô pour tout w E 0 .
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(B) pour toute suite croissante T de temps d’arrêt de X ~ si T == sup T ,ona:n n n
sur (T  p. s. (voir M, exp. 5). o

Si désigne la famille des résolvantes de (Tt)t40’ y on a, pour f~ C(E)

Cette formule est encore valable pour p = 0 si IL existe ; en particulier~

RO l(x) = E~) .
Un processus de Markov sur E , y possédant les propriétés (N) et (B), sera appelé

processus de Hunt sur E.

Il résulte de ceci que y dans la première partie de cet exposé, ainsi que dans
o

l’exposé 4, on a construit différents processus de Hunt : un processus sur N de

résolvantes (G ) y un processus sur ~M de résolvantes (K 0,p ) , un processus sur
M de résolvantes (G03B2) . On va dans cette deuxième partie, étudier, sous certaines

conditions (§ 2.4)? les relations entre ces processus.

2.2. Processus induit X sur un ouvert.

Soient X un processus de Markov sur E (§2.l)? G un ouvert de E. Le terne

XG = (0 , F . (X~) , (e~) , ou

est un processus de Markov sur G qu’on appelle processus induit par X sur G,
ou processus tué au temps 0G chap. 10).

De plus9 on a (pour x ~ G , y ô

2.3. Fonctionnelles additives et chan ement de tem s associé.

Soit X = (Q ~ F y ... ) un processus de Hunt sur E .

Une famille A == {~A. ? t ~ 0) de variables aléatoires positives sur (Q ~ F)
est appelée une fonctionnelle additive continue de X si :

( ) où est un élément de 0 (qu’on peut toujours supposer exister) tel que
X.((jo.) = 6 pour tout t .
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1° Pour tout w e 0 : i

t - est non décroissante et continue y

= lim A (00) pour tout t ~ ç(oo) . o .

~ 

*
2° A. est Ft-mesurable.
3~ pour tout t, s  0, ~t+s~~t~~s" et p. s. (8).

On écrira souvent A(t , 00) pour A(t) pour La propriété 1° en-

traîne que t -n&#x3E; définit une mesure sur R.
On appelle À-potentiel (X a0) de f ( f fonction borélienne positive), par

rapport à A , la fonction 1

En particulier V~ l(X) (qu’on note V:(x) ) s’appelle le X-potentiel de A .

On dit que deux fonctionnelles additives et sont équivalentes 9 si

p pour un t ~0]=0 pour tout x.

Si, pour un certain À ~ 0 , deux fonctionnelles additives continues ont même

~-potentiel fini, elles sont équivalentes ([4~).

Un ensemble borélien B c E porte la fonctionnelle si l’on a s

(ce qui équivaut à V~ = 0 pour tout x ).

(At) désignant toujours une fonctionnelle additive continue de X , on définit

= inf As(W) &#x3E; t} si cet ensemble est non vide,

= + 00 autrement.

Alors 1t est un temps d’arrêt de X, et de plus on a, pour tout u, v ~ 0 ,

Le terme X’ = (Q, F , , (X ~ , ,(e ) , , (p ) EE) est un processus deMarkov sur

(8) On montre y dans [4J, que ceci entraîne que, pour tout temps d’arrêt T et

toute variable aléatoire R ~ 0 y on a :
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E qu’on appelle le processus déduit de X par le changement de temps (voir
M et f:10]).

En générale E n’est pas un espace de phases satisfaisant pour le processus X’ ~

on a le résultat un peu plus précis suivant i

Supposons que B soit fennec et que B porte (À~) J alors

est un processus de Markov sur B avec

Enfin, désignant par (R*) la résolvante de X’ , y et par ~’ sa durée de vie,

on a ô

2.4. Hypothéses de régularité.

On considère un couple ("1 , L) défini dans l’introduction. On suppose que W

vérifie l’hypothèse (A).

On suppose que L est quasi-local, que 6=0 (donc L = r ), que 03B1 ~ 1 (en
fait, ceci revient à supposer a(x’) &#x3E; 0 , pour tout x’ E BM ; car si L’ = (pL
avec (p(x’) &#x3E; 0 , y pour tout x’ , alors WL = W-, . Voir aussi à ce sujet la remar-
que 1 du § 2.9), et qu’il satisfait soit (Elol), soit (El.2).

D’après les théorèmes 1 et 2 de la première partie, il existe des opérateurs

et Kp sur C(M) et respectivement , définis pour p &#x3E;,0 ~ p ~0 ~

p + ~ &#x3E; 0 (et aussi pour = 0 si 0 sur chaque composante connexe de

M ), tels que 2

De plus, y T désignant la mesure riemannienne sur M associée à la métrique rie-
manniennc conjuguée de 1a partie principale n de P , et 03C3 désignant la mesure
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riemannienne sur associée à la restriction de cette métrique à dM , on 
pose existe une de fonotions mesurables eur M  M ,

g 
03C1,03B2 (03C1  0 , 03B2  0, p + 03B2 &#x3E; 0 et aussi 03C1 = 03B2 = 0 si W1 ~ 0 sur chaquecom,posante connexe de telles que (voir à ce sujet l’exposé n° 5 :

(El.2), la fonction

appartient à C2,À(M) et satisfait à

où y d désignant la distance géodésique associée à TI , y on a posé

~

Lorsque l’opérateur P est de classe el, À , la condition (Y3) est conséquence
de (Y3) : 1

Enfin, remarquons que et (Y2) impliquent : 1

Les hypothèses faites dans ce paragraphe sont supposées satisfaites dans toute la
suite. De même, y et sans que cela soit précisé chaque fois, (T.) désignera le
-~----.- 

~ u~U
semi-groupe de résolvantes (G0,03B2)03B2&#x3E;0 , y souvent noté seulement G03B2 , y et

"’ fl&#x3E; 
B’

X = (Q y F , ...) le processus de Hunt sur M associé ; (S désignera le

semi-groupe de résolvantes (K ) pour 6=0 on écrira S. et K .
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2 . 5. Processus ~ .

Le terme X = (Q , F , (xj , (8 ) , (P03B2,x)) est un processus de Hunt sur M

(vérification facile).

Sa durée de vie ~ vaut 9 u) = ~(~) A u , et on a, pour tout m ~ 0 ,

De plus, le processus X~ admet un potentiel B~(14) ) :

En particulier, == )(&#x26; Q l)) == )~t ~ ~~ ’ ~ processus X~ est donc le

processus de Hunt associe au semi-groupe de générateur (W-p)~ .
On en déduit également que, si c  0 , le processus X associé vérifie

G~ 1 = E (~) ~ c"~ , et E (~)~  + co pour tout m . En effet, on considère le

processus Y de générateur (W + cL et la construction précédente montre que

X == Y" .
c

2.6. Construction d’un temps local sur la frontiére.

On pose A~(t . ~) = ~o ~1 ~s~~ ~ ’ r &#x3E; 0 .
r

A est une fonctionnelle additive continue de X .
r
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TSÈORÈME 3. - Il existe une fonctionnelle additive continue A du processus X,
et une seule, à une équivalence prèc, telle que l’on ait, pour p &#x3E; 0 et

f eB(M) s .

f

Cette formule est encore valable pour fl = 0 si 0 sur chaque composante

connexe de M . De plus ~

1° De toute suite (r’ ) décroissant vers 0, on peut extraire une sous-suite

t r’ } telle que A(t) = lim A ,(t) uniformément localement en t .
- 

n ~n
2° La fonctionnelle A est portée par 5M (9).

La démonstration va se diviser en deux parties, y on va d’abord étudier le cas où

X a un noyau potentiel, puis on passera au cas général en utilisant le processus

Premier cas. - On suppose c  0 . Alors (§ 2.5). Go 1 = Ex(Ç;) ~ c-l et

E (~)  + oo pour tout m ¿ 0 0

Cette dernière quantité converge uniformément sur M vers JL, g(x , y’) a(dy’) ,
donc ~Ar

Remar uons également que A (~) = Ar(03B6) ~ L1(PX) pour tout x .

(propriété de Markov et 03B6 temps terminal)

(~) En fait, on verra (corollaire du théorème 5) que A a pour support aM .
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uniformément en x E M ,

d’où le lemme.

Maintenant soit = 1 (en particulier = Ar(~~ ~

A (ç) - E L1(Px) , donc (Br(t) - Br,(t) , Ft , Pg) est une martingale

sur (0, y +co) .

On en déduit (inégalité de Doob, voir [7J, exp. 4) :

.--....-,~~ 0 uniformément en x E M (lemme 1) .

De là, on déduit,

2. - De toute suite (r} décroissant vers 0 , on peut extraire une
n

sous-suite telle que :
n

converge uniformément lorsque n - + oo} = 1 pour tout x . 4~ x r 
nn

On commence par extraire par récurrence de la suite donnée, une sous-suite (r’ )
n

telle que 1

La série 03A31 2n étant convergente, on en déduit (lemme de Borel-Cantelli, voir[3],
page 228) : 

2n
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donc que P JJB ~(t) converge uniformément en tli == 1 ? pour tout x .

n

C. Q. F. D.

De Inégalité (l5), on déduit , compte tenu du lemme 2, que ,(t) converge uni-

fermement en t p. s. 

On pose

A(t , a)) = lim A ,(t , a)) si cette limite existe,
n

== 0 autrement ..

A(t , uo) est une fonctionnelle additive continue de X . En particulier,

Ar’n ,(03B6) ~ A(03B6) p. s. Du lemme 1, on déduit qu’il y a aussi convergence dans

I~(P ) , donc dans L~(P ) . D’où i
x x

E~ A(~) = lim E (A (~)) = lim ~L J~ ~(x , y) = J~ g~(x , y’) a(dy’ ) .~ 
n 

~ 
n n n r_

La fonctionnelle A est donc uniquement déterminée (§ 2.3)y elle est en particu-
lier indépendante de la suite (r’J ( ). o

On va maintenant démontrer la formule (14) lorsque p = 0 .

" 

LEMME 3. - On a, si C. est une fonctionnelle additive continue de X , de po-

tentiel fini, et si f ~ C(M) , Ex r G0 f(Xt) dCt = Ex  f(Xt) Ct dt °

En effet (on pose t == 2014 ),

(car X est continu à droite, fil :::; + co , , ~ 

.../...

( ) Cette construction est due, à une modification près, à SATO et UENO [6]. La
démarche est identique à celle utilisée pour construire la fonctionnelle additive
dont le potentiel est une fonction excessive donnée, mais on utilise une suite de
fonctionnelles approchantes particulières.
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Utilisant ce lemme, on obtient 1

(ce dernier passage à la limite est justifié, car

est équi-intégrable puisque 03B6.Ar,(03B6) converge dans vers 03B6.A(03B6) , vu que

C E L(P ) et que Art 1 ~ A(C) 
n 

dans L2(Px)). On a donc

j gO(x , y’) h(y’) cr(dy’) = Ex jÇ h(Xt) dAt pour h = GO f, f E C(M) .~M g0(x , y’) h(y’) 03C3(dy’) " Ex 03B60 h(Xt) dAt Pour h = G0 f , f e C(M) .

De là, ’ on déduit la formule pour h E C(M) , puisque f , f E C(M)) est

dense , puis pour h E B+(l~ï~ , enfin pour h E B(M) .

Cas général. - On fixe ~ &#x3E; 0 ? 9 et on introduit le processus

de noyau potentiel G~ et de générateur (voir § 2.5).

On peut appliquer les résultats du premier cas au processus X , et on obtient
la propriété suivante.

De toute suite décroissant vers 0 , on peut extraire une sous-suite telle

que 2
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ds converge uniformément en t) , on a

pour tout x o

Soit (Tk) une suite de nombres  0 , croissant vers + ~ , et posons

Cl = {w 1 2014 ~ 1~ (Xs(w)) ds converge uniformément en t E (0 , Tk)} .n r

On a px(Ck) = 1 pour tout x (il suffit de remarquer que (CnJ x 
donc si Ar (t , w) converge uniformément sur tout compact.

n

On pose

A(t y co) est une fonctionnelle additive continue de X et p.s. A 
r 

(t) converge

vers A(t) uniformément sur tout compact. 
Déplus, A(t A u , (jo) = 1 (x((i))) ds pour tout u , P p. s.,

n 

___ 

n

donc cette égalité a lieu s. en (03C9 , y u) c’est-à-dire que i
p yX

Cette formule montre l’unicité de la fonctionnelle construite ; de plus, y elle est

valable pour i en effet, on refait pour j3’ la construction ci-dessus,

mais en prenant soin d’extraire la suite construite de la suite y et on ob-
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tient cette formule pour .

Ceci démontre l’égalité (l4). Cette égalité est encore vraie 

par passage à la limite.

Enfin, y on a

donc (§ 2.3), la fonctionnelle A est portée par d

Le théorème 3 est démontré.

Définition. - La fonctionnelle (At) de p-potentiel 

appelé le temps local canonique sur 5M associé à X .

Cette dénomination de temps local ne sera entièrement justifiée que par le corol-

laire du théorème 5 (§ 2.9).

2.7. Interp rétation stochastiq ue des o érateurs H03B2 , GO03B2 .2.7. Interprétation stochastique es fl GO03B2 .
Soit T = ao le temps de sortie de S ; T est un temps d’arrêt de X , p et on a

XT(03C9)  M pour tout w E 0 (voir 2.1).

r THÉORÈME 4. - On a, pour 03B2  0 ,

Dans les formules stochastiques, les fonctions sur aM ou M sont toujours pro-

longées en des fonctions sur ~M u (&#x26;) , 9 M u (6) par la valeur 0 au point o .

On suppose d’abord  &#x3E; 0 .

Soit E C2,À(àM) . On pose = LH cp(x’) . On considère la fonction

D’une part, on a (hypothèse (Y2)) :

et d’autre part, si x’ E aM : t

c’est-à-dire yO u == cp . Donc u = 
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Nais , d’aprés la formule (14) du théorème 3, et en désignant par ~ un prolon-
gement quelconque de (pq en une fonction continue sur M , 9 on a9 9

On a donc H~ = pour cp e 9 par passage à la limite

on en déduit la formule (l6) pour 03C6 E C(oM) .

Par ailleurs9 on a (corollaire 2 du théorème 2) y pour f E C(NI) e

d’où

Lorsque T - 0 , y G~ f - G~ f et - (utiliser l’équation (4),
§ 1.4) ; et d’autre part y on peut aussi passer à la limite (lorsque 03B2 ~ 0 ) dans
les intégrales y d’abord pour des fonctions positives, puis pour des fonctions con-

tinues quelconques ; ce qui montre (16) et (17).

Ce théorème montre en particulier que le processus induit par X sur S (voir

§ 2.2) est le processus de résolvantes (G ) .
2.8. Expression stochastique de roblèmes articuliers.

Si Bt est une fonctionnelle additive continue de X portée par 9M , si 

est une variable aléatoire &#x3E; 0 , et si f e B(M) , E ne dépend que

de 03B30 f.
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En effet

rOn peut donc définir t(X.) dB. pour 03C8 ~ B(&#x26;M) , en prenant un prolonge-
ment quelconque de 03C8 en une fonction de B(M) ; c’est ce qu’on fera systématique-
ment dans la suite, sans le préciser à chaque fois.

1~ On considère le processus X = (Õ , F , (Xt) , (e.) , (P.- )) de généra-
teur (~ " fl ~ (§ 2.6) y et soit A~ le temps local canonique associé (théorème 3) ;
on sait que = T~(t ~ (w , u)) = A(t A U , w) , où A est le temps local

canonique de X .

Soit ~ ==’~.’ la famille de temps d’arrêt associé à 1~ (§ 2.3).

Alors si

’t

~l/ ~ (0 , F , (~) , (eT) , est un processus de sur

t t

ÕM ( § 2.3) , car A03B2 est portée par ~M . 

Désignant Par ia famille des réslvantes de Y&#x3E; , °n a + OE CbM» :

De là on déduit, en utilisant l’équation résolvante vérifiée par CR".) et
~ ~ 201420142014 

_

P.P ) 0’ que " K03B2, p 
pour tout p &#x3E; 0 ; c’est-à-dire que le processus Y

est le processus de générateur LH .
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Si on pose, pour. E (resp. C~~(ôM) ), 9

f OE ~(LHB) , et (~- = V (voir appendice 2).

D’autre part, avec les hypothèses faites on peut appliquer les théorè-

mes 3 et 3’ de l’exposé 4 à l’opérateur 03C6 - L ; donc il existe  E 

telle que W - Mais  OE (LH03B2) , et on a W - *) = 0 , d’où

03C8 = 1 , puisque 03C6 - LH03B2 est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe intégra-

ble (àppendice 2) o

Si on pose u 
= H ~ , u appartient à C2,À(M) et vérifie (p - ’°1&#x3E;Ui = 0 ,

(ç - L)ul = ~ ; en utilisant la formule (l6)~ § 2.7, on obtient :

2° Soient

v appartient à C2,À(M) et vérifie (03B2 - W)v = f , Lv = 0 .

w appartient à C2,À(M) et vérifie (03B2 - W)w = 0, ((p - L)w = (d’après
le 1°), donc si on pose u~ = v - w , on a,
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On va transformer l’expression w(x) (on rappelle que toute fonction sur M est

prolongée par la valeur 0 nu. et qu- X~(~) ~ ô ) :

Soit (r.) la famille de temps d’arrêt associé à At .

d’où

et
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D’où l’expression deu = ui + u2 ’ qui appartient à C2,À(M) nt véririo
(fl - V)u = f , (ç - L)u = 1~t .

C . Q. P* D.

PROPOSITION 2 ’ . - Soit 03C6 E si (El.1), 03C6 E s i ( El . 2 ) ;

03C6  0 et 03C6 / 0 ,’:ans chaque composante connexe de oM. Alors, pour f E CO, À (fil) ,
j E E C0,03BB(~M) ) , la fonction

appartient à et vérifie - Wu = f , (cp - L)u w ~ .

Soient = - ’ 
= (# - ~T L , ) ~~ 9 i ces opérateurs

existent pour 03B2  0 (théorèmes 1 et 2).

Pour  &#x3E; 0 , on a (proposition 2) :

pour f E CO’’’(!.&#x3E;1) , ïBr e c ~ ’ ~ ( ôfi ) , puis pour f e C (M ) , # e , les deux

membres définissant des opérateurs  0 .

On a 1~ H~ K~ ~ ~ ~ K~~ ~ ; 
de 1~ 

= G~~ f .
On peut donc passer à la limite dans (l8) lorsque P -~ 0 ~ d’abord pour

f e C (M) , (? ~ y puis pour f y p continues (par additivité).

Ceci démontre la proposition pour f ~ C~(M) , cp e C~~(~l) , resp. 
d’après les corollaires des théorèmes 1 et 2 appliqués à l’opérateur L’ .

F PROPOSITION 3. - On a, pour p~0,p~0,p+p&#x3E;0,
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C’est une simple conséquence des propositions 2 ot 2’ en observant que les doux

membres sont des opérateurs positifs o

2.9. Inteprétation stochasti ue de la condition L (L = ) .

Soit (~ ~ t t&#x3E;0 le changement de temps associé au temps local canonique A. ;
puisque A t est portée par 3M , Y =  , F , (X03C4t) , (03B803C4) , (Px)x~~M U{03B4}) est

un processus de Markov sur ~M (§ 2.3) ; soit (R ) 03C1&#x3E;0 sa résolvante. e
On a, pour 03C6 ~ C(~M) :

(proposition 3, formule (l9)).

Ce processus est donc le processus de résolvantes (KO ) &#x3E;0 ’ de générateur LH0,
d’où:

THÉORÈME 5. - Le processus déduit de X par le changement de temps associé au

temps local canonique A. est le processus de Markov sur de résolvantes

générateur LH0.(K0,p ) 03C1&#x3E;0, 
de générateur LH0.

[ COROLLAIRE. - On a 0 pour tout t &#x3E; 0) = 1 , pour tout x’ e 9M .

On a &#x3E; 0 pour tout t &#x3E; O} = = O} .

D’autre part, le processus (X ) est associé à un semi-groupe de Feller sur

oM , donc il vérifie la condition de normalité (N) (§ 2.1), c’est-à-dire qu’on a

P , ( X = x’} = 1 . D’où

Ce corollaire montre que la fonctionnelle At est non seulement portée par 
mais quelle a pour support ~M (voir [5]), ce qui justifie son nom de temps local

sur 

Remarque 1. - Soit ~ &#x3E; 0 y ~ E et L’ = jL (voir § 2.4, remarque) ;
et on peut se demander quelle est la fonctionnelle qui fait passer du

processus X au processus de générateur C’est la fonctionnelle
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En effet, soit (T’ ) le changement de temps associé à Ai ; le processus

Y, = (x , ) çst un procossus sur ôM (A’t *at évidommont aussi »ooée aur J
~t

soit (R ’ ) la résolvante de Y ’ .
P

On a, pour 03C6 E p &#x3E; 0 ,

D’ où (p~"~ - LHO) = (proposition 2~)~ c’est-à-dire

C. Q. F.D.

Remarque 2. - Dans le cas considéré ici, on a LH0 03C6 = D’ au-

tre part, le théorème 5 signifie que la trace de X sur 5M , "observée" grâce à

une échelle de temps convenable, est le processus de générateur LH~ , le terme

Q + T caractérisant son déplacement sur ~M, le terme 2014 HO cp ses séjours à

l’intérieur (qui, observés du bord, apparaissent comme des sauts de 9N en ÔM ).

On peut donc dire de façon assez heuristique que le processus X de générateur

W- "fonctionne" de la façon suivante : à l’intérieur, il se "déplace" comme le

processus de générateur (W y (D) où (8 = {~u j 1 u ~ C..(N) y yO Wu = 0) (voir

§ 2.7, théorème 4) et que, arrivé au bord, ou il glisse (terme Q ), ou il saute
du bord sur le bord (terme T ), ou il rentre à l’intérieur (terme ~ ~03BD E ) ; ces
dernières opérations se déroulant pendant une durée négligeable (de mesure de

Lebesgue nulle) par rapport au temps naturel.

2.10. Interprétation st o chast ique du coefficient ô .

On considère toujours le processus X de générateur WL avec L == r , et on

cherche à construire le processus Y de générateur W où L’ = L - &#x26;W , avec

Ô E si (El,l), ô ~ si (El.2).

Soit Bt(W) = t + J.. dAs; J Bt est une fonctionnelle additive continue de

X , soit la famille de temps d’arrêt associée et considérons le processus

Soit (1~)0~ ~ famille de résolvantes de Y ; on a~ pour f e C (M) .p pXJ
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Donc (proposition 2, § 2.8) vérifie l’équation

qui peut encore s’écrire

on obtient donc le théorème suivant.

THÉORÈME 6. - Le processus déduit de X par le changement de temps associé à

la fonctionnelle B~ = t dA~ (ô ~ si (El.l), ô E 

si (El.2)) est le processus de générateur W-, , y où L’ = L - 6W .

Remarque. - La fonctionnelle A, ne chargeant que ~M , le changement de temps

associé à B. ’:e modifie pas la loi du temps sur une trajectoire tant que celle-ci

est à 1~intérieur, par contre elle retarde cette loi lorsque la trajectoire atteint

le bord (B~. ~ t) . Le coefficient ô peut donc être considéré comme une densité

de "glue" sur le bord, qui retarde le processus Y y qui y par ailleurs, "fonctionne"

exactement X , y lorsqu~il atteint le bord.

Appendice 1.

Les construits possèdent la propriété (D) (exp. 3, th. 5.4).

PROPOSITION 1. - On considère un couple (W , L) défini dans l’introduction,
où L est transversal et satisfait à (EI.l) ou à (El. 2). Alors, pour tout E&#x3E; 0,

pour tout compact K c ~ , pour toute g E C3,À(M) ( g ~ ç2 ’À(M) si L satis-

fait à (El.l) et ô = 0 , ou à (El.2)), il existe f E C~’~I%I&#x3E; telle que f = g

sur K, Il f - E , Lu = 0 .

Vu les hypothèses faites, on peut appliquer au couple (w , , L) les résultats de

la première partie, en particulier les théorèmes 1 et 2.
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LEMME 1. - Soient e &#x3E; 0 , 03C8 ~C1,03BB(~M) (C0,03BB(~M) si (El.2)) ; il

~~r~ telle que Lu == ~ , BluI! ~ e .

Soit 13 &#x3E; 0 ; il existe cp telle que LH03B2 cp = - 03C8 , et v e C2 ,À(r.1)
telle que Lv = 0 , ~v - HI’ 03C6~ e (par exemple 03B2’G03B2’ Hf3 cp pour p’ assez

grand). Il suffit de prendre u = v - H(3 w .

LEMME 2. - Soient e &#x3E; 0, K un compact c: M , ~ ~ si

(El 2)) ; alors il existe h 6 C2,À (H) telle que h = 0 sur K y 11h11 ~ e ,
Lh = ~ .

On choisit une fonction e de classe C~ nulle sur K , et valant 1 sur un

voisinage de àM, y avec lIell = 1 , et on pose, pour u e C2(f’1) , L(eu) .

Le est un opérateur frontière de Ventcel’ qui satisfait, en même temps que L , y
soit à ( El . 1 ) , soit à (El.2). De plus, si L est transversal , L est transversal

(car 6=1 au voisinage de et t(x’ , B 
= + 00 entraîne que, pour tout

voisinage V de y t(x’ , V) = + 00 )0 On peut donc appliquer le lemme 1 à l’o-

pérateur il existe v E C~’~(Fl) telle que = 1jr; e . On prend
h = 9v .

C. Q. F. D.

On applique le lemme 2 à * = - Lg (on remarque que, si l’on a (Elo2),
ge C2,À(M) entraîne Lge si l’on a (El.l) et 8=0, g e c2,À(M)
entraîne Lg ~ C1,03BB(M), si l’on a seulement ( El . 1 ) , g e C29À(M) entraine

Lg e C~ ’~(14) , car on a choisi W de classe Il existe h e telle

que BlhlB ~ E, h = 0 sur K , Lh=-Lg. f=g+h a les propriétés voulues.

Remarque 1. - La, proposition ci-dessus entraîne que les semi-groupes construits

dans la première partie (théorème 2) de générateur (S y A) = 9i ont la
t

(D) Pour tout x e M y il existe un voisinage V de x tel que , pour toute fonc-

tion f ~ et tout e &#x3E; 0 , y il existe une fonction u ~ 0 telle que

Blu - fil ~ E , u = f sur V .

Cette propriété (D) a été prise comme hypothèse dans l’exposé 3 pour analyser la
forme du générateur infinitésimal d’un semi-groupe de Feller sur une variété com-

pacte à bord (voir exp. 3 , th. 5 . 4 ) .

Remarque 2. - Dc, on déduit le résultat intéressant suivant :
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PROPOSITION 2. - Soit un opérateur frontière L = r (c’oet-à-dire 6. 0 ),

transversal et qui satisfait à (El.l) ou à (El.2). Alors, pour tout e &#x3E; 0 , pour

tout compact K cM, pour toute g E C2,À(M) , il existe f E C2,À(M) telle que

f = g sur K , B, f - gt’J 1 ~ E, Lu = 0 .

En effet, on associe à L un opérateur ? résilier (de diffusion elliptique par

exemple), et on peut appliquer au couple (M , L) la proposition 1.

Appendice 2.

"" 

PROPOSITION. - Soient E un espace compact métrisable; un semi-

groupe de Feller sur C(E) t de générateur infinitésimal (A , DA) , de résolvan-
tes (R03BB)03BB&#x3E;0 ; X = (0 , F , (Xt) , (et) , (px)) le processus de Markov associe

(voir § 2.1) ; 03C6 une fonction continue non négative sur E . On pose

RÀ f(x) = ~(Xs) ds] dt), (f E -B(E)) .

Alors la famille (R03BB)03BB&#x3E;0 est la famille de résolvantes d’un semi-groupe de

Feller sur C(E) .Si (X , (B ) est son générateur infinitésimal, on a WA = DA,- Ã- 
’°’ A

A = A - (pi . De plus, si R,. existe, R.. existe. 
pt

îB est un opérateur positif de ’B(E) dans ’B(E) . On pose Mt = 03C6(XS)ds]
alors Mt+s = 0 0) .

On a successivement:

où ~ désigne l’opérateur multiplication par
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En effet,

(intégration par parties)

Pour X assez grand (X &#x3E; , r + R~ 4l est inversible dans C(E) , et on a

ÎL=(I+R. w)~~ R~ , donc, si f é C(E) , Àx feC(E) .

Pour ~ quelconque? on a , diaprés 2° , y

où X est choisi &#x3E; 9

d’après 1°, donc l + (~ - À)~ est inversible dans C(E) ~ ce qui donne

6° D’après 1°, 2°, 5° et compte tenu de 4°, (~) est la famille des résolvantes

d’un semi-groupe de Feller sur C(E) (théorème de Hille-Yosida).

7° ,

donc
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8° Toujours pour À &#x3E; 

Donc 

Appendice 3.

PROPOSITION (~~). - Soient E un compact métrisable, (~B’ B) un opérateur

linéaire de C(E) dans C(E) . On suppose s

(i) O- i) est dense dans C(E) .

(ii) Il existe un ouvert E 0 ’ y dense dans E ’ tel que, si f E Q B atteint un

maximum positif en x e il existe E tel que f(x) = f(x’) , 

Alors (DB , B) est préfermé.

Soit une suite de S.- telle que lim u = 0 et que lim Bu existe
n -D n

(dans C(E) ). Il s ’ agit de montrer que lim Bu = 0 .
n

Supposons que lim Bu prenne une valeur strictement positive y alors y puisque
n 

/ .

E., est dense dans E , il existe EO tel que lim 

gence étant uniforme et EO ouvert , on peut trouver un voisinage de U C E~y
e &#x3E; 0 , et p e N tels que Bu (x) &#x3E; £ pour x ~ U et D’après (i), il

existe h ~ 0 telle que &#x3E; 1 , h(y) 0 si y e E ’ U .

On pose ur = u + e(l + h (u’ E 0 On a lim &#x3E; 0 ,

lim u’(y) 0 si donc on peut trouver q ~ p tel que

D’après (ii) , il existe x’ tel que u q (x) = u q (x’) et Bu q (x’) ~ 0 . néces-

sairement x’ E U , mais alors i

Bu’ q (x’ ) = Bu (x’) + dl + Bh(x’ ) &#x3E; Buq(x’) - E &#x3E; 0 (puisque q  p).

Ce qui entraîne que lim Bu ne peut prendre des valeurs &#x3E; 0 . De même pour les
n

valeurs  0, d’où la proposition.

(11) Cette proposition est due à VENTCEL’ [9J dans un cas particulier et à SATO
et sous la forme donnée ici.
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