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Séminaire BRELOT-CHOQUET=-DENY _ 6-01
(Théorie du Potentiel)
10e année, 1965/66, n° 6 16 juin 1966

CONSTRUCTION DE SEMI-GROUPES DE FELLER SUR UNE VARIETE A BORD
ET ETUDE DES PROCESSUS DE MARKOV ASSOCIES

par Pierre PRIOURET

Introduction

Les notations et les définitions sont celles des exposés 3 et 4 de ce séminaire
OF
M désigne une variété a bord compacte de classe vl , de dimension n .
W désigne un opérateur de Waldenfels sur M , possédant les propriétés suivantes:
W=P+3

0,

ou, P est un opérateur de diffusion elliptique a coefficients C (o< r<y) .,

S un opérateur intégral singulier de Levy de noyau s(x , dy) qui applique
continfiment Cz(M) dans Co’k(M) .

H et GO (g > 0) ddsignent les opérateurs de Dirichlet et de Green asso-

B

ciés & W (exp. 4, § I). De plus, HO et Gg existent si W satisfait :

(A) Sur chaque composante connexe C de M , telle que B3 N C = ¢ , Wi £ 0.
I' désigne un opérateur frontiére de Ventcel', défini pour tout u € 02(M) ,
x'e M vpar :
ru(x') = a(x') .g_g (x') + aly® w)(x') + Tu(x') (voir exp. 4, § II, 1)
ot v est un champ de vecteurs strictement dirigés vers 1l'intérieur, Q un opéra-

teur de diffusion sur M (yo u désignant la restriction de u & aM) , T un

opérateur frontidre intégral de noyau t(x' , dy) .
L désigne 1l'opérateur :
a(x') = Fu(x') - s(x')a(x')  (we c®(M) , x' eam), 630) .

On suppose que I envoie CE(M) dans C(3M) et que & est continue.

(1) Dans toute la suite, les références (exp. 3, th. I), (exp. 4, § I), etc. ren-
voient aux exposds 3, 4, etc. de ce méme séminaire [8].



6-02

I' est dit faiblement transversal si, pour tout x' € oM :

alx') + ri(=') + #(x' , B) >0 .

L est dit faiblement transversal si, pour tout x' € oM :

alx') + ri(xr) + t(x' , H) + 6(x') >0 .
L est dit transversal si, pour tout x' € oM :
a(x') + 8(x') = 0 implique +(x' , H) =+ .

Enfin on utilisera les propriétés de régularité suivantes pour L :

(E1.1) 8 , @ € Cl’A(BM) et a(x') >0 pour tout x' € M ;

Q(YO u)(x') =-%% (x') ou g est un champ de vecteurs tangents & M de
1,A
C H °

classe 5

T applique continfiment C2(M) dans Cl’k(aM) .

(B1.2) o« , 6 € O Mam)

Q est elliptique & coefficients CO’X 3

T applique continfiment c2(m) aans cOM(al) .

Dans une premidre partie, on montre que, si L est transversal et satisfait
(EL.1) ou (E1.2), LHB est le générateur d'un semi-groupe de Feller sur c(oM) et
que la restriction de W a 1l'ensemble {u l u € Cz(M) , Lu=0} est le généra-
teur d'un semi-groupe de Feller sur C(M) (2). Pour ce faire, on étend au cas
intégro-différentiel, considéré ici, la méthode introduite par SATO et UENO dans
[6] en utilisant les propriétés des opérateurs H_ et GO établies dans 1l'exposé

B B
4, § I

Dans une deuxidme partie, on donne, dans certains cas, une interprétation sto-
chastique de la condition frontiére L & 1l'aide du processus de Markov associé au
semi-groupe construit dans la premidre partie. Cette interprétation se trouve dans
[6] pour un processus de réflexion pure (W =P , L =‘§%) , et est basée sur
1l'existence, dans le cas considéré, d'une solution fondamentale ayant de bonnes
propriétés. La situation étudiée ici sera exposée au paragraphe 2.4. C'est, essen-—
tiellement, celle ou il existe une "bonne" fonction de Green pour le probléme
frontidre (B -Wu=°Ff , -ILus= o , £ et ¢ fonctions données, sur M et ol

respectivement (a ce sujet, voir 1'exposé 5).

(2) Cette premidre partie développe la fin de la note [1].
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Premidre partie.

1.1. Ogérateur LHB .

On rappelle que H_ envoie Cz’X(BM) dans C2’X(M) (exp. 4, th. 1). LHB dé-
signe donc l'opérateur de CZ’A(BM) dans C(3M) composé de HB et L :

(a)).

02

LHB(@) = L(HB @) pour ¢ € CE’A(BM) (B>03 B=0 si W satisfait

<o

PROPOSITION 1. = LH_ satisfait au principe du maximum positif (g >0
820 si W satisfait a (4)).

Supposons, en effet, que ¢ € C2’X(BM) atteigne en x' € 3M un maximum > O .

On a,
oH, @ ‘
—E— (x') <0 (exp. 4, § T, prop. 2) ;
Q(yo HB @)(X') = Q}(x’) <0 (puisque Q est elliptique) ;

my ofxt) = M(x') olx') + Jy t(xt , a)lHy o(y) - olx' , ¥) olx")]
=L s, g ofy) - elx)]+ ) o)
P s, @) - olx L M el <0,
car, powr yc M, Hy o(y) € o(x') (exp. 4, § I, prop. 2) ;

WHB @(X‘) = BHB m(x') = B@(X') =20 .

D'ou, finclement, LHB w(x') = FHB w(x') - 6(X')..WHB w(x') <0 . LH8 , satisfai-
sant au principe du maximum positif, est donc préfermé (appendice 3). Soit LHB sa

fermeture.

THEOREME ?., - On suppose que L est faiblement transversal et qu'il satisfait
soit & (Ei.1), soit & (BE1.2). Alors LHB (B>0: B>=0 si W satisfait &

(A)) est le générateur infinitésiral d'un semi-groupe de Feller sur c(dM) .
Si de plus on a, soit
(i) : B >0 soit

(ii) ¢« p=0, T faiblement transversal et, dans chaque composante connexe
de M , l'une des fonctions W1 et T1 (sur le bord) n'est pas identiquement
nulle,

L1<=, semi-grcune ozt intdégrable ‘au sens de exp. 3, appendice, § A-2).
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Compte temu de (D(LH )=2¢C '}‘(h) , donc dense dans C(i{) , et de la proposition 1,
il suffit, pour pouvoir annllqucr lc théordme de Hille-Yosida-Ray (voir exp. 3, Ap-
pendice), de vérifier que (p - LI )(C sA(%.)) est dense dens C(3.) pour p >0 .
Le seui~-groune est intérreble si cett\ srovriétd oot encors vrwie pour =0 (exp.
3, Appendice). Clest exactement ce qu'affirment le corollaire du théoréme 3t de
1texposé 4 dans le cas (El.1), le théordme 3 de 1l'exposé 4 dans le cas (E1.2), ap-

pliqués a l'opérateur p - L .

lotations. — On notera (S le semi-groupe de générateur LHB ' (KB,p)p>O

B t)tZO
(ou X_ ) le noyau potentiel s'il existe.

B;O B

sa famille de résolvantes,

On a donc

(p - fﬁg)KB , @ =@ pour tout o € c(om)

d'olu le corollaire suivant.

COROLLATRE.
(3) Sous 1'hypothdse (EL.1) ¢ K p(cl')‘(aM)) = o2 M)
b4
(j3) Sous 1'hypothdse (E1.2) : KB p(co’}‘(aM)) = 0“"™(on) .

Ces formules sont valables pour p >0, B >0 dans le cas général ; pour

p>0, B=0 si W satisfait a (4), pour B=0, p=0 si (ii) est satisfait.

2. Opérateur LGg .

On rappelle que G0 envoie €O*M(M) dans C€2'M(M) (exp. 4, th. 1). LGg aési-

gne donc 1l'opérateur de CO’K(M) dans C(dM) composé de Gg et de L,

LGg(u) = L(Gg w) , uec®Mm) (8>0; Bp>0 si W satisfait a (4)).

LEMIE. - Si u € CO’X(M) est >0 , alors LGE w est >0 (B>03; B0
si W satisfait a (4)).

LGg ulx!) =¢ x') g% Gg u(x') + fM t(x' ’ dy) Gg u(y) + 6(x').u(x') >0

car 40 1 20 et YO Qu=0.

B B

Comme LGg 1 est continu, donc borné sur M , LGg est continu sur CO’X(M)
pour la norme uniforme, donc se prolonge en un opérateur contimu de C(M) dans

¢(3M) qu'on notera ZES .
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1.3. Quelques propriétés des opérateurs Ha et Gg '

o _ 1
(1) HGBH <y B0,

(2) Pour u € C(M) telle que yo u=20, HBGg u - un —_ 0 .
Bt

(3) Pour u e c(u) , xe i , BGg u(x) - u(x) —= 0.
B-rteo

Ces trois propriétés résultent du fait que (Gg)B>O est la famille des résolvan-

tes d'un semi-groupe de Feller sur Co(ﬁ) o
(4) Pour ¢ € ¢(3D) ,

© - H cp+(B-B')Gg By, @=0 (p,B'>0; B,8'20 si W satisfait a (4)).

HB 5!

Remarquons d'abord que, H, et GO étant continus, il suffit de montrer (4)

B B
pour ¢ € CZ’K(BM) .

Posons, pour o € CZ’K(BM) ,

0

2,\
o - H (p+(B—B')GBHB,(p; Ucpec (3m) ,

B

U =1
¢ B!

et on a
0
- W)U =20 Uu =0 .
(p )CP LA
I1 en résulte U@ =0 (exp. 4, th. 1).
(5) Pour ¢ € C(d3M) , B < B' entraine H >H_ , ¢ . Ceci résulte de (4).
8 P B!
(6) Pour gec(M) , xel , lim H, o(x) =0 .
Brto P

B' détant fixé, on fait tendre B vers + « dans (4) 5 artapres (3),

(p - B")eg By, o(x) > g, o(x)

ce qui donne le résultat.

(7) Lorsque B crolt vers + « , g% HB 1 décroit uniformément vers -« .
Remarquons d'abord qﬁe, d'aprés (5), lorsque B croit, g%-HB 1 décroit. Soit
K un nombre > 0 , il existe une fonction u € CZ’K(M) telle que yo u=1,
1 ' .
u ;.2 e <-K, et 1l'on a :

(W - B)(HB 1 ~u) = Bu - Wu z%— - ||lmu|| >0 si B = 2w .

Comne yO(HB 1 - u) =0 , on a donc, pour B assez grand, HB 1< (exp. 4,
p 9 3
§ I, prop. 2), et par comnséquence o HB 1L 59 ug -K.
(8) Pour u €c(M) , HBG% u + HB(yO w) -u| —— 0.

(o2]
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On fixe B' >0 , et on pose v = u - HB,(YO u) . On a s

aGo V-V

0 0, (.0 0
8 sGBu-aGB hB,(Y u) -u+HB,(y u)

= (BGg u + HB(YO u) - u) - B'Gg HB' yo u (compte tenu de (4)).
Mais, d'une part

0 0 0 1
IBreg By v ull g 0, car |lGgl <5

et, d'autre part

0

“BGB v-v] — 0, car yo v=0 .

On a donc (8).

1.4, Opérateur WL .
On pose @w ={ug; ue CZ(M) , Lu =0} , et on appelle WL la restriction de

. 3
woa o, .=~ ,w (7).
UL L W

W étant préfermé (en effet, son domaine est dense dans c(mM) , et, d'aprés la
proposition 1 de 1'exposé 4, si u atteint un maximum positif en un point inté-
rieur xe M, on a Wa(x) € 0 , donc il est préfermé (voir Appendice 3)), W est
également préfermé.

Si on suppose L faiblement transversal, il résulte de la proposition 5 de 1'ex-

posé 4 que WL satisfait au principe du maximun faible.

On notera ﬁz la fermet.ve (dans C(M) ) de 'WL R

THEOREME 2. - On suppose que L est transversal, et qu'il satisfait soit
(B1.1), soit (E1.2). Alors 'W; est le générateur infinitésimal d'un semi-~-groupe
de Feller. De plus le semi-groupe est intégrable si l'on a @

(9) T est faiblement transversal, et sur chaque composante connexe de M , une

des deux fonctions W1 et T1 (sur le bord) n'est pas identiquement nulle.

e

On va appliquer le théordme de Hille-Yosida-Ray (voir exp. 3, Appendice). D'abord

L étant transversal, d‘'aprés la remarque ci-dessus, WL satisfait au principe du

maximum faible.

D'autre part, il y a existence et unicité de la solution de

(3) Remarquer que, lorsque § = 0 , @W est indépendant de W .
L
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(B ~Wu=¢Ff, pur f € ¢t h(M) (r e c% Mu) si (E1.2)),

o) {

(ce résultat étant encore valable pour B = O sous 1'hypothdse (9)) d'aprds 1l'ex-

posé 4 (théordme 3 et corollaire du théorime 3').

Ceci montre en particulier que (5 - N)(@w ) est dense dans C(M) pour 8 >0 ,
et, sous 1'hypothdse (9), pour g >0 .
I1 reste donc & démontrer que @w est dense dans C(M) . Rappelons d'abord une

L
propriété établie dans l'exposé 4, § II, 5 ; si on appelle G, f la solution de

2,\ B
(10), GB £ e ¢’ (M) , et on a la relation
0 1,\ O,A
(11 C f=Gf+H 6. £ (£ ec*™u) , resp. C€777(M))
) B B B s Mp ) TOSP ’

ou KB = - (fﬁﬁ)—l est 1'opérateur introduit au § 1.3.

Pour démontrer que @w est dense, on va établir que BGB f , qui est dans @W ’

L L

converge vers f pour la norme uniforme lorsque B tend vers + « , pour un en-

semble dense de f , en 1l'occurence f € Cz’k(M)

On va d'abord établir deux lemmes dus a SATO et UENO [6].

— O .
(oe]

[ LEMME 1. - Si L est transversal, HKB“

BEn effet, on a, pour x' € oM ,

1(x’)

1l

MT)%& Mr)+meﬂw)-MwLW 1(x")

alx) 28y 1(x) - Bo(x) + (=) + Jy vxt, apE 10) - 1]

LHB

Il

*
+ j t(x' , dy)(1 - O 1 1(y))
* . 0 ¥* *
(car GX, u ne dépend que de vy u , donc SX, HB 1= GX, 1).
I1 résulte donc de (5) et (7) (§ 1.3) que LH_ 1 décroit lorsque B croit ; de
plus, si L est transversal, LHB 1(x') tend vers - pour f - + o , car
LH 1 est somme de termes décroissants dont 1l'un au moins tend vers - » (si

alx') = 6(x') =0, on a t(x' , ﬁ) =+ o , et donc

lim IM t(x' , dy)(HB 1(y) - 1) =
Brteo

dtapres (6), § 1.3).

Ainsi LHB 1 décroit vers - o , donc (théordme de Dini) HLH 1] —— +o;
B—-b+oo
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donc
K| =k, 1 K (- LHg 1) = .
I%gll = lIxg 2ll < ﬂ-—"-ﬁ “——T—WT
LEMIE 2. — On se place sous les hypothdses du théoréme 1 ; alors,
kgl ——> o, exg LGg £ — 1 (rec®mw) .
Pt Bt

On fixe PB' . Il existe g € CO’K(M) telle que f - HB,(yO f) = Gg, g, etona

0 0 0
Gg T =G Gg 8+ B B.(y f)
1 0 0 0 0
= e - G H f) - H f

(ceci, d'aprés 1l'équation (4), § 1.3, et 1'équation résolvante vérifiée par (Gg) )

On a donc :
e, 165 £ - 4 1] = [B B x 16, £ - e 1, (0 1) - B £) - f“

< |5 5 e g erinly D)+ g "Of'“’ofn '
Hais LGE 1= ch, 1-(p-p") LGg g, 1< B‘l 6i 839" , car (lemme § 1.3),

est un opérateur positif, d'olu :

LGB,
Ik, 165 £ - v° £l] < g 1%l (2lnd el + g, 67 ) + I

= 0r_VO¢
B’ Y Y “ ’

donc, si on suppose linm HKBH =0, ona
lim HBKB LGg £ -0 || =
E,—»-}-oo
¢. Q. F. D.
Soit maintenant f € CZ’X(M) , alors
HBGB £f-f] = HBG £ + BHg Ky LGO £ - £l (relation (11))
< HBGB £ + HB(Y £) - £ + HH Il BK LGB £ -0 £

Le premier terme tend vers O , d'aprés (8), § 1.3, et, sous les hypothéses fai-
tes, on a (lemme 1) ”K || tend vers O , et donc, puisque ||H | =1, le deuxi2me

terme tend vers O d'apres le lemme 2. Donc 1lim ||gG, £ - f|| = O , ce qui démon-

B

tre le théoréme 2. @
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Notations. - On notera (Tt)tao le semi-groupe de générateur W; , et, conformé-

ment & la notation déja introduite, (GB)B>O sa famille de résolvantes.

De la résolution du systcme (10), on déduit le corollaire suivant.
COROLLAIRE 1. - Sous 1'hypothése (El.1),

si §=0: G (CO’K(M)) = C2’K(M) ne
B W

02’A(M) NG ca (CO’A(M)) .
iy B

n

si 6 #£0 ¢ GB(cl’x(M))

Sous 1'hypothése (E1.2),

¢ (c%Mm) = ¢ rm) no. .
B up

L

Ces formules sont encore valables pour B =0 si (9) est vérifide.

De plus, de 1'équation (11), on déduit, les opérateurs Gg , H K IH  (1lem-

B’ BB
me du § 1.3) étant positifs, le corollaire suivant.

[~ COROLLAIRE 2, - Pour f € C(M) , on a GB f=c®r+m x 10 ¢ .

p B B B

Remarque. - On peut se demander si la condition " L est faiblement transversal",
qul assure que LHB est un générateur (avec (E1.1) ou (E1.2)), n'entratne pas que
WL est un générateur. Il n'en est rien, et une condition plus forte, du genre L

est transversal, est nécessaire.

En effet, soit Iu = Q(yo u) + Tu , o Q et T sont trds réguliers, mais ou le
(o]
noyau t(x' , dy) associé & T satisfait 0 < t(x' , M) € K pour tout x' € 3M

( K étant une certaine constante finie).

L satisfait a (E1.2), et est faiblement transversal, donc LH est un généra-
N . 0 0
teur, soit -~ K son imweise, et G, =G. + H K LG : G. f est la solution de
’ ’ B B BB B’ B

(B -Wu=f, Lu=0, donc, si WL est le générateur d'un semi-groupe de Feller

sur C(M) , G, est sa résolvante, et ona BG f ——> f .

(o]
Mais, d'une part, on a (voir [6], remarque 5.2), en posant ¢ = KB'l , B' fixé :

0 .
g Log By, @ = B __ KB(LHB, ¢ - LHg ) (ataprds (4), § 1.3)

(12) BK, gy

P _x
s Lol )y 1+

b o
p -8

R B
o pltEoe ? -
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Comme BG ¢ lorsque B - +® , ona (restriction & oM ),

B B'(P - Hsl
BKBLGBHB ¢ -B-:;:b ¢ 3

ce qui implique (comme -——l——r - 1) dtapres (12), K, 1 —— 0 , donc
P-8 B B—rtco
lim HKBH

D'autre part,
Lig 1(x') = Li(x') + fM t(xt , ay)[E, 10) - 1]+ IM t(x, ay)(1 -6, 1(y))

d'ou
|LEg 1(x")] < ||Lt]} + K + k' = K" .

On en déduit,

(13) ww=n%1u>%mﬁij%1>=Wﬁﬁﬂz%;.

Donc W n'est pas le générateur d'un semi-groupe de Feller.

Dans l‘appendice 1, on donnera un résultat sur les fonctions qui sont dans @w ’
L

essentiellement que toute fonction régulidre sur M coIncide sur tout compact de

o . . 3 3 rd
M avec une fonction du domaine qui est de norme uniforme sur M peu différente.

Deuxiéme partie.

2.1. Processus de Markov et semi-groupe de Feller.

Soit E wun espace compact & base dénombrable (resp. un espace localement compact
non compact, & base dénombrable). On note E6 le compact E UL (a) ou {a} est un
point isolé (resp. le compactifié d'Aleksandrov de E ), ® la tribu borélien-

E

ne de E6 ’ B(D ) 1tespace des fonections boréliennes borneesssu; E8 nulles au

point § , C(E ) les fonctions de B(E ) continues sur E .

Par processus de lMarkov sur E , on entend un terme

X= (@, (g s (6) 0+ (Bleep) *

(4) (Q, F) : espace mesurable.

X, : application mesurable de (Q, F) dans (E6 ’ @E ) .

8, : application de Q dans  telle que Xh ° 9, = Kt +p Pour tout h>=0.
(Px) : famille de mesures sur (Q ’ F) telle que x -=> Px(A) soit ﬁEG—

mesurable pour tout A € Foo = @(XS , 0K <+ m) .
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4 valeurs dans 1'espace mesurable (E , @E ) , ayant ses trajectoires continues &
droite, pourvues de limites a gauche et abgorbées par le point § (5), et forte-

*
ment markovien par rapport a la famille (Ft) de ses tribus définitives (voir [7],
exp. 3 et 5, et [2], chap. 3).

Pt(x , I') = PX (Xt €ET) ,ou I'e @E , s'appelle la fonction de transition du

processus, c'est un noyau sous-markovien.

L'application t -» I Pt(x , dy) f(y) est continue & droite pour toute

fe C(Eﬁ) d'aprés la continuité & droite des trajectoires.

Deux processus de Markov sur E , ayant méme fonction de transition, sont dits
équivalents.
On appelle temps d'arrét de processus X un temps d'arrét de la famille (F:) .
S8i ' ¢ E , on désigne par o le temps de sortie de I' pour le processus X :
op(w) = inf{t; O<ts+e, X érh (O

Si T e @E » Op

est un temps d'arrét de X ; si T est ouvert, Xc (w)(uﬂ ér
(voir [7], exp. 5). r

g(w) = OE(w) s'appelle la durée de vie du processus.

3
On dira qu'un événement A € F_ a lieu presque stirement (p. s.) si, pour tout

x€E ,ona PX(A) =1.

Enfin, si & est une application mesurable de (Q ’ F) dans (E ’ @R) , ONn no-

tera Ex(é) pour e(w) Px(dw) .

Si (Tt)t>0 est un semi-groupe de Feller sur C(E) (resp. CO(E) ), il existe

un, et un seul, (& une équivalence prés) processus de Markov X sur E tel que

1'on ait, pour toute f e C(E) (resp. CO(E) ) et tout xe E
v, £(x) = { 2() B (x , ay) = B (£(x,))

(o 1'on prolonge par la valeur O au point § toute fonction de C(E) en une

fonction de C(Eé) dans le cas E compact).

De plus, le processus X posséde les deux propriétés suivantes :

(N) pour tout x € E , PX [XO =x]=1,

(5) ctegt-a~dire thw) = § implique Xt+h(w) =8 pour tout h >0 .
6
)

On rappelle la convention X (w) =& pour tout we Q.
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(B) pour toute suite croissante Tn de temps d'arrét de X , si T = sup Tn sonas
n

X, (w)(w) — XT(w)(w) sur {T < + »} p. s. (voir [8], exp. 5).
n N

Si (RK)A>O désigne la famille des rézolvantes de (Tt)cho , on a, pour fe C(E)
— —Bt 2
Ry f(x) = E_ fo e f(Xt) it .
Cette formule est encore valable pour B =0 si RO existe ; en particulier,
Ry 1(x) = Ex(g) .

Un processus de Markov sur E , possédant les propriétés (N) et (B), sera appelé

processus de Hunt sur E .

I1 résulte de ceci que, dans la premidre partie de cet exposé, ainsi que dans
1'exposé 4, on a construit différents processus de Hunt : un processus sur M de
résolvantes (Go) , un processus sur oM de résolvantes (KO p) , Un processus sur
M de résolvantes (G.) . On va dans cette deuxidme partie, ééudier, sous certaines

conditions (§ 2.4), les relations entre ces processus.

2.2. Processus induit par X sur un ocuvert.

Soient X wun processus de Markov sur E (§ 2.1), G un ouvert de E . Le terme
G G G .
X" = (Q H F y (X‘t) 9 (et) a (PX)XEGU(é)) s OU

X, (w) si t< GG(w) . et(w) si t < GG(w)

et ei(m) = i

5 - {

.t\
8 si ot > cG(w) (7) si t ;.GG(w)

“8
est un processus de Markov sur G qu'on appelle processus induit par X sur G,
(voir [2], chap. 10).

ou processus tué su temps O

De plus, on a (pour x € G, f e B(GG) ) .
..G\ ’
B (£(x{)) = B_(£(X,) 1[t<GG])

+oo Oa
-\t G
E 4, e f(Xt) at = E_ Io e

-ht f(Xt) at .

2.3. Fonctionnelles additives et changement de temps associé.

Soit X =(Q, F, ...) un processus de Hunt sur E .

Une famille A = {At , t >0} de variables aléatoires positives sur (Q , F)

est appelée une fonctionnelle additive continue de X si

(7) o wg est un élément de Q (qu'on peut toujours supposer exister) tel que
Xt(mé) = § pour tout +t .
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19 Pour tout w e Q:

Ag(w) =0,
t = At(w) est non décroissante et continue,

At(w) = 1lim As(w) pour tout t > C(w) .
stg(w)

20 At est Fi—mesurable.

8
o] —
3° Pour tout t , s3>0, A=A +A ° 8, D.s. (%).

On écrira souvent A(t , w) pour At(w) , A(t) pour At . La propriété 1° en-

traine que t - At(w) définit une mesure sur R _ .

On appelle A-potentiel (A >0) de f ( £ fonction borélienne positive), par

rapport & A , la fonction :
+co

-\t

vz e(x) =B ) e £(x,) a4,

x 0
En particulier, Vz 1(x) (qu’on note Vﬁ(x) ) stappelle le A-potentiel de A .

On dit que deux fonctionnelles additives (At) et (Bt) sont équivalentes, si

P_ [At # B, pour un t > 0] =0 pour tout x .

Si, pour un certain A > 0 , deux fonctionnelles additives continues ont méme

A-potentiel fini, elles sont équivalentes ([4]).

Un ensemble borélien B ¢ E porte la fonctionnelle (At) si 1l'on a @

pto
|

JO l(Ea\B) o XS dAS =0 p. s.

A

(ce qui équivaut a VA 1E5\B(X) = 0 pour tout =x ).

(At) désignant toujours une fonctionnelle additive continue de X , on définit
Tt(w) = inf {s ; As(w) >t} si cet ensemble est non vide,
= + o autrement.

Alors Ty est un temps d'arr8t de X , et de plus on a, pour tout u , v 20,

T = Ta ¥ 0 0 2o (4D

), (Px)er ) est un processus de Markov sur

Le terme X' =(Q, P, (X ), (e
Ty Tt )

8 -
(°) On montre, dans [4], que ceci entraine que, pour tout temps d'arrét T et
toute variable aléatoire R >0 , on a :

AR(w)+T(w)(w) = AT(w)(w) + Aprg) © Op(y) (@) - s.
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E qu'on appelle le processus déduit de X par le changement de temps (Tt) (voir

[4] et [10]).

En général, E n'est pas un espace de phases satisfaisant pour le processus X',

on a le résultat un peu plus précis suivant 3

Supposons que B soit fermé, B c E , et que B porte (At) 5 alors

Xv= (@, (x_), (6 ), (B g )
t t &
est un processus de Markov sur B avec
Q= {w ; XT (w) € B u{s} pour tout u 3z 0} F* o= FLO"]

u

Enfin, désignant par (Ri) la résolvante de X' , et par (' sa durée de vie,

on a
' (w) = Ag(w)
A
I ¢ e —May
R! f(x) = E g e f(xT ) dt = E g @ f(Xt) da, (f e B(Ea)) .

t

2.4. Hypothdses de régularité.

On considdre un couple (W , L) défini dans 1'introduction. On suppose que W
vérifie 1'hypothéss (4).

On suppose que L est quasi-local, que § =0 (done L =T ), que =1 (en
fait, ceci revient & supposer «(x') >0 , pour tout x' € 3M ; car si L' = gL
avec o(x') >0 , pour tout x' , alors W =W, . Voir aussi & ce sujet la remar-
que 1 du § 2.9), et qu'il satisfait soit (El.1), soit (El.2).

D'aprés les théorémes 1 et 2 de la premidre partie, il existe des opérateurs
Gp’B et Kg sur c(M) et C(3M) respectivement, définis pour p >0 , B 20,
p+B>0 (et aussi pour p=B=0 si Wl £0 sur chaque composante connexe de

M ), tels que :

W) G f=f f e CO’X(M)

psB

f
Bsp

(B
{ (p =0

-L) G

: ) ¢ eclMam) si (E1.1)

p~-1H,) X ® =0 :
B” "Bsp o e cOMam) si (E1.2).

De plus, T désignant la mesure riemannienne sur M associde & la métrique rie-

mannienne conjnuguée de le martie principale m de P , et o désignant la mesure
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riemannienne sur oJM associée & la restriction de cette métrique & M , on sup-
pose qu'il existe une farille de fonctions ﬁon-négativea, mesurzbleg sur M x M ,
(p>0, B=20, p+pB>0 et aussi p=pg=0 si Wl #£ 0 sur chaque

g
P8
composante connexe de M ), telles que (voir 2 ce sujet 1'exposé n® 5) :

gpsB(X , .) e 1l(ao) , gpsﬁ(x , 2 e itar) .

(yz) Pour toute f e ¢O'M(M) et toute 9 € ol Mam) si (E1.1), 9 € O Mam) st
(El.2), la fonction

(yl) Pour xe M ,

u(x) = fM gp,B(X » v) £(y) +(ay) + IaM gp’B(x , ') oly") oldy')
appartient a CZ'X(M) et satisfait &
{ (B-Wu=rt

(p - L)u

C.P .

(y3) Pour toute f € C(M) , on a, uniformément en x € M :
P et 9 10 () [ 6, 00 v) 25) oyt
>0
ou, d désignant la distance géodésique associée & 1 , on a posé
M= {x | xen, alzx, aM) <r} .
Lorsque 1l'opérateur P est de classe cl.h , la condition (y3) est conséquence
de (y%) :
(yé) €,8 est continue sur M x M Na , A={(x,x), xel},

Cte
)
a(x , 97

Enfin, remarquons que (yl) et (yz) impliquent :

gp,B(X , 7)< (voir exposé 5, Appendice D),

&5 £(x) = fM gPPB(X , v) £(y) «(ay) , fecm ,

. o(x') = faM gp,B(X’ » ¥v') oly') olay) , o e c(am) .

Les hypothéses faites dans ce paragraphe sont supposées satisfaites dans toute la

suite. De méme, et sans que cela soit précisé chaque fois, (Tt) désignera le

B)B>

X=(Q,F, ...) le processus de Hunt sur M associé

t>0

semi-groupe de résolvantes (GO, 0’ souvent noté seulement GB , et
; (SB,t)tZO désignera le

semi-groupe de résolvantes (KE ) o » bour B=0 on écrira S, et Kp .

P’ p> t
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2.5. Processus i-B- .
B >0 étant fixé, on pose Q=0 x R, f=F®(BR+ ’

~

. Xt(w) si t<u

-X-t(m,u)": (w,u)GQXR+ ’
) si t>u
6. (w,u)=(, 0, (u- )
- -pu
Py =B ®Be T du
Le terme XB =(Q, (X ), (@;) , (PB X)) est un processus de Hunt sur M

(vérification fac1le).

Sa durée de vie ‘E vaut 'E(w , u) = (w) Au, et on a, pour tout m >0 ,

(—)m = E I+ Be Bu(g A u) du < fO Bu Bu du < + o ,

De plus, le processus X_ admet un potentiel G

B B0
GB:O f(x)

et (f e BG(M)) :

Il

—rs
EB,X(IO £(X;) at)

oo CAu
= EX(Jé Be % qu fé £(x,) at)

I

g +oo
EX(Ié £(x,) dt ft se™ P qu)

it

¢ _
Ex(jg e~Pt f(Xt) it) = 6 £(x) .

En particulier, HGB oll = “GB 0 1] = ‘1 | < . Le processus ig est donc le
9 9
processus de Hunt associé au semi—groupe de generateur W - B5L .

On en déduit également que, si W1 < ¢ <0 , le processus X associé vérifie
Gg 1= Ex(g) < ¢, et EX(Q)m < + o pour tout m . En effet, on considdre le
processus Y de générateur W+ CSL et la construction précédente montre que
X':-Y-_o

c

2.6. Construction d'un temps local sur la frontidre.

On pose Ar(t , W) = -fg 1M ®w))ds, r>0.

Ar est une fonctionnelle additive continue de X .
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THEOREME 3. - Il existe une fonctionnelle additive continue A du processus X,
et uno scule, & une équivalence prec, telle que l'on ait, pour B > 0 et
f e B(M) :

g
(14) [ ggx v £ olay) = mtlg & 2(x) aa)

Cette formule est encore valable pour g =0 si Wl # 0 sur chaque composante

connexe de M . De plus :

1° De toute suite {r } décroissant vers O , on peut extraire une sous-suite

{r'} telle que A(t) = 1im A, ,(t) uniformément localement en t .
n n-+oo n

2° La fonctionnelle A est portée par oM (9).

b

La démonstration va se diviser en deux parties, on va d'abord étudier le cas ol

X a un noyau potentiel, puis on passera au cas général en utilisant le processus

——

X

B L]
Premier cas. -~ On suppose Wl < c¢c < O . Alors (§ 2.5), GO 1 = Ex(g) < c-l et
Ex(gm) < + o pour tout m >0 .
AL
C
_ 1 l =1
s = el oy o e cdn iy ) e Ll sl ) S

Cette dernidére quantité converge uniformément sur M vers 'gM glx , v olay")

donc AC

1 ,
sup — E 0 1M (XS) ds £ C .

>0 3

Remarquons également que A,(m) = Ar(g) S Lh(PX) pour tout =x .

[ LEMME 1. - supE{IA (¢) - 4, (g)lz} —> 0.
L xeM r,7'-0

Posons o(x) = M (x) - 1M (x) .

¢
B {1a.(c) - A, RIEES: (f o(X,) ds)?

¢
e (] o) 19)2 = 5 (" o0x) as 5 ox) aw) = zm ([} o(x ) as I° ofx,) au)

2E(I ch)dsEX focp(x)du)

(proprlete de Markov et [ temps terminal)

N

C a
2 sup IEX fo cp(Xu) dul.Ex fo Icp(Xs)I ds .

(9) En fait, on verra (corollaire du théoréme 5) que A a pour support oM .
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1 1
E, f I@(x )| as < E, f 1y (xs) da + B Jg-;T 1Mr‘(xs) ds € 2€¢ ,

g C
1 1
E_ fo p(X,) ds = 2 B fo 1Mr(xs) ds - 57 B fg 1

0 ‘M (Xs) ds

r!

=.% u &lx . v) alay) - ;%-fﬁ go(x » ¥) 5(dy)

r!

——————> (O uniformément en x €M |,
r,r!'-0

d'ou le lemme.

_ % - _ .
Maintenant soit Br(t) = EX(Ar(g) I Ft) (en particulier Br(m) = Ar(g) ) ;

tA ¢
B () = B I ¢ i M (x) ds + B {1{t<g} jt (x )ds | F }
= Ar(t) + 1[t<§] Ext{ﬁf-% 1Mr(XS) ds}- (propriété de Markov)
dlou,
(15) B(6) = 1,00 + L app g dy wx v o)

Px) est une martingale

Ar(g) - Ar,(g) € LI(PX) , donc (Br(t) - Br,(t) F: ,

sur (0, +=) .

On en déduit (inégalité de Doob, voir [7], exp. 4) :
X T

P, low [B,(+) - 2, (1)} > el < Loe (3 (=) - B,=)% =L 5 (8,(0) - £,,(0)°

> 0 uniformément en x € M (lemme 1).
r,r'-0

De 14, on déduit,

LEMME 2. - De toute suite {rn} décroissant vers O , on peut extraire une
sous-suite {rﬁ} telle que :
PX {Br'(t) converge uniformément lorsque n —> + »} =1 pour tout x .
n
On commence par extraire par récurrence de la suite donnée, une sous-suite {rﬁ}
telle que :
1 1
Pour tout x , P_{sup |B (¢) = B_,(t)] >=} g = .
5 Tha n 2n” - on
La série Zﬂlz dtant convergente, on en déduit (lemme de Borel-Cantelli, voir[3],
page 228) :
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PxEB,C s Ynzse, suP |B (t) -~ Brf(t)' ““1"'1'{] -1 ,
n+1 n 2

donc que Px[Br'(t) converge uniformément en t] =1, pour tout =x .
n
C. Q. F. D.

De 1'égalité (15), on déduit, compte tenu du lemme 2, que Ar,(t) converge uni-

formément en t p. s. .

On pose

Il

A(t , w) = lim A ,(t , w) si cette limite existe,

-+0 n

0 autrement.

A(t , w) est une fonctionnelle additive continue de X . En particulier,

Ar,(g) - A(Q) p. s. Du lemme 1, on déduit qu'il y a aussi convergence dans
n

Lz(PX) , donc dans Ll(PX) . D'ou :

= 11 = lim L. = ' '
5 A(Q) =1 (a,(0) - un & f, e, v e = Ty g v olar)
n n n n r
n
La fonctionnelle A est donc uniquement déterminée (§ 2.3), elle est en particu-

lier indépendante de la suite [rﬁ} (10).
On va maintenant démontrer la formule (14) lorsque B =0 .

LEMME 3. - On a, si C, est une fonctionnelle additive continue de X , de po-

= v dat .

t

) . ) ¢
tentiel fini, et si f e c(M) , E, ‘fo G, f(Xt) ac,

k k
En effet (on pose tn = Eﬁ ),

G

g
E, .r G, f(X ac, = B_ "‘ro Ey J‘o f(Xs) ds ac

% t

11mZE{ f(X)ds(C -C )}

m L Ex o Ti¥g e O
k n n

(car X, est continu 4 droite, HGO fl <+w, et ¢, C(C) e Ll(PX) )

coid oo

(10) Cette construction est due, & une modification prés, & SATO et UENO [6]. La
démarche est identique a celle utilisée pour construire la fonctionnelle additive
dont le potentiel est une fonction excessive donnée, mais on utilise une suite de
fonctionnelles approchantes particulieres.
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+a
X

¢
, Cx J‘tk £(%g)(C e = ¢ k-1)

n n n

lim
n

k=
E £§ If f(XS) ac_ (car f(XS) est continue & droite)

X
'
= E I £(x,) ¢, at (intégration par parties).
x 0 t t
Co Q- Fo D.
Utilisant ce lemme, on obtient :
[ e
I =B _J, G f(Xt) dArﬁ(t) =E 4, f(Xt) Arﬁ(t) at =J .
Mais
___]:_ 1] 1 1
=% %E gz, ¥) 6 £(y) ldy) —— faM go(x » ¥') Gy £(y') oldy")
n r Nertco
n
et Ig fg
g — E_J, £(x,) A(t) at = B_J, G, £(x,) aa, (lemme 3)

N=rtco

(ce dernier passage & la limite est justifié, car
[ |
14, £(x,) Arﬁ(t) at| < th.g.ArA(g)

est équi-intégrable puisque Q.Ar,(g) converge dans Ll(PX) vers C(.A(C) , vu que

n
Ce L2(PX) et que 4, -=> A(g) dans L2(PX) ). On a donc
n

s
ISM go(x , v') h(y') olay') = E_ Io h(Xt) da, pour h =G, f, fe c(m) .

De 13, on déduit la formule pour h € C(M) , puisque {GO £, fecM)} est
dense, puis pour h € B+(M) , enfin pour h € B(M) .

Cas général. - On fixe B > 0 , et on introduit le processus
L=0G,F, &, &), @)
de noyau potentiel GB et de générateur (W — B5L (voir § 2.5).

On peut appliquer les résultats du premier cas au processus ig , et on obtient

la propriété suivante.

De toute suite décroissant vers O , on peut extraire une sous-suite {rn} telle

que 3
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t tAu
G-ty €O e 2l G ) e e TR D

n
n n n

uniformdéuent, PB 5 P- 8. pour tout x .
?

- tAu
Soit Q = f(w, n) | E;—J; 1y (Xs(w)) ds converge uniformément en t}, on a
n

r
n

P_® (Be"Bu du) (??—1-) =1 pour tout x .
Soit (Tk) une suite de nombres > O , croissant vers + = , et posons

t
Q= {ow | E;'fO 1y (Xs(w)) ds converge uniformément en t e (0 , Tk)} .
n r

n
On a PX(C%) =1 pour tout x (il suffit de remarquer que «XHQ x @k ,-ka{<=CCa)

donc si w €N Qk , Ar (t , ) converge uniformément sur tout compact.
n
On pose

Alt , w) = 1lim A, (t , w) si elle existe
n—too n

=0 autrement .

A(t , w) est une fonctionnelle additive continue de X et p. s. A, (t) converge

vers A(t) uniformément sur tout compact. n

1 ‘I-t/\u
De plus, A(t Au g, w) = lim T %0 1

" (Xs(w)) ds pour tout u , P_ p. s.,
T

n n
n
donc cette égalité a lieu PB . DPes.en (w , u) c'est-a-dire que :
9
A(t Au o, w) ='KB(t y W u) ’ PB X p. s. pour tout =x .
?
On a, si f € B(M) ’
) — (€ oy P " .
M gB(X , v') £(y') olay') = EB,X 0 f(Xt) dAt (premidre partie)

+c0
0

]

_Bu Iu
E, ue du Jy f(Xt) da,

B_ J:m f(x,c)(«r;roo ue™ P gqu) aa,

-
EX o © f(Xt) da, .

Cette formule montre 1l'unicité de la fonctionnelle construite ; de plus, elle est
valable pour B' # B : en effet, on refait pour B' 1la construction ci-dessus,

mais en prenant soin d'extraire la suite construite de la suite {rn} » et on ob-
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tient cette formule pour B'
Ceci démontro 1'égalité (14). Cette égalité est oncore vrals lorsque g, oxigto
par passage & la limite.

Enfin, on a
+4-co
) -pt
v 1ﬁ(x) E dy © 1ﬁ(xt) at

]

faM gg(x » ') 1ﬁ(y') o(dy') =0 ,
donc (§ 2.3), la fonctionnelle A est portée par oM .

Le théordme 3 est démontré.

Définition. - La fonctionnelle (At) de B-potentiel IBM gﬁ(x ,v') oldy') cot
appelé le temps local canonique sur JlM associé a X .

Cette dénomination de temps local ne sera entidrement justifiée que par le coroi-

laire du théoreme 5 (§ 2.9).

2.7. Interprétation stochastique des opérateurs HB , Gg .

Soit T =0, 1le temps de sortie de ft : T est un temps d'arrét de X , et on a

i
XT(w) ¢ ﬁ pour tout we Q (voir 2.1).

THEOREME 4.

On a, pour B >0,

1l

(16) Eg olx) B_(e7®" (x;)) pour e c(am) .

(17) Gg £(x)

E (fT -B% £(x,) at) pour f e C(i)
xv0 ¢ % P .
Dans les formules stochastiques, les fonctions sur oM ou M sont toujours pro-
longées en des fonctions sur oM U {6} , M u{s} par la valeur O au point o .
On suppose d'abord B >0 .
Soit ¢ € CZ’X(BM) . On pose @B(x') = LHB @(x') . On considdre la fonction

u(x) = IaM gg(x » v') vg(y') olay?) 5 w € c?ha) .
D'une part, on a (hypothése (yz)) :
(B~Wu=0, =-Iu= Pg
et d'autre part, si x' € oM :

u(x') = IBM gB(X' y ¥') Lig o(y') oldy') = K LHg o(x') = o(x') ,

0

c'est-a~dire vy~ u=¢@ . Donc u = HB Q .
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Mais, d'aprés la formule (14) du théorémo 3, et en désignant par !p'g un prolon=-

gement quelconque de mB en une fonction continue sur M , on a,

il
=
—
(0]
|
w»
ot

u(x) <%0 Ep—é(xt) ah,

Il
=
<

$E(Xt) dA, (car A(T) = 0 , puisque A est portée par dM )

i
=
(Dl
W
=]
—~
—

oo
, &P 7(x,) an,) o eT}

oo
- -8t —
= Ex( BT EXT j; e B @B(Xt) dAt)
=B (P gxy)  (car xjeamufs) ).

On a donc HB o(x) = EX(ewBT @(XT)) pour @ € Cz’h(BM) ; par passage & la limite
on en déduit la formule (16) pour o € c(am)

Par ailleurs, on a (corollaire 2 du théordme 2), pour f € C(M) :

0 0 0
- - = - f
GBf GBf HB KB LGBf GBf HB\{ GB ,
d'Oﬁ Q g
- - -Bt
Gg £(x) = B fo Bt £(x,) at - B (e BT EXT »E) o P £(x,) at)
= E qu Pt £(x.) at - B «rg Bt e(x.) at
=Yy % °© t = By p © t
T
_ -pt
=E_ ‘ro e f(Xt) at .
Lorsque B = 0, Gg f > Gg f et HB © -> HO ® (utiliser 1'équation (4),

§ 1.4) ; et d'autre part, on peut aussi passer & la limite (lorsque B—-=>0 ) dans
les intégrales, d'abord pour des fonctions positives, puis pour des fonctions con-

tinues quelconques ; ce qui montre (16) et (17).

Ce théoréme montre en particulier que le processus induit par X sur ft (voir

3 2.2) est 1le processus de résolvantes (Gg) .

2.8. Expression stochastique de problémes particuliers.

Si Bt est une fonctionnelle additive continue de X portée par oM , si @(w)
’ 4
est une variable aldatoire > 0 , et si f € B(M) , B, &) f(Xt) dB, ne dépend que
de yo f.



6-24

En effet
+oo

@
5 J, (10 £)(x,) aB| < |7 ® I

£ % 1ﬁ(xt) dB, = 0

)
On peut donc définir EX £) W(Xt) dBt pour ¢ € B(dM) , en prenant un prolonge-
ment quelconque de { en une fonction de B(m) ; c'est ce qu'on fera systématique-

ment dans la suite, sans le préciser a chaque fois.

PROPOSITION 2. - Soit @ 20 , ¢ € cl’k(aM) si (E1.1), ¢ € CO’X(BM) si

(E1.2). Alors, pour f € CO’X(M) y U € CI’A(M) (resp. Ve CO’K(M) ), la fonc-

tion

B J,+oo _Bt jt A
u(x) =B (4 e expl- 4y (X ) aa ] £(x,) at)

(o) .t
+ Ex(£: o Bt exp[~ ﬁ) w(XS) dAS] ¢(Xt) dAt)

appartient & CZ’K(M) et vérifie (B-Wu=f, (p-Lu=¢ (B>0).
b

1° On consid®re le processus X_ = ( , (X ), (§~7 ( )) de généra-
teur (W - B), (& 2.6), et soit P 1e temps 1oca1 canonique ass001e (théordme 3);
on sait que 'IB(t ’ w) = A“(t ’ (w s u)) = A(t Ao, w) , OU A est le temps local

canonique de X .

Soit s =.;; la famille de temps d'arrdt associé 2 .KB (§ 2.3).

Tt
Alors si
3 = {w | K# (w) € M pour tout t 3z 0} , F ='§B3] ,
t
TE'= Q,rF, (K: ) (Q? ) (PB x')x‘EBMu{é}) est un processus de Markov sur
] H
t t
oM (§ 2.3), car 'KB est portée par oM .
Désignant par (RB p)p>0 la famille des résolvantes de ‘Yg , On a (W e c(am)) :
+oo oo
B T - T 47P
Bo vt =5 [ IR et I, ) ax?
= Iam gg(x » v') ¥(y") olay') (formule (14))
— 1
=K y(xr) .
De 1la on déduit, en utilisant 1'équation résolvante vérifide par (R p)p>O et

(KB p)p>0 , que RB o = KB o Pour tout p > 0 ; c'est-a-dire que le processus ?g
H = ? ?
est le processus de générateur LHB .
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Si on pose, pour § € cl'”(am) (resp. CO’X(BM) ),

0 t
Foxt) =Byl el Jg o ) 2 40L ) o)

ona | € (D(TB) , et (9 - fﬂ—é)v = {¢ (voir appendice 2).

D'autre part, avec les hypoth®ses faites sur ¢ , on peut appliquer les théore-
mes 3 et 3' de 1l'exposé 4 & l'opérateur ¢ - L ; donc il existe ? € CZ’K(BM)
telle que (¢ - LHB)$ = ¢ . Mais | € @(fﬁg) ,etona (p- fﬁg)(& -§) =0, d'ou
T;;- = 3 , puisque ¢ - —L_I_I-g est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe intégra-
ble (Appendice 2).
- B o
T =B, 0 eml- §) o) as] 4(x,) aE)
s

oo
=§B,X,(f0 expl- I, o(X,) aEf1 4(X,) a2D)

+oo u t
EX,(IO Be—Bu du ~r0 exp[ - IO cp(Xs) dAS] \h(Xt) dAt)

+oo t
EX,(-FO &P exp[- IO p(X) da] ¥(xy) aa)) .

Il

Si on pose u, = HB v, u, appartient a Cz’x(M) et vérifie (B - W)u1 =0,

(cp - L)u1 = § ; en utilisant la formule (16), § 2.7, on obtient :

+oo t
u () = B, §(x) = 5 (" By, [ e expl- [ olx) s 4(x,) aa,)
~+co t
= EX(IT o BY exp[- fo o(X,) dAS] $(X,) aa.)
+c0 t
= EX(IO 6 P? exp[- fo cp(Xs) dAS] q,(xt) dAt) car A(T) = A(0) =0 .
2° Soient
e
v(x) = EX fo e—at f(Xt) dt
00 t
w(x) = 5.0y o expl- ) o(x) and ofx,) v(x,) aa)

v appartient & 02’)\(1\’1) et vérifie (B-W)v=Ff, Iv=0.
CZ,K(

M) et vérifie (B - W)w

le 1°), donc si on pose u

W appartient & 0, (p-L)w=q9pv (d'aprds

5, =V -W,ona,

wy e M), (B -Wuy =1, (0= L, =qv =g

I
o
L]
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On va transformer 1'expression w(x) (on rappelle que toute fonction sur M est

prolongée par la valeur O nu p~int & , eb qu~ X _(w) =8 ) :
+co t +co
- -pt -Br
w(x) = EX(IO e exp[ - ’fo cp(Xs) dAs] p(%) Ext(fo e f(Xr) dr) dAt)

Soit (Tt) la famille de temps d'arrét associé a At .

oo Tt _BT +co
a0) = 5.0 enl- & ax) arder de tr dy e elr) w) a)
Tt T
£
e} .Tt - o
= EX(IC;F exs[- JO o(x ) aa_] cp(th) o fo e PT f(xmt) dr dt)
+oo Tt +o0
= E (fo exp[~ fO e(X) aa ] (X ) IT BT £(x_ ) dr at) (prop. de Markov)
X s s Ty '+ r
+o0 t +co
= EX(IO exp[~ IO cp(Xs) dAs] cp(Xt) J\t e BT f(Xr) dr dA'L')
+0 t +00
= Exdo exp[~ Io o(x,) da_l o(x,) -fo & PT £(x ) ar aa,)
40 t 4
- EX(.fO cxp[- Io p(X,) dAS] o(X,) ‘fo e BT f(Xr) dr da,)
= Wl(x> - ,(x)
t +w -
w0 =8 el ) olr) andz) an)d) o s en}

]

(el

P
OL—';E

400 o
..Br - ol Vo ] _Br N
e f(“r) dr) - EX(,xp_- fo (Q(XS, CLAS] o © f(Xr) dr)

wz(x) = EX(-J: exp[- Io cp(Xs) dAs] cp(:a:;t) Jo o Pr f(Xr) ar dAt)

='Ex(fgw e PT £(x,) ar Irm exp[ - f; o(X,) dAS] o(X,) dA,)

= Ex(f;-oo o PT f(Xr) exp[~ J‘g cp(Xs) d.AS] ar)

+0 ©
- EX(IO BT f(Xr) exp[ - J: cp(XS) dAs} S
d'ou

w(x) = EX(J:m e B” £(x_) ar) - Ex(«rgm e BT £(X_) expl- -for o(X,) da_] dx)

et
uy(x) = vlx) = wlx) = ([ o eml- [ o) an) £(x,) ax)
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D'ou l'expression de u = Uy U, qui appartient a Ce’k(M) nt vérific
(B-=Wu=°f, (p=-Lu=y.
Co Q. Fo D.

PROPOSITION 2'. — Soit ¢ € cbMam) st (B1.1), o € O Mam) si (E1.2) ;
h
=20 et - # 0 lans chaque composante connexe de oM . Alors, pour feECO’ (M),
Ve cl’k(aM) (resp. V€ CO’X(aM) ), la fonction

t

-+ + +c0
exp[ - fo m(xs) dAs] f(Xt) at + B Jg exp[ - L} @(XS) dAs] w(xt) dA,

u(x) = EX jg

L-appartient P CZ’K(M) et vérifie -Wu=f, (p-Lu=y .

. _ _ —— =1 . _ - R p
Soient L' =L -0, Ké,O = - (L'HB) ’ GO,B = (B JL,) ; ces opérateurs

existent pour B > 0 (théordmes 1 et 2).

Pour >0, on a (proposition 2) :

' R L T
(18) G g f(x) + Hy KB’O y(x) = EX( o ¢ expl-dy @(Xs) dAS] f(Xt) at)

I+oo Bt ‘J..t
+E (4 e exp[- g (X)) aa d (x,) aa,)
k(M) y Y € Cl’X(BM) , puis pour f € c(M) , VIS c(dM) , les deux

membres aéfiniczar’ des opérateurs > 0 .

pour f € CO’

Soit vB la ecluticwa de (B - W)V =0, =L'v, =4 (B > O) ; on a

= H K! o ¢ plus -~ W - = - L' (v, - v =0 donc
) 5 d'ou

— = ! { N
vo VB GO,O\BKQI

llvg = vgll < Blleg ol -lvgl = oliag oll-lIEg Xy o vl < Bl oll 1Ky oll-Hlull -
On a dor- lim E_ K! s = Hy K! v 5 de méme 1lim G} f =G} f .
620 B 8,0 0 70,0 80 0,8 0,0

On peut donc passer 4 la limite dans (18) lorsque p —>» 0 , d'abord pour

f e C+(M) y © € C+(5M) , puis pour f , ¢ continues (par additivité).

Ceci démontre la proposition pour f € CO’X(M) , @ € Cl’k(aM) , Tesp. Co’k(BM)

d'aprés les corollaires des théorémes 1 et 2 appliqués & 1l'opérateur L' .

PROPOSITION 3. - On a, pour p>0, B>0, p+p>0,
-pA
-pt P4
{19) KB,P o(x') = E_, £:® Pt e @(Xt) da, , o € ¢(aM)
. ) —oh
, (20) Gp g f(x) = E, ﬁ:w Bt Tt f(Xt) at , p € c(m) .
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C'est une simple conséquence des propositions 2 ot 2' en nbservant que les doux

membres sont des opérateurs positifs.

2.9. Interprétation stochastique de la condition L (L=r1) .

Soit (Tt)t>0 le changement de temps associé au temps local canonique At 3

puisque At est portée par oM , Y=Q , F, (XTt) , (eTt) ’ (Px)xeaMu{ﬁ}) est
un processus de Markov sur oM (§ 2.3) ; soit (Rp)p>O sa résolvante.

On a, pour o € c(am) :

Il

Rp cp(x‘) EX'(J'(:OD e-pt (p(XTt) d‘t) = EX,(J::OO e-pAt cp(Xt) d.At)

Il

Ky 0 o(x") (proposition 3, formule (19)).
’

D ———

Ce processus est donc le processus de résolvantes (KO ) de générateur LHO,
b .

p’p>0 "’
d'ol :

THEOREME 5. — Le processus déduit de X par le changement de temps associé au
temps local canonique At est le processus de Markov sur oM , de résolvantes

L(Kb,p)p>0 , de génerateur LHO .

COROLLAIRE. - On a Px’ (At >0 pour tout +t > 0) =1, pour tout x' € dM .

e

ona {w:; At(w) >0 pour tout t >0} = {w ; Io(w) = 0} .

2\

D'autre part, le processus (XT ) est associé & un semi-groupe de Feller sur
oM , donc il vérifie la conditiontde normalité (N) (§ 2.1), c'est-a-dire qu'on a

P, {XTO =x'} =1 . D'on

Py {a, >0 pour tout t > 0}

Il
av]

{1, =0} =B (P  {3,=0})
0
Xl

Ce corollaire montre que la fonctionnelle At est non seulement portée par oM ,
mais qulelle a pour support oM (voir [5]), ce qui justifie son nom de temps local

sur oM .

Remarque 1. — Soit § >0 , ¢ € CI’K(BM) et L' = 4L (voir § 2.4, remarque) ;
WL = WL' , et on peut se demander quelle est la fonctionnelle qui fait passer du

processus X au processus de générateur L'HO . C'est 1la fonctionnelle

t
Al(w) = fo vz aa .
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En effet, soit (T%) le changement de temps associé a A ; le processus
Y' = (XT%) est un procnssus sur aM ( Al oat évidemmont aucsi portée sur M ) 3
soit (Ré) la résolvante de Y' .
On a, pour o € Cl’x(aM) , p >0,
'

J“+<:\<> " I+m -p H
1 -p - 1
E 4y e m(xT%) dt =E_J) e @(xt) dal

]

Ré m(x’)
+o t
e () exl- o dy v @) 0xy) vHE) @)

il

D'ou (pxym1 - LHO) Ré p = ¢¢_1 (proposition 2'), c'est=-a~-dire
(p - y1Hy) BRI @ = (p - L'H) Ri 9 = ¢
C. Q. F. D.

Remarque 2. - Dans le cas considéré ici, on a LHO ¢ =Qp + To +-§% HO ¢ . D'au~
tre part, le théoréme 5 signifie que la trace de X sur oM , "observée" gréce a
une échelle de temps convenable, est le processus de générateur LHO , le terme
Q+7T caractérisant son déplacement sur oM , le terme -é% HO @ ses séjours a

1tintérieur (qui, observés du bord, apparaissent comme des sauts de M en oM ).

On peut donc dire de fagon assez heuristique que le processus X de générateur
WL "fonctionne" de la fagon suivante : & 1l'intérieur, il se "déplace" comme le
processﬁs de géndérateur (W , ®) ou ® = {u | u € Cg(M) ’ YO Wu = 0} (voir
§ 2.7, théordme 4) et que, arrivé au bord, ou il glisse (terme Q ), ou il saute
du bord sur le bord (terme T ), ou il rentre & 1'intérieur (terme g%-HO ) s ces
dernidres opérations se déroulant pendant une durée négligeable (de mesure de

Lebesgue nulle) par rapport au temps naturel.

2.10. Interprétotion stochastique du coefficient & .

On considére toujours le processus X de générateur 'W; avec L=T, et on
cherche & construire le processus Y de générateur W ou L' =1L - 8W , avec

Ll
6 € cl’x(aM) si (E1.1), 6 € CO’K(BM) si (E1.2).

t
Soit Bt(w) =%t + Ié G(Xs) dAS : Bt est une fonctionnelle additive continue de

X , soit (ot) la famille de temps d'arrét associé, et considérons le processus

Y=(a,r, (xct) , (egt) ,» (B))  (voir § 2.3).

Soit (RB)B>O la famille de résolvantes de Y ; on a, pour f € CO’X(M) ,



6-30

o ~pB
Ry £(x) = E (I+ Pt f(XGt) t) = Ex(xjm 0 PP £(x,) 4B,)

I
=
N/\
3
8
(0]

t
0 -Bt exp[ - J.O BG(XS) dAs] f(Xt) at)
o %
+ EX(J.;r e P exp[- jo po(x,) aa ] £(x,) 8(x,) da.) .

Donc (proposition 2, § 2.8) R_ f vérifie 1'équation

B
(B-W)RBf=f, (BG-L)RBf=6f ;
qui peut encore s'écrire
(g - w)RB f=1f, (W = L)RB f=0 3

on obtient donc le théordme suivant.

THEOREME 6. - Le processus déduit de X par le changement de temps associé a

t
la fonctionnelle By =t + J; a(xs) aA (6e Cl’k(BM) si (B1.1), & € co’x(am)

si (E1.2)) est le processus de générateur W;T ,ou L' =L - 8W .

Remarque. - La fonctionnelle At ne chargeant que oM , le changement de temps
associé & Bt ¢ modifie pas la loi du temps sur une trajectoire tant que celle-ci
est a4 1'intérieur, par contre elle retarde cette loi lorsque la trajectoire atteint
le bord (Bt > t) . Le coefficient & peut donc &tre considéré comme une densité
¢e "glue" zur le bord, qui retarde le processus Y , qui, par ailleurs, "fonctionne"

exactement comre X , lorsqu'il atteint le bord.

Appendice 1.
wes semi-groures construits possddent la propriété (D) (exp. 3, th. 5.4).

PROPOSITION 1. - On considdre un couple (W , L) défini dans 1'introduction,
o L est transversal et satisfait & (El.1) ou & (E1.2). Alors, pour tout €>0,
pour tout compact K c It , pour toute g € 03’K(M) (ge Cz’k(M) si L satis=-
fait a (E1.1) et 6 =0 , ou & (E1.2)), il existe f € C2*MH) telle que f =g
sur K, |f-gl<ge, u=0.

—

Vu les hypothéses faites, on peut appliquer au couple (w , L) 1les résultsts de

la premidre partie, en particulier les théorémes 1 et 2.
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l: LEMME 1. - Soi~nt € >0 , y = c*am) ( ¢OM@M) si (E1.2)) ; rlors il
ﬁxiste~¢u%€'02’xﬁM7 telle que Iu = § , HuH <€,

Soit B >0 ; il existe ¢.6~02’k(8M)” telle_que LHB p==-y ,et ve C2’X(M)
telle que v =0, |v - HB g/l € € (par exemple B'GB, HB ® pour B' assez

grand). Il suffit de prendre u =V - HB P .

LEMME 2. - Soient € >0, K un compact <M , ¢ € e Mam) ( co’)‘(aM) si
(E1.2)) ; alors il existe he C°’M(i) telle que h=0 sur K, |jnj<ce,
Ih = ¢ .

On choisit une fonction © de classe C° nulle sur X , et valant 1 sur un

voisinage de OM , avec HBH =1, et on pose, pour u € C2(M) ’ Le(u) = L(ou) .

Le est un opérateur frontiére de Ventcel' qui satisfait, en mfme temps que L ,

soit & (El.1), soit & (E1.2). De plus, si L est transversal, Le est transversal
(car 6 =1 au voisinage de oM , et t(x! s %) = + o entralne que, pour tout
voisinage V de x' , t(x' , V) =+ ). On peut donc appliquer le lemme 1 & 1'o-

2’)\(M) telle que Le(v) =14 3 HV”-S € . On prend

pérateur Le : il existe ve C
h=eV.

CG QB F. D.

On applique le lemme 2 & ¢§ = ~ Lg (on remarque que, si 1l'on a (E1.2),
ge ¢2M) entratne Ige cO'Mu) , sil'ona (El.1) et §=0, ge c2' M)
entraine ILg € CI’A(M) , si 1'on a seulement (El.1), g € Cz’h(M) entraine

Lg € Cl’X(M) , car on a choisi W de classe c® ). I1 existe h € CZ’X(M) tellie
que |lhl £ e, h=0 sur K, Ih=-Lg. f=g+h ales propriétés voulues.

Remarque 1. - La proposition ci-dessus entraine que les semi-groupes construits
dans la premidre partie (théordme 2) de générateur (@A , A) = f@L , W) ont la

propriété :

(D) Pour tout x e n , 11 existe un voisinage V de x tel que, pour toute fonc=

tion f e ¢(M) et tout € >0 , il existe une fonction u € ®, telle que

A
lu-fl|<e, uw=Ff sur V.

Cette propriété (D) a été prise comme hypothdse dans 1'exposé 3 pour analyser la
forme du générateur infinitésimal d'un semi-groupe de Feller sur une varidté com-

vacte & bord (voir exp. 3, th. 5.4).

Remarque 2. -~ Dz Za prwesnciticn. 1, on déduit le résultat intéressant suivant :
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PROPOSITION 2. - Soit un opérateur frontidre L =T (c’ost-d-dire § =0 ),
transversal et qui satisfait & (E1.1) ou & (El.2). Alors, pour tout € >0 , pour
tout compact K c i , pour toute g € 02 X(M) , 11 existe f € 02 X(M) telle que
f=g sur K, |[f-g/<e, Iu=0.

L.
En affet, on associe & L un opérateur W régulier (de diffusion elliptique par

exemple), et on peut appliquer au couple (W , L) 1la proposition 1.

Appendice 2.

PROPOSITION. - Soient E un espace compact métrisable ; (Tt)tzo un semi-
groupe de Feller sur c(E) , de générateur infinitésimal (o, ®A) , de résolvan-
tes (RX)K>O s X=(Q,F, (Xt) , (et) , (Px)) le processus de Markov associé

(voir & 2.1) 3 ¢ une fonction continue non négative sur E . On pose
© t
ﬁ}\ f(x) = EX(J: NG exp[- Io cp(XS) ds) f(Xt) at) , (£ € B(E)) .

AMlors la famille (ﬁx)x>o est la famille de résolvantes d'un semi-groupe de
Feller sur C(E) . Si (X, ®_.) est son générateur infinitésimal, on a @A = @K,
K = A - @I . De plus, si Ry existe, ﬁo existe.

Rh est un opérateur positif de B(E) dans B(E) . On pose Mt = expE—J‘ ngds]

alors M, =M. .M o 0 (t,s>=0).

t

On a successivement :

1o |1&, ol < el IRyl < 5 Ul

(A =) EX(J’;co My EX (f M f(X ) ds) dt)

It

20 (A =) R, RLL £(x)

At -8
(A =) EX(J: e M, Io e M, o 8, f(Xsoet) ds dt)

EX(J:OO (A = p) e"()"*")'G f,:m e M M f(XS) ds dt)

]

-E(J*”e-usm £(Xx) ds)
- TxM0 s s S

- EX(J;Qo e W8 M f(xs) .f:o (A - p) e‘("”“‘)t at ds)

ﬁp f(x) - ﬁl (x) .

3° R, = (1 + Ry 3) ﬁl , ou § désigne l'opérateur multiplication par ¢ .
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En effet,

R, (o, £)(x)

EX(J‘;Q° o™ o(x,) Ext £:° oM u_ £(x) ds at)

It

oo} - Q0
-\t -As
Ex(£: o™ o(xy) ﬁ: e M o 0y £(X ) ds ab)

© t u
o (57 ox,) expld; o(x) as] {f & expl- I 0(x,) av] 2(x) @)

it

At ® A\t
- E, ﬂ:w e M, f(Xt) at + B_ ﬁ: e f(Xt) at

(intégration par parties)

R, f(x) - ﬁx £(x)
4o & (c(B)) = c(E) .

Pour A assez grand (A >l9||) , I+ R, & est inversible dans ¢(E) , et on a

B o= (I+R §) ' R , donc, si fec(B), § fec(E) .

Pour u quelconque, on a, d'apres 2°,

~

RO+ (w-ME] =%
ou A est choisi > Hm“ R

A

TORRV: N PECEE D

d'aprés 1°, donc I + (u - K)ﬁk est inversible dans C(E) , ce qui donne

Ru(C(E)) c c(B) .

50 xﬁx f s f , fe C(B).
A—+oo

E £ - = [(1+r D)7 ar £ (pour A > oll )
Sz + R ®)7h - T} ARy || + [ARy £ - 1
< +r &) - 1| + ARy £ - ]| —> 0, cur IR =1

6° D'aprés 1°, 2°, 5° et compte tenu de 4°, (ﬁh) est la famille des résolvantes

d'un semi-groupe de Feller sur C(E) (théoréme de Hille-Yosida).

7° Pour A > HQH ,

(I+R 8)f=R g <> f= R, e (f, ge ¢(B)) ;
donc

e, <= (1 + Ry 3)f e, <=> feb (car Rx(wf) €0, )

A A
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d'ou @A = @1 .
8° Toujours pour A > ||¢||

Ex(x - (A -38))f

(1+8 7 R((L-4)+8)r  (fe0,)

1l

(T + R, 8)~l (1 + R §)f=f .

Donc A = A - =4 -l .

Aggendice 3.

PROPOSITION (11). - Soient E un compact métrisable, (® B) un opérateur

B 9
lindaire de C(E) dans C(E) . On suppose :

(1) @B est dense dans C(E) .

(ii) I1 existe un ouvert EO , dense dans E , tel que, si f € @B atteint un

maximum positif en x € EO , 11 existe x' € E tel que f(x) = £(x'), Bf(x") <0,

AMors (® B) est préfermé.

B 1

Soit {un} une suite de @B telle que 1lim u = 0 et que 1lim Bun existe

Nerteo Nt
(dans C(E) ). Il s'agit de montrer que 1lim Bu_= 0 .
N n
Supposons que lim Bun prenne une valeur strictement positive, alors, puisque

N—o
E est dense dans E , il existe x, €E tel que lim Bu (x ) > 0 . La conver-
0 0 e 10

0
gence étant uniforme et EO ouvert, on peut trouver un voisinage de Xy Uc EO,
€ >0, et pelN tels que Bun(x)'> € pour x €U et n>p . D'apres (1), i1
existe h € @B telle que h(xo) >1 , h(y) <0 si yeENT.
-1 .
On pose u! =u + e(1 +||Bhj|)"" h (u£ € @B) . Ona lim uﬁ(xo) >0,

n—o
lim u'(y) <0 si y e EN U ; donc on peut trouver q > p tel que
n—+te

u'(xo) > sup u'(y) .
4 yEENT
D'aprés (ii), il existe x' tel que uq(x) = uq(x') et Buq(x') < 0 . On a néces-

sairement x' € U , mais alors :
Bué(x') = Buq(x') + e(1 + HBhH)"1 Bh(x') > Buq(x') -e>0 (puisque q=p ) .

Ce qui entraine que 1lim Bun ne peut prendre des valeurs > O . De méme pour les
N+
valeurs < 0 , d'ou la proposition.

(11) Cette proposition est due & VENTCEL' [9] dans un cas particulier et & SATO
et UENO [6] sous la forme donnée ici.
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