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AXIOMATIQUE DU PROBLÈME DE DIRICHLET ET PROCESSUS DE MARKOV

Philippe COURRÈGE Pierre PRIOURET

Séminaire BHELOT-CHOQUET-DENY
(Théorie du Potentiel)
8e année, 1963/64, n° 8 14 et 28 mai 1964

On considère un processus de Markov X ayant ses trajectoires continues, et on
étudie certaines relations entre le semi-groupe de transition du processus X

d’une part, et d’autre part la famille de noyaux harmoniques constituée par ses
répartitions de sortie des ouverts relativement compacts envisagée du point de
vue d’une axiomatique (BRELOT ou BAUER) du problème de Dirichlet.

On situera, au § 1.4 ci-dessous, les problèmes envisagés de façon plus détaillée
après avoir précisé la situation étudiée ici aux paragraphes 1.1, 1.2,. et 1.3.

On a reporté en annexes les démonstrations de divers résultats de la théorie des
processus de Markov utilisés ici, sous une forme ne figurant pas dans la littéra-
ture classique sur le sujet, et en appendices diverses que stions connexes.

La matière du présent travail a fait l’objet d’exposés (en plus de ceux du Sémi-
naire de Théorie du potentiel) aux Journées probabilistes de Rermes, en avril 1964,
et au Séminaire de Probabilités, en mai 1964.
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Première partie

Description de la situation étudiée.

1.0 Notations topologiuqes.
On désigne par E un espace localement compact à base dénombrable (L C D) non

compact , par E u son compactifié d’Alexejndrov, et par U(E) (ou enco-
re U ) l’ensemble des ouverts de E relativement compacts dans E .

On désigne par p une distance sur E compatible avec sa topologie ; et pour
E &#x3E; 0 et on pose

Si A est un sous-ensemble de E , on désigne par àA la frontière de A

(dans E ).

On désigne par ) la tribu borélienne de E et par

Ër. sa complétée universelle, et on identifie, comme d’ordinaire y
6

l’espace B(E) des fonctions n1wJériques boréliennes bornées sur E , au sous-es-

pace de fermé des fonctions nulles au point &#x26; .

On désigne par (resp. l’espace des fonctions numériques
continues sur ’E , à support compact (resp. nulles à l’infinie bornées).

On désigne enfin par ~(E) l’espace des fonctions numériques sur E , boré-
liennes bornées et à support compact.

1.1 Familles de noyaux .harmoniques. .

1.1.1 l Définition (~).
On appelle famille de noyaux harmoniques sur E , une famille 

noyaux (positifs) sur l’espace mesurable (E , (8~) ayant les propriétés suivantes:
Si U E ’U, V ~ U et U alors rv = % IV .

(1) Voir la remarque de l’appendice 2 (Ap 2.2) où est discuté le choix de cette
définition.
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(H~) Pour chaque U ~ la mesure est portée par OU (2) si

et .) si x  U .

(H) Pour chaque U ~ U et = 1 .

Les propriétés et (R-) permettent de noter sans ambiguîté l’inté-

grale dy) 03C6(y) , eu (p est une fonction universellement mesurable et

bornée sur et où xe?.

1.1.2 Famille de noyaux harmoniques associée à une axiomatique de.Brelot.

On se donne sur E (supposé connexe) un faisceau de fonctions continues satis-
faisant aux axiomes 1.2.3 de Brelot, et on pose (avec les notations de BRELOT [2])
pour tout U ~ U et f e C(E) :

La famille ainsi définie, satisfait aux propriétés (Hl) et H2) (voir
BRELOT [2J, pages 84 et 11)) ; elle satisfait aussi (H3) si les constantes sont

harmoniques.

1.2 Famille de noyaux harmoniques d’un processus Markov.

1.2.1 Processus de Markov sur E .

On désigne par ce vocable un processus de Markov homogène:

à valeurs dans (J), normal ( x} = 1 pour

tout x e E~ ) , ayant toutes ses trajectoires continues à droite et absorbées Dar
le point c , et fortement markovien Par rapport à la famille (FXt)t0 de ses

-------~--------_....._------------....------------._---------------- 1118 ~ --Â -------~

(2) ôU désigne la frontière de U dans E .

(3) Voir, à ce sujet, [5J chapitre IV, et [6J : X n’est pas nécessairement un
processus canonique; Wc est Un élément de (2 tel que XO(Wt) = c , et pour

et une application de (2 dans (2 telle que Xt+h
pour tout h g 0 .
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tribus définitives (~).
Un temps d’arrêt par rapport à la famille (FXt) de tribus est appelé temps

d’arrêt de X .

Si r c E  on désigne par 4 (ou Or) le temps de sortie (5) de r pour le

processus X :

Si F ~ 03B2E , 03C3XF est un temps d’arrêt du processus X .

On dira que la trajectoire de 03C9 ~ Q est continue, si l’application t ~

est continue en tout point t E (0 , o~(~)( . On dira que X est continu s’il a

toutes ses trajectoires continues.

Le semi-groupe de transition de X est noté (N.) (6) (ou (N.) ) ~ le poten-
tiel et la résolvante correspondants, IL. (ou et (~) (ou (R~) ) respec-
tivement.

1.2.2 Répartitions de sortie d’un processus de Markov.

Soit X un processus de Markov sur E . Pour chaque x e E , r ~ 

(4) F" désignant la tribu sur Q engendrée par les variables aléatoires X

(s t), la tribu F. est obtenue en la tribu FXt+ = F! P’ les 
8

sous-ensembles des ensembles de FX , P -négligeables pour toute répartition ini-
tiale  .

On notera que É est identique à sa complétée universelle et que F. = f1 T"

pour chaque t  a , ce qui permet d’obtenir la mesurabilité des temps d rentrée
au moyen du théorème de projection des ensembles mesurables (voir chap. Il,
n° 4.7 et 5.1).

On notera aussi que ces tribus définitives ne sont exactement ni celles intro-
duites par MEYER (voir [14] , l 161 et [5]) puisque l’on complète F; et non Ft ,
ni celles considérées par DYNKIN (voir [11] n° 3.2.1)~ puisque la complétion de
F~ est faite par rapport à Fcv et non intrinsèquement.

(5) On notera que or désigne le temps de sortie de r , et non point le temps
de sortie de F après 0 qui sera noté ici 4

On rappelle la c onvention = o pour tout ~)~ 0 .

( ) On notera que (N") est un semi-groupe borélien, puisque X est supposé à

valeurs dans (E Ó ’ ll1: ) .à
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posons :

n; ainsi défini est un noya.u sur l’espace mesurable (E , appelé classique-
ment répartition de sortie de B (7) (pour le processus X) ; on notera couram-

ment 113 au lieu de É si confusion 

Pour chaque r E B(E) et x E E , on a

Etudions alors dans quelle mesure la famille de noyaux est une famil-

le de noyaux harmoniques sur E au sens du n° 1.1.1 :

La propriété (Hl) résulte de la propriété de Markov forte de X et de la rela-

tion av = i + 03C3V (, 6 (ou U eV ) (8). La relation .) = E:x si x f U

résulte de la normalité de X et de la relation U} e = o} . Enfin, en

vertu de la continuité à droite de X, quel que soit x E 

est portée par E’U .

On a, de plus, les résultats suivants relatifs aux propriétés et (H3) :

1.2.3 Propriété et continuité des trajectoires.

LEMME. - Supposons que le processus X soit tel que, pour P -presque tout
W E Q pour chaque x, la trajectoire de w possède une limite à gauche en

tout point t E (0 , 

Alors, pour que la mesure 4(x , .) soit portée par OU pour tous U E U

et x il faut et il suffit que X ait ses trajectoires PX-presque sûre-
ment continues pour tout x E E .

En outre, dans ces conditions, il existe un processus de Markov, continu, équi-
valent à X , et ayant mêmes répartitions de sortie.

(On trouvera une démonstration élémentaire de ce lemme en Annexe 1.)

(7) On aura soin de ne pas confondre la répartition de sortie de B , introduite
ici, avec les "Hitting distributions" de la littérature anglo-saxonne, qui sont
définies par la relation (1.2.1) eu le temps de sortie crB est remplacé par le
temps de sortie a~ après 0 .

(8) On rappelle la convention = 03C903B4 pour tout 03C9 E Q .
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Remarque 1. - Ainsi, l’existence de limites à gauche pour les trajectoires,

jointe à la condition (H 2 ~~ entraîne leur continuité. En vertu de ce résultat nous
considérerons, dans la suite, seulement des processus continus.

Remarque 2. - Si X est un processus continu, pour chaque U est un

noyau sur l’espace mesurable (E y S-) .

1 . 2 . 4 Propriété (l-L) et comportement à l’infini des tra.jectoires.

IEMME. - Soit X un processus de Markov continu sur E . Les propriétés sui-
vante s sont équivalentes s~ ’ Pour tout U E U et x e E ,

(H3~ Pour tout et x E E ,

(H!J) P -presque sûrement pour tout x e E, ~ est point adhérent à la tra-

jectoire de jj lorsque tf (t ~~(~))"
Si, de plus, pour tout 

lim Xt existe (dans Px-presque sûrement sur {1:E  + 

ces propriétés entraînent aussi que :

(HJ3° Px-presque sûrement pour tout x OE E , la trajectoire t ~ yt (03C9) de 03C9

est continue en tout t E (0 , + co( .
X possède alors la propriété de Blumenthal (autrement dit, est un processus de

Hunt).

Ces propriétés réclament une simple vérification, compte tenu des relations

et

~ù (g est une base dénombrable de la topologie de E continue dans U(E) , et où
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Aï(w) est l’adhérence (dans E6) de la trajectoire s -+ Xs(w) de w lorsque

s t t ( s  t) .

Remarque 1. - La propriété (H3) (pour le processus X ) est généralement expri-
mée en disant que les constantes sont harmoniques (pour le processus X ) . Gette

terminologie est évidemment justifiée par l’introduction des fonctions harmoniques

(n° 3,1 ,1) .

Remarque 2. - Ainsi, intuitivement, la propriété (H3) exprime, pour un processus

, continu, que, P -presqce sûrement pour tout x , les tra,jectoires ne peuvent pas
x

mourir en restant dans un compact de E . En particulier, si le processus continu

X admet un point absorbant dans E , la famille ne possède pas la pro-

priété (H3).
.

1 . 3 Temps moyens de sortie. Processus

1 .3 ,1 Temps moyens de sortie des ouverts pour un processus de Markov.

Soit X un processus de Markov sur E . 0n pose:

pour chaque Be ~BE et chaque x E E ( )

La fonction 3§ sur E , ainsi définie , est appelée le temps moyen de sortie de

B pour le processus X .

Si G est un ouvert de E , la continuité à droite des trajectoires de X en-

traîne que

Si B. et B 2 sont deux sous-ensembles boréliens de E ~ tels que Bi C B2 ’
on a, pour tout x E E :

(cette propriété résulte immédiatement de la propriété.de Markov forte de X et

de la relation  03C3B1 +03C3B2  6 =03C3B2).

( ) ou encore B(X) , si aucune confusion n’est à craindre .
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1 .3.2 Processus induit sur un ouvert.

Soient

un proce ssus de Markov sur E (n~ 1.2.1) et G un ouvert de E .

On définit le processus induit par X sur G comme le processus tué au sortir

de G ~ autrement dit ( ) comme le terme

.ù

et

xG est un processus de Markov sur l’espace L C D G (au sens donné à ce voca-

ble au n~ 1.2.1)~ c ontinu en même temps que X .

Si est tel que U c G , on a évidemment

pour tout xeG .

1.3*3 Potentiels de Green et temps moyens de sortie.

Si G est un ouvert de E, désignons respectivement par (N~) le

’ n

potentiel, la réaolvante, et le semi-groupe de transition du processus 
X induit

par X sur G (n~ 1.3.2).

Si f est une fonction borélienne positive sur G , on a

De plus, en prolongeant le noyau RO à (E , ç) par 0 en dehors de G (ce

que nous ferons dans la suite) y cette relation subsiste pour tout x e E .

Si Gl et G2 sont deux ouverts de E tels que G2 ’ et si f est une

fonction borélienne positive sur E ,

(10) Voir à ce sujet [6J, ou [11] page 418.
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pour tout x E E

(même démonstration que pour la relation (~.3. ~~ ~ . En particulier, si U E U :

pour tout x E E (avec R~ = R~ ).
Par référence au cas newtonien, peut être appelé le noyau (ou potentiel) de

Green de l’ouvert G (par rapport au processus X ).

Ainsi, le temps moyen de sortie de G (pour X ) est identique au potentiel de
Green (de G ) de la fonction 1 .

1.4 Position du problème .
On considère un processus de Markov continu X sur E pour lequel les constan-

tes sont harmoniques (la famille de répartitions de sortie de X (nol.2.2)
est alors une famille de noyaux harmoniques sur E (n° 1.1.1 et 1 .2.2 à 1.2.5)) ;
on suppose que, pour chaque ouvert relativement compact U de E , la fonction 2§
(n° 1.3.1) est bornée et continue sur U .

On cherche alors à évaluer en termes du processus X , si possible au moyen de
son semi-groupe de transition, certaines propriétés de la famille de

noyaux harmoniques associée à X qui interviennent dans le cas d’une axiomatique
du problème de Dirichlet (n° 1.1.2) ; plus précisément, on étudie :
- dans la 2° partie, la forte fellerénéité des rt relation avec celle de la

résolvante de X ; résultats principaux aux n° 2.1.3y 2.1.7 et 2.2.1.
- dans la 3° partie, la résolution du problème de Dirichlet s

- fonctions harmoniques, caractère local, méthode alternée (n° 3.1 .2) ,
- conditions diverses de régularité des points frontière (n° 3.2.2) ,
- recherche d’ouverts réguliers (n° 3.3.2)~
- processus induit sur un ouvert régulier (n° 3.4.1).

- dans l’appendice 1 , on reprend le résultat classique de DOOB sur la convergence
stochastique à la frontière.

- enfin dans l’appendice 2, on montre comment la famille ( ~U ~ et la fonction ~
déterminent le processus X .

Historiquement, l’idée de calculer la valeur en x de la solution du problème
d.e Dirichlet en évaluant la. valeur moyenne de la donnée frontière aux divers points
d’atteinte de cette dernière pour une catégorie de trajectoires données au hasard


