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Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 11-01
(Théorie du Potentiel)
7e annde, 1962/63, n° 11 28 février 1963

FONCTIONS HARMONIQUES SUR UN GROUFE SEMI-SIMPIE
(a' aprés H. FURSTENBERG [5])
II. IES FONCTIONS HARMONIQUES

par lntoine DELZLNT

1. Introductione

Comme dans 1l'exposé précédent G désigne un groupe semi=simple connexe avec un
centre fini 3 K désignera un compact maximal de G, et G = KeS « On note
D= G/K le riemanien symétrique associé d G, et B(G) = G/H(G) wune frontidre
maximale de G (on rappelle qu'on peut choisir H(G) = N(S) le normalisateur de
S )e

Soit p une mesure positive sur G et de messe + 1 o On se propose de résous
dre 1'équation de convolution
(II.1.1) £(g) = / £lge') au(e') (g, &' € Q)

et de trouver une représentation intégrale pour les solutions de cette équation.
En fait on résoudra ce probleéme dans le cas particulier suivant 3

~ Ia mesure P est absolument continue par rapport & la mesure de Haare

- On cherche les solutions borndes de (II.l.l).
I1 va de soi qu'on voudrait bien pouvoir se séparer de ces hypothéses restrictivese.

Posons
L (9)(e) = Jq #eeg') am(e') (o € 1/(®)) .

Lt opérateur AH a quelques propriétés évidentes qu'on va mentionner 3

-Si fe I’ alors h(£) € L.

- Lp(f*f') = f *Ap(f') (fel’; e Ll) .

Le principal probléme qu'on aura & résoudre sera de donner un critére pour que
les solutions de (II.l.l) soient constantess On va d'abord s!occuper d'un cas par-
ticuliere

2+ les fonctions harmoniques.

4
DEFINITION 241e - On dit qu'une fonction f , définie sur le groupe G , est

harmonique si elle vérifie la relation



liaGe
(1I.2.1) £(g) = [y f(gkx) ak V x€G (g€ Gs keK) .

Remarquons que cette tormule généralise la formule de la moyenne sur 1'espace

euclidien :
f(x) = /“y“=0te f(x+ y) do= /éO(n) f(x + ky) dk (x, ve BP s k € S0(n))

(o do est la mesure superficielle sur la sphére de rayon HyH g et dk 1la
mesure de Haar du groupe spécial orthogonal) « En outre la formule (IIe2.1) est

bien un cas particulier de la formule (II.l.1) si on prend M= my * e, (x €G) »

PROPOSITION 2.2, - €i f est une fonction vérifiant (IIs2.1) et la relation
(11.2.2) f(kg) = £(g)

alors f est constantee.

Démonstratione = Comme f vérifie (II.2.2) c'est une fonction invariante &

gauche par les translations de K o En appliquant deux fois 1'équation fonction=

nelle on trouve :
£(g) = [y flex'e") ax' = [/ o £(kek's') dk k! = £(e)

ce qui démontre le lemme.

by

Les fonctions harmoniques, étant invariantes par les translations a droite par
K , sont en fait des fonctions définies sur D= G/K « Réciproquement soit £ ume
fonction numérique définie sur G/K o On dira que f est une fonction harmonique

si la fonction }(g) = f(gxo) est harmonique ( X, est le point marqué de D ).

’ ~
THEOREME 2.3¢ = Soit m 1'unique mesure de probabilité K-invariante sur B(G).
Si f est une fonction harmonique bornée sur G, il existe une, et une seule,

A
fonction f sur B(G) ~ appelée donnée-frontiére de f = telle que

£(e) = /(g £(e0) am(x)  (g€G; xeB®) -

De plus si h est une fonction mesurasble et bornée sur B(G) , la formule pré=-

cédente définit une fonction harmonique sur G «

Démonstration.

Existence : Soit Qf 1'ensemble des fonctions V¢ € LW(G) qui vérifient les

conditions suivantes ¢
ol < llell .

20 £(g) = [y V(gke') ak (g € @) o
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L'ensemble Qf
pour la topologie faible de L°(G) - Comme Qf est borné, il est faiblement com-

est non vide car f € Q.. C'est un ensemble convexe, et fermé

pact, et G opére sur Qp par les translations & droite s g¥(eg') = y(g'g) « En
particulier le sous-groupe H(G) opére dans Qf s et il existe donc une fonction
y € Q, stable par H(G) , donc définie sur G/H(G) . Posons f(gH(G)) ¥(g) -

a alors 1'équation suivante @

£(g) = /K 'i"(gkg* H(G)) ak = /. K f’ gkx) dk = gﬁmKox(}) (x € B(G)) o

La mesure myeX st une mesure sur B(G) invariante par K , elle est donc égale

by

3 me On adone @
f(g) = gem(¥) = /B(G) #(gx) am(x) (g eG; xe B(G)) .

Réciproquement soit h une fonction sur B(G) bornée, et soit h(g) = g-m(h)

La fonction h est une fonction harmonique
t — y ]
J¢ hlekg') ak = /B(G)xK h(gkg'x) dm(x) dk .
La mesure /k keg'om dk est une mesure invariante par K ;, donc égale & m ;
ainsi on a bien 3
n(g) = /K h(gke') ak .
~ -

Unicité s Soit f wune fonction sur B(G) telle que la fonction /-f(gx) dm(x)
soit nullee. Supposons d'abord que f soit une fonction continue. Dire qu'une
suite g,°m converge faiblement vers une mesure 7 c'est dire que gnem(Q) con=
verge vers 7n(¢) pour toute fonction continue ¢ o Pour une suite convenable g,
la suite g,+m converge faiblement vers une mesure ponctuelle, donc ? est iden-

tiquement nulle. Si maintenant f est une fonction bornée quelconque considérons
la fonction s

B0 = oue) Hed) g yen(@ o
4lors %1 est une fonction continue; et on a
gen(})) = /B(G) %l(gX) dm(x) = /GxB{G) ¥(g') £(g'ex) dg' am(x) = O .
Done %1 = 0 pour toute Y dans I}(G) . donc } est identiquement nulle.

La formule de Poisson peut &tre énoncée pour les fonction harmoniques sur D .
Identifions D & un ensemble de mesures sur B(G) ¢ gK € D correspond & la
mesure gem sur B(G) . Soit alors p €D 3 pour toute fonction harmonique bornée
f sur D, ona

£(p) = p(2) .
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En particulier si T est une fonction continue sur B(G) , alors p(}) est
une fonction continue de p pour la topologie vague des mesures : si p - e
(messe ponctuelle au point x ) alors p(%) - £(x) « Linsi dans ce cas la fonce
tion f(x) peut 8tre regardé corme une partie des valeurs frontiéres de la fonce

tion £(p) : £(x) est le prolongement de f(p) & "la frontidre distinguée" de
D.

FROPOSITION 2440 = Si f est une fonction harmonique sur D= G/K, elle est
annulée par tout laplacien sur D s et est analytique.
Rappelons d'abord ce qu'est un laplacien sur D [2]

Soit f wune fonction sur D et A un opérateur différentiel sur D . On dit

que A commute aux opérations de G si
0e8(x) = (00)8 (x) = of(gx)  (ge @) .
DEFINITION 245+ = On dit qu'un opérateur différentiel sur D est un laplacien
si les conditions suivantes sont satisfaites
1° A est un opérateur du second ordre elliptique,
2° A commute aux opérations de G,
3° A1) =

Soient p, 1'image de 1'élément neutre de G dans D, et g 1'algdbre de Lie
de G, ¥ 1'algébre de Lie de K, et p 1'orthogonal de % pour la forme de
Killing s g= f & p « Soient (Xl y ove Xr) une base de t et (Yl g vee 5, Y

une base de P s Soit A un laplacien sur D : il sera complétement connu si on

)

S

le connait & 1'origine (& cause de la propriété 2°). On va donc le déterminer su
voisinage de pj ¢ Soient v= (vl g ess 5 V ) € ﬁ , et p= exp(2 v Y ) Py
Le point v détermine un systéme de coordon.nees au voisinage de Py * On a pour
toute fonction £ de classe H

2pg) = Alggm s +oe s ) ol vy 1) m)l g

+ L(-ag-l-’ coe ) f(exp(z V Y) pO)lV-O

ol Q est une forme quadratique définie positive et L une forme lindaire. Uti-
lisant la propriété d'invariance par K on a

(80)* () = 82(kpy) = B2(p)

D'autre part on a f(kng) = f(kgl‘:"l po) o En définitive on trouve s
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£(py) = (4 + L)(;;?,—l— y e s 3?,-;) Hexp(2 vy LAk Y) po)l o

Mais Ad k laisse p fixes Soit p(k) la matrice de 4id k dans p pour la

base choisies On voit alors facilement que
(0+ D) ) = (Q+ D(x  (kek; xek) .

En particulier L est invariante par K ; donc il existe Y, € p stable par K,
ce qui peut encore s'écrire [Yy, ] = 0: donc Yy e t, donc est nul. En défi-
nitive L est identiquement nule En ce qui concerne Q la condition écrite impli-

que certaines conditions. Soit p = gpy un élénent de D s

£(p) = Q(???I’ ,a-f’,j (g e v, 1) P lyg -

Pour tout opérateur différentiel /4 sur G invariant & gauche, on peut faire
correspondre un opérateur différentiel & sur D en posant Z&(gpo) = Af(gpo) .
L' application tangente de 1'espace tangent & G & 1'origine, dens 1'espace tan-
gent éA’D en Pq s est surjective et l'espace tangent en Pg stidentifie & p »
Soit A un relévement de A qui soit de la forme G + R oi R est une forme
quadratique Egs X, o 81 la fonction f vérifie 1'équation £(gk) = £(g) , on a
Rf = 0 et Af = Af o Liopérateur A reléve donc A . Supposons que R vérifie

1'équation :
R(Ad k Xl g °°0 Ld k Xr) = R(Xl g 0o XI') (ke K) .

Llors 1'opérateur A est un opérateur elliptique du second ordre sur G invariant

3 gauche et qui commute aux translations & droite par K .
Ao R =R o A (on a posé R, f(g) = f(gk) ) .

Démonstration de la proposition 2+4s = Montrons d'abord que f est de classe

C% o Soient (g) = f(gpo) ( Py e point marqué de D ) et ¢ une fonction

By

positive sur G indéfiniment différentiable & support compact et d'intégrale
+ 1+ 0na

~ ’ P -‘1
Jg £ % 0{gh) dk =/ gy ) o(y) dk dy = £(g) .
Soit alors 4 un laplacien sur D , on a
K _ - d
at(py) = (40)F (pg) = A(£5) (py) = Uggm s w0 s ) Jy S 2wy Ty pg ak
Mais si f est harmonique sur G, on a
[y £(ke) dk = £(e) .
Donc Af(po) = 0. Si f est harmonique € 1'est aussi, donc

Afg(po) = Af(gpo) =0 .
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Ce qui acheve la démonstration.

3¢ Quelques résultats préliminaires-

Nous supposerons par la suite que D est runi d'une structure riemannienne,
stable par G 3 quand on parlera de distence entre deux points ce sera toujours
relativement & une métrique riemennienne stable par G et notée d(pl ’ pz) .
On pose

Blp, e ={xeD; dlp, x) <e}

€ est un nombre réel positife

IEMME 3ele = Soit Q un voisinage ouvert de 1'identité dans G « Il existe
€ >0 tel que pour tout p dans D, 1l'ensemble Qp = {gps ge Q} contienne
B(p I} E) .

Démonstratione = On peut d'abord supposer que Dp = Pg Soit g=tep la

décomposition de Cartan de 1'algébre de Lie de G, et soit Q un ouvert de p
contenant 1'origines L'application p - D définie par x - exp(x) Py est une
application ouvertes Donc la frontiere de exp on est contenue dans 1'image de
la frontiére de Q o lontrons que d(py, exp on) = inf d(py sy @) o4 q par-
court la frontiere de exp on est strictement positife Ce qui achévera la démons-
tratione. ’

Prenons une base de g comme dans la démonstration du lemme 845 (exposé I)e
Soit ¢ 5+ G -+Mn, B) (n=dim G) définiec par ¢(g) = t:d(g) Ld(g) « On a
9(g) = I si ct seulement si g € k , et on peut identifier ¢(G) avec D, ce
qu'on fera par la suites Si pe D, on a gep= t./;d(g) pLi(g) « 81 x€ep
soient x, lesvaleurspropresd® ad x. ¢t || = sup X, o Soient a >0, et Q  la
boule ouverte de rayon a dans p , et FQa la frontisére de Qa o Comme G est
semi-simple, on a dét(lid exp x) =+ 1 , donc Tr(ad x) = 0« Si x € FQ& ,
la matrice ad x a une valeur propre supérieure ou égale & a/n s donc
u= exp(ad x) a une valeur propre A supéricure & e’ ™ o Soit Y un vecteur
propre de u § on a tY tu uy¥f= ?\2 tuu « Mais tuu est une matrice

symétrique définie positive, donc sa valeur propre maximum est
sup 82 tuw 2/%22 > % > 2B (ze R® - {0)) .
Donc toute matrice de (p(FQa) a une valeur propre plus grande que eZa/n .

La preuve du lemme est alors la suivante ¢
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Si Q est un voisinage ouvert de 1l'identité dans G , alors il existe a >0
tel que Q D> exp Qa s et ona Q.po D exp Qa.po o Comme 1'application ¢ est
ouverte, la frontiére de cp(Qa) est contenue dans tp(FQa) « Comme toute matrice

n

. 3 2 . .
de ce dernier ensemble & une valeur propre > e s 11 s'encuit que toutes les

matrices de D ayant une valeur propre plus petite que eZa/ B sont contenus
dans (p(Qa) o I1 s'en suit que Q.po contient un voisinage fixe de Pg s ce qui

prouve le lemmee

IEQE 3426 = Soient Q un ouvert de G, et Q" 1'ensemble des produits de n
éléments de Q « Si p; et p, € D, il existe n, ne dépendant que de o‘L(pl R p2)
tel que Q" p; n Q" Py £ 0 .

Démonstrations = On peut poser 0 = Qo.g ou QO est un voisinage ouvert de

1'identitée Il existe € > 0 tel que QO p contienne un ensewble B(p , €) «
Montrons que Q" po> B(g" p, ne) + Si n=1, Qo= Q, ep > B(gp , &) « Soit
qgeD, tel que d(p, @) <ne « Soit L la géodésique joignant q & g p; il
existe q; € L tel que
n .
d(g"p, q)) <(n=1) e et alq, q) <e .
e 1 e L
Corme Q™" p > B(g" py(n=1)e), ona
n—1 n
Q7 po2B(g p,y (n=-1) g

1
donc q; € g™ p « D'autre part Qp q; contient B(ql s €) , donc

.o

-1
qu(qlss)CQoqlCQOQn p’-:an o

Si d(pl , pz) < ne , alors a(g™ Py s g pz) < ne , donc gt p, € Q" p; « Come
g € @ , le lerme est démontré.

COROLLAIREe =~ Soit X wun semi-groupe ouvert de G, et soit p, et py, €D
alors Zpl n sz est non videe

COROLLAIREs = Sous les mBmes hypothéses, sl sk=G.

. 1 . P
Dire que g € ¥ 3K, c'est dire que Zg nZK# f, ce qui est quivalent a
dire que Zgpy n Ip, £ 0.

s s "l , . 0y
Remarques. = En général % ~ X n'est pas dgal au groupe tout entier. Si
b 0 -1
G=SL(2, R) et Z:(i d) (aybyc,y,d, >0, pour g:.—(l ols ona
Sg nT = f . D'autre part on ne sait pas corment se séparer de 1'hypothdése que I
est ouvert. Et cependant on en aurait tesoin pour étendre la théorie aux mesures

non absolument continuese
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IEME 3¢3s = Soient G un groupe localement compact, { une mesure de probas
bilité absolument continue sur G « Llors il existe un ouvert de G ob la mesure

p * g domine un multiple de la mesure dc Haare

I1 existe f € Ll(G) tel que du(g) = £(g) dg » Posons F(g) = / f(gg'l‘l) f(gl) dg;»
Ona du » u(g) = F(g) dg « Il suffit de montrer que F(g) est strictement posi-
tive sur un ouvert de G « Si cette propriété est vérifide pour f elle est véri-
fiée pour f' > f « Donc on peut supposer que f est bornée par un nombre M e
Llors F(g) est continue s

F(ee') - Fle)| < / [£(eg'e]") £(ey) - £leg) 2(ey)| dg,

< [ |2eg'e]) - £leg] )| ag, <1/ |(e'ey) - £g)| ag,

qui tend vers O quand g' tend vers e , donc comme F ne peut 8tre idemti-
quement nulle, on a F(g) > € >0 sur un ouvert.

Soient M un espace, et v, et Vv, deux mesures sur I, on peut définir
leur inf .
inf(v; , V) = sup (V)
Vv,

S

(On dit que p>v, si p(B) > v(B) pour tout borélien B c M ) Si v, et v,
sont deux mesures absolument continues par rapport & une mesurc g on peut défi-
nir inf(v; , v,) par

d(:‘mf(v1 , vz))/du = inf(dvl/dp y dvz/dp) .
Comme on peut prendre p = v; + v, , on voit que inf(v; , v,) est toujours bien

défini. On pose II\)H = v(M) pour toute mesure v sur M .

LEMME 3e4e = Soient u une mesure de probabilité sur G , absolument continue,
et pn la puissance n~iéme de H pour la convolution ; alors pour tout g > O N
il existe € >0, et n entier positif tels que, si Py et Py sont tels que
d(p; » p) <c, alors pn.pl et pn.p2 vérifient |jinf " Py s i p2|| > €

Démonstratione = D'aprés le lemme précédent on peut supposer que M domine un

multiple de la mesure de Haar sur un ouvert G; o Soit Q, un ouvert tel que

Q c Ql ’ Qz étant compacte Llors pn domine un multiple de la mesure de Haar
sur Qz e Soit m la restriction de la mesurc de Haar 3 Qn o 11 suffit de prouver
que pour un n , il existe € > 0, tel que ||:1.m?(7tpl , npz) >e, si

cl(pl ’ pz) < ¢ « Il existe un entier £ tel que Qg Py N Q? p; £ 8 si
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d(p1 ’ pz) < c e+ 11 existe g, , gy € sz tel que gy p; = g Py e Soit n' 1la
restriction de la mesure de Haar & Qz 3 alors n’gl sera une mesure définie sur
Q?, g, C 2+l
restriction de m & Q, g; « Donc n'g; < » De méme n'g, < m o Il s'ensuit

s et par 1l'invariance & droite de la mesure de Haar n'g, sera la

que n'g; Py < npy et n’gz Py < 7p, o Done
n'g p) =n'g, py < inf(np; , 7py) .
On en déduit
Hinf(npl R npz)H > || g; plu = mesure de Haar de Q2 .

Nous allons utiliser un prodédé de "marche au hasard" sur D « Soient

X; 9 X5y ees y X, une suite de V. A+ 3 valeurs dans G , indépendantes et de
mdme répartition p » Si ¢ est une fonction pm~intégrahle sur G, on a

E(p(x)) = /g vle) an(e)

Pour tout p € D, on définit une marche au hasard sur D en posant
Wh(p) =X K g oeee X .

PROPOSITION 3456 = Le processus wn est un processus de Markove Si f est une

fonction numérique sur D vérifiant 1'équation @

(I1.3.1) £(p) = /g £(ep) an(e)

alors le processus f o Wn(p) est une martingale.

Démonstrations = En effet on vérifie facilement que, pour tout ensemble A CD

borélien, on a
E(Wmlp eh | W p=x; WyP=x,3 0o W D= xn)
= E(wn-a-l p ek | Wnpz xn)

En outre la répartition conditionnelle de wml P connaissant wn p est la

suivante (on pose W p=x=g.K ) e
E(W,, pek | W op=x) =E(X g <Ak = /AK alp # ng)(g)

= Jq Xp(ex) ap(e) = p = W plxy)

(X, est la fonction caractéristique de A ). Si de plus f vérifie 1'équation
(I1.3.1)

E(foW ., p| W)=/yp f(ey) anle) a(iy p)(y) = £(W, ) .

Ce qui acheve la démonstrations



11-10

l \
THEOREME 3e6e = Soit f une fonction bornée sur D vérifiant (IIe3s1), alors

f est une fonction constantee

COROLLAIRE le = Soit f une fonction sur G vérifiant les conditions suivantes :
- f(kg) = £(g) (keX, geo)

- 2(g) = /g £(gg") ap(e)

- f est bornée sur G .

Alors f est constantee

Démonstration. =~ Comme f vérifie (II.3e1) les f o Wn forment une martingale j

comme f est bornée le théoréme de convergence des martingales s'applique [8],
et £f oW (p) converge pour tout p quand n - « avec la probabilité 1 « Posons
¥(p) = lm £ oW (p) « Clest une Vo Ae de p, et on a £(p) = E(y(p))

N0
Donc si on montre que Y(p) est presque sfirement une constante, on aura gagné.

Soient ¢ >0, p; et p, deux points distincts de D, tels que d(p, , pz) <ec,
et soient n et & définis par ¢ comme dans le lemme précédent ; on a
inf(p® p' , WP p") > e>0 si d(p'p") <€ -d(p; , Py) .

Posons Vy(p) = E((£ o WmN(p) -fo WN(p)) | Wy(p)) « Comme f o W est une
martingale, N(p) tend vers O presque sfrement quand N tend vers 1'infini.
D'autre part VN(p) est la varlance de f oW N(p) conditionnellement &

f oW (p) e Par 1'inégalité de Ceb:.cev, si VN(p) , On a

11q-)1rgosp(|fome(;p)-.fowNp)l>6)-_-o .
De fagon équivalente on peut dire que, pour la mesure p.n s la mesure de 1'en=-

semble des g e G pour lesquels ]f(gW p) - f(W \;(P)H > & tend vers O quand
N » « o The autre formulation est la suivante :

Lim p" % Wy(p) {p' € D | [£(p') = £(uy(p))| >0} =0 .
Nos o0
Appliquons ce résultat successivement pour p = P, et p= P, ¢ Supposons que
pour une infinité (Noc) d'indices N, on ait
toe wNa(pl) - fo WNa(pz))l > 20 4

Alors il n'existe pas de point p' vérifiant pour les Na 3 la fois les iné=-
galités suivantes @
‘f(p') - f o WN (pl)| <?d
o

|£(p') = £ o WNa(p2)| <&,
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Mais 1'ensemble des points pour lesquels l'une et 1l'autre de ces inégalités
n'est pas vérifide a une mesure pour inf(pn WN(pl) ’ T WN(pZ)) qui tend vers
0 quand N +tend vers 1'infini, avec la probabilité 1 «

I1 s'ensuit que

. N n n .
l%-m 1nf(1u WN(pl) s M WN(pL?.)) =0 *

Cependant

d(WN pl o WN p2) = d(pl pz) <ec ’
ce qui contredit le choix de n (cf. lemme 3+4)e Par conséquent pour tout 6 > 0,

ona |fo WN(pl) - fo WN(pz)l <20 pour N assez grand. Donc IP(pl) = tl)(pz)
presque sfirement, donc f£(p) est constantee

COROLLAIRE 2+ = Soient M une mesure sur G (B € ® = G)) absolument continue
par rapport & la mesure de Haar, et f une fonction numérique bornée sur G . Les

conditions suivantes sont équivalentes s

(i) £ est harmonique sur G

(11) £(g) = /g i t(gke') ak au(g') -

COROLLAIRE 3. = Soit f une fonction numérique bornée sur D « Les propriétés
suivantes sont équivalentes 3 |

(1) £ est harmonique.

(ii) f est de classs 92' et annulé par tout laplacien.

(iii) f est de classe §2 et annulé par un laplaciene

Démonstratione = Soit

F(g') = Sy flgkg') ak .
Si f vérifie la propriété (ii) du corollaire 2, on a
F (kg') = F (g
g( g') g(g )
Jox Fole'k'e") k' du(gn)
= Jq . £leke'Kg") dk d' ap(g") = /i £(gke') dk = Ple) .

Donc Fg est constante, et Fg(g') = f(g) « On trouvera dans [6] un résultat
analoguee

Pour le corollaire 3 : (i) ==> ({ii) (proposition 2.4), (ii) == (iii) tri-
Vial.cmonto
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(iii) => (i). Dams [7], HUNT a déterminé les opérateurs qui, sur un groupe

de Lie, opérent comme générateurs infinitésimaux de semi-groupes de probabilités

~

En particulier les opérateurs tels que A sont de ce type 2 donc il existe une
famille de mesures de probe;ilité {“t ;3 0Lt} swr G telles que
(¢} —
L N
d . ~
R° T /a (P(ggl) dpt(g')lt:o: A‘P(g)
(ou ¢ est une fonction bo ' 4e de classe Q? )o
Utilisant la propriété de semi-groupe, on a @
d ;' . N ,
30 /o oleg’) anle’) = /g doleg’) ap(e') o

~

D'autre part 4 engendrgnt le semimgroupe by s b vérifiant Ril ZPk =A
comme un semi~groupe, est uniquement déterminé par son générateur infinitésimal,

on a

o1

Rk Py Rk = “t s donc knpt =:Htok s
ce qui entraine que RS s S

Supposons que f soit une fonction bornée aur D et de classe Q? , telle que
Af = 0t alors £(g) = £(gpy vérifie Af =0 et (gk) = F(g) o On en ddduit :

d

5 Jox flaxg’) diap (e = 55 /g Feem almg * 1) (")
= ?195‘ /G (gg") d(p, * m)(g") = 'a(‘if /GXK (ggik) dk dp, (g')
= a@g /a £(ge') dp(g') = 0 .
De ce calcul on déduit
/GXK £(gkg?) dx dp.(g') = /K F(gk) dx = £(g) .

D'autre part [6), les mesures sont absolument continues, donc f(g) est

i
harmoniquee.

4+ Domgines de Cartane

Soit ® CZQ? un ouvert 3 on dit que c'est un domeine de Cartan si ® est un
ouvert borné, et s'il admet un groupe G de transformations anelytiques transi-
tif et semi-simple, tel que le stebilisateur de chaque point soit un sousw-groupe

compact maximal [1]. On peut toujours supposer que 1'origine de g? appare

b4

0
tient & ® et que le groupe d'isotropie K de 1z, est représenté par des transe
formetions lindaires de C° . En particulier K opére sur la frontidre 6 de

® « Enfin 1'application B¢ G/K - ® est un isomorphisme.
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Ie domaine ® admet une métrique riemannienne : la métrique de Bergmann, inva=
riante par G » Cette métrique définit un opérateur de Laplace~Beltrami donné par

55 &R
A = Z g '] — °
oz, 07,
i J
L'opérateur A étant elliptique correspond & un laplacien sur D noté encore
A e Une fonction f sur D sera dite harmonique si Af = O « Les fonctions ana~

lytiques sur ® vérifient —:-a_- £ = 0 « Elles sont donc harmoniques au sens que

oz .
. J
nous venons de direc

On va montrer que l'application B: D -»® se prolonge & la compactification
standard D de D et que [3(_13) c® o Par cette application la frontiére distin-
guée de D est envoyée sur un ensemble Qg qui est la frontiére de Bergmann-

Silovde ® e

IEME 4e¢lo - Soit f une fonction harmonique sur D telle que 1l'ensemble des
translatés & gauche par K soit déquicontinu. Alors £ est continue (cf.
théortme 2.3)o Soient x € B(G) , et (xn) une suite de points qui converge vers
x o Comme K est transitif sur B(G) s on peut poser X, = k:u x et la suite kn

converge vers e o Posons

o (p) = £(k p) =~ £(p) -
La fonction ¢ est harmonique, et on a $n(x) = %(kn X) - %(x) o A cause de
1'unicité de la fonction frontiere, on a “;;)n”oo: H(pn”oo o Mais par hypothése
“‘Pn“oo -+ 0 o D'oli le lemme.

IEMME 4020 = Soit f wune fonction analytique sur ® , continue sur 0} ; alors
la fonction f o B a une donnée frontieére qui est continue.

Démonstration. - Comme K opére sur ® , si k -k, £(k 2z) - f(ks) unifor-
mémen”: pour tout 2z € ® « Donc par le lemme précédent, m est continue.

COROLIAIRE: =~ Sous les mBmes hypothéses, la fonction f o B définie sur D se

prolonge en une fonction continue sur la compactification standard D .

Démonstrations = En effet si une fonction harmonique ¢(p) a une donnée fion=-

tidre c?: continue, alors par la formule de Poisson ¢(p) = p(c?}) on voit que ¢

—

se prolonge en une fonction continue & D »

On va appliquer ces résultats aux fonctions coordonnées zT sur O . Les fonce
tions zi o B vérifient les conditions du lemme 7.2 : elles se prolongent donc en
ds fonctions ¢4 sur D . D'autre part f: D ->® est donné par
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o(p) = {Zl o By eee 2 o pl= {(Pl(p) sty ‘Pr(P)}

en sorte que les fonctions ¢4 définissent un prolongement continu de f & D,
Ceci prouve incidemment que le groupe G opére sur 0= ﬁ(D) s et que f com=
mute aux opérations de G . On considére B(G) comme plongé dans D s et notons
50 = B(B(G)) .

Soit maintenant £(z) une fonction analytique sur ® , continue sur @ « La
fonction f o B définie sur D se prolonge & D et sa restriction & B(G)
constitue la donnée frontiere ¢ de f o B . Par ailleurs, puisque f est défi-
nie sur © s et puisque f est une application continue sur —5 s la fonction
£fo B est déja définie sur D et contimue ; comme les deux cofncident, on con-
clut que ¢(x) = £ ©o B(x) (x €B(G)) « Donc la donnée frontiére de f o f cor-
respond & la restriction de f a 50 + La représentation de Poisson de f o 8
en terme de ¢ mphque umnedlatement une formule de Poisson de f£(z) en terme
de sa restriction & @ 0°* Soit m 1'unique mesure K-invariante sur 0 0

(m = B(m)) , alors
(II.441) £(z) = / gl am(e) (z = gz .

ot

®o

A -
De plus si f(C) est une fonction continue sur 04 (IIe441) détermine une

fonction analytique sur ® qui se prolonge en une fonction continue sur 070 .
On a les résultats suivants @

—

-~ Toute fonction analytique sur ® continue sur ® 0 prend son maximum sur ® 0°
- Aucun sous~ensemble propre de GDO n'a cette propriétée

On en déduit que 0 o ©st la frontiére de Bergmann-Silov de © .

THEOREME 4.3¢ = Soient ® un domaine de Cartan, G son groupe d'automorphis-
mes, %y un point de ® _e't K le groupe d'isotropie de Zg Alors la fron=-
tiére de Bergmamm—Silov ® o de O est 1*image par une application qui commute
aux opérations de G de la frontiére distinguée de G , et en particulier, X
opere transitivement sur -65'0 « 51 f est une fonction analytique sur ® , qui
se prolonge en une fonction continue sur ® , alors f admet une représentation

de Poisson :

£(z) =/ #(gt) am(C)

"

o

( m= 1'unique mesure de probabilité sur 50 invariante par K3 2z = gz, )e
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Exemplee = On reprend le 3e exemple de l'exposé I, § 7« On a vu que
dim B(G) > dim 50 o L'application B, qui est injective sur D, ne 1l'est plus
sur D o Bn particulier la donnée frontiére d'une fonction harmonique bornée quel-
conque sur D, donc sur ® , ne correspond pas nécessairement 3 une fonction sur
® 0 puisque 1l'ensemble des fonctions mesurables et borndes sur (D— 0 correspond
par (IIe4el) 3 un sous~ensemble strictement contenu dans 1'ensemble des fonctions

mesurables et bornées sur D o

Ainsi (II.4.1), qui est valable pour les fonctions enalytiques suw ® qui se
prolongent en des fonctions continues sur ® s n'est plus valable pour les fonc-
tions harmoniques et bornées quelconques sur ® « En revanche la formule de Poisson
éerite en termes de fonctions sur B(G) reste toujours valable.

5 Les fonctions Me=harmoniquese

Arrivons-en & 1'étude du cas général (IIelel)s Les fonctions qui vérifient
ITelel sont dites p~harmoniquess

I d
DEFINITION 5els = Une fonction f sur G est uniformément continue 3 gauche

(1o ue co) si elle est bornée et si, quand une suite g, d'éléments de G tend
vers 1'élément neutre, alors f‘(gn g) » f(g) wuniformément en g

Soit % 1'ensemble des fonction le ue ce et p=harmoniques sur G o On va mon~
trer que de telles fonctions sont celles qui correspondent 3 des donndes frone
tiéres continues pour une formule de Poisson appropriéee

LY

Soit X, , Xyy eney X 5 +ee une suite de V. A. indépendantes & valeurs dans
G et ayant mBme répartition p « Soit Q 1'espace du processus ( Q@ peut Btre

choisi égal & GeGeG ese avec lamesure L@ L@ H® | eoe )a

’
DEFINITION 542¢ =~ Soit @ 1la famille des fonctions sur G définies par s
N0
oi f est le ue co et telle que la limite existe avec la probabilité + 1 pour
tout g o

L'ensemble U forme une algébre (pour le produit évident) de fonctions mesura~
bles sur Ge«Q et on a une représentation continue ¢e G dans @ par les trans—
lations & gauche :

p(8) z(g' , W) = z(gg' , W) = z8(g" , W .
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&
5i g ~»e, alors z - -7 uniforméments Soit z € & ; posons

5(g) = E(z(g, ) .
Comme f est la Ue cep, il s'znsuit que C est également le ue ce Montrons que

{ est p=harmonique. Soit X, une Ve A, de mBme répartition que les Xi 3

Z(g Py (AJ) = lim f(gXl 2 eoe Xn)

n-ec

t(g) = E(z) 11m E(£(gk; ++e X))
&(gky) = lim E(f(gXO Ky eee xn)lxo)
-0

Cette dernidre égalité peut encore s'écrire :
/g tleg') dn(e') = B(5(gXy)) = 1im E(£(gky «oe X)) .
n

Is limite du deuxiéme membre est évidemment &(g) « Donc § €% o On a donc défi-

ni une application a2z d =%

Réciproquement soit f € % 3 posons Wn(g) = £(gk; Xy oo Xn) o Come f est
une fonction p~harmonique, on a E(f(an)) = f(g) pour tout g et pour tout n,
par conséquent

E(W (&) | X s Xy 5 oee p X _g) = W _ (g o

Donc les W (g) forment une martingale bornée et convergent donc presque sfirement
[8] vers une variable aldatoire z(g , w) qui appartient a O e« Posons z = B(E) «

On a OLOB:_-Id% et Boa=TIdy »
En effet, soient f €% et z = B(£)

E(z(g , W) = B(Llin W (g)) Lim E(W_(g)) = £(g) .
n n

1

De plus soit &= a(z) et z' = P(§) » Puisque a(z') = &4 ona oz = z') = O
Soit z € & tel que E(z(g , w)) = O pour tout g€ G « Puisque z(g , W) est
mesurable relativement & X, , X, 5 ceo X ,onas

n
2(g, W= LinE(z(g, W) | X , X, 5 eee 5 X)) (cfe [3]) .

n
En outre si

Z(g 9 (A)) = lf..m f(g Xl X.z eo3 Xn Xn'l-l eose ka:)
4
on peut écrire

Z(g ’ w) = Z(gX see Xn ’ wn)

( w ~est le point de Q tel que X, (w ) = X3+n(w) )e Comme X = est un processus

stationnaire, 1'application W -»>w_ conserve la mesure et, comme E(z(g, w)) =0,

on trouve E(z(g , wn)) = 0 pour tout g en sorte que
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E(Z(g Xl ses Xn 9 wn) ‘ Xl g eee o xn) = 0 .
Ainsi EB(z(g, w) | Xp 5 Xy p voo Xn) =0 et z(g, =0

On a donc défini une application lindaire bijective entre & et % o Mais &
et ¥ peuvent 8tre munis chacun d'une topologie, en utilisant la norme L . les
applications o et B n'augmentent pas la norme, donc elles la conservents ®
est un espace de Banach ( % est fermé dans L(G) ), done @ aussi. De plus
est une algdbre telle que llz, zzllms Hzlﬂm szl\m; donc & est une algdbre de
Banach involutive (si ze @ alors zed et HZEH@): ”z“i ) donc c'est une
Gt algébree O peut donc s'identifier & un espace de fonctions continues sur un

espace compact I [4].

.
DEFINITION 5430 = L'espace II est appelé 1l'espace de Poisson de G relative=-

ment & P e

Si pell, le point p définit un homomorphisme de &  dans G 3 la topologie
de II est obtenue en prenaht pour voisinages de p les points p' tels que
lp‘(zi) - p(zi)l,sie s i=1, oo, n s Enoutre G opére sur & et sur %,
et a et P commutent aux opérations de G . Ceci permet de faire opérer G
continuement sur II par _

gp(z) = p(z8)

Soit ¢ une fonction continue sur II correspondant & une fonction f e #® o
Posons L(p) = f(e) « L est une forme lindaire contimue sur C(I) positive et
I({l) = 1 . Donc il existe une mesure de probabilité v sur II telle que
v(p) = L{g) « Soient ze€d et pell; posons ¢(p) = p(z) « On a

p(z8) = ¢(gp) = ¢5(p) .
D'autre part & 3z correspond une fonction f de ¥ , et on a
£(g) = £5(e) = J o8(p) av(p) = J o(ep) av(p)

On a ainsi démontré le théoréme suivante

’ “
THEOREME 544+ = Il existe une mesure de probabilité v sur l'espace de Poisson
I de G relativement & p telle que :

f(g) = /g olep) av(p)

Cette formule éteblit une correspondance bijective entre les éléments de # et

les fonctions continues sur II »

CCOROLIAIRE: « La mesure Vv vérifie H x* V=1V »
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Démonstration.

porv(p) = / olep) du(e) av(p) = / £(g) du(g) = £(e)
px ve) =/ o(p) av(p) = v(y) .

6e L'espace de Poisson et la frontiére maximalce

On suppose maintenant que p est absolument continue par rapport & la mesure
de Haare

IEMVE 6ele = Soit K un sous=groupe compact maximal de G  Alors K opére
transitivement sur II »

Démonstrations = Soit z € @ alors z'(g, w) = /K z(kg , w) dk est une cons-

tante qui ne dépend ni de g, ni de W« En effet si §= a(z) , on trouve
a(z') = [ Fax=0g .

Or G(g) (donc G'(g) ) €k, et &' vérifie G'(kg) = G'(g) 4 donc &' est une
constante j3 donc z' est également une constantee Soient Py s Py € I « Les en~
sembles Kpl et sz son¥ deux compacts distincts ou confonduse Si Kpl £ Kp2 R
ils sont disjointse Il existe ¢ € C(II) telle que ¢ =+ 1 sur Kp, et O sur
sz « On a donc ¢ ‘

/K(P(kp) dk=1 sur Kp, et O sur Kp, R

Mais si ¢ correspond & z € d , alors / (pk dk correspond & z' qui est une

constantes Ce qui entraine une contradictions

IEME 6e2e¢ = Soit M un espace compact ou G opéree. Soient Pp € I et HH le
groupe d'isotropie de Pg - I1 existe une mesure © sur M stable par Hl'l o

Démonstrtions = Sait  P{M) : Fopéretour T}’l (TH(M =prr (Ae M) laisse ©(H)
invariante Donc il existe A € P(M) tel que P *A= A o Soit ¢ € C(M) , et
posons

9(g) = gMo) = Jy; 9(ex) aMx) .

Alors la fonction '(; est p-harmonique, et ¢ €%

Jg oleg') aule") = /oy o(ee'®) aple') anx) = [ o(gx) ar(x) = p(e) .
Si gn -+ e
lo(e, & - o] </ lo(g, ) ~ olex)| a\Mx)

qui tend vers O uniformément.
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On a ainsi défini une application linéaire continue y : C(M) ~ % . Si pg €1l
alors 1l'application I - pO{ Bif)} est une fonctionnelle lindaire sur % o Donc
1'application ¢ - pofﬁ{\f‘{"f )}  est zussi une fonctionnelle lindaire sur G(M) .

Elle est positive et conserve la forction 1 : elle est donc donnée par une mesure

6 ¢ po(Bly(p))} = 6lp) « Soit he H; alnrs
no(y) = 8(¢") = 56((v(e™)) = pg(By(e}™) = pg(Bly(e))™
= apg(Blv(p))) = po(Bly(e))) = 6(g) o

IEMME 603¢ - Si M est une frontiére de G, il existe une application continue

de II sur M qui commute aux cpérations de G e

Démonstratione = On sait qu'il existe une mesure 6 sur M avec h9 =6

(h € Hﬂ) « Soit GO la trajectoire de © par G ; on a une application

6/ Hy=1 GO 3 donc G8 est compact. Comme M est une frontiere il existe une
mesure dans GO qui est une mesure ponctuelle donc il existe une suite (k“)
d'éléments de K qui converge vers k € K et telle que limk 6=7p (p < M .
Donc © = km1 p (lemme 6.1) et H, aun point fixe dans M : Hy est contemu
dans le stabilisateur de p .

IEMME 6e4. = Soit Vv la mesure sur I[I définie en 5.4, Alors, pour presque
toute suite de Ve Ao X, X2 5 cec g Xiz s oee sur Q, la suite X, X2 ces Xnv

converge vers une mesure ponctuellee

Démonstratione = Soit © ¢ C(II) et posons

o(g) = gvl9) = / o(gx) dv(x)
alors ¢ ek et B(p) €O .

BN (e 5 W = 1m G0 Xy oo X) = Um Ky e Xy vlg)
Donc X; seo Xn v coaverge presque sliremente Soit vi(w) sa limite

Ble)(e , w; = vi(w)(y) c
~ i ~ ~
L'application ¢ - B(®) est un isomorphisme d°algdbre B((pl <92) = ploq) p((pz) .
Donc on a
v (W) {9y 0p) = v (W) () v (w)(p,) .
Mais il s'ensuitque v'(w) est presque sfirement une mesure ponctuelle,
car on a pour toute ¢ = O ;

. . 1
v {g) = vi (¢®) /2
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qui tend vers le maximum essentiel de ¢ relativement & v! , ce qui implique
que toute ¢ est constante presque partout relativement & V' , at donc que V!

est une mesure ponctuelle,
L4 N
THEOREME 6e5¢ =~ L'espace II est un revltement fini non ramifié de B(G) «

COROLLAIRE. - Le groupe G possede un nombre fini d'espaces de Poisson, qui
sont tous des revBtements finis de B(G) .

Démonstrations = Par le lemme 6.3, on sait qu'il existe une application d'es=-

paces homogénes o : II » B(G) + Soient PpeTl et gy= o(po) o Notons Hy
(respe H(G) ) le groupe d'isotropie de P, (resps 9 )e On a évidemment

B oc H(G) « I1 faut montrer que [H(G) HH] < 4 o , Nous allons temporairement
admettre le lemme suilvante

LEMME 646e = Il existe un ouvert Q dans II tel que, pour toute mesure A sur

I dont le support est intérieur & Q , il existe une suite {gn} d'éléments de

G telle que la suite g, A converge vers une mesure ponctuelle.

Le sous~groupe H(G) a la propriété de point fixe. Done H(G) laisse inva-
riante une mesure sur H(G)/Hﬁ qui est un espace compacts L'injection H(G) - G
applique H(G)/Hn dans G/HH = I « Donec H(G) laisse invariante une mesure A
sur Il dont le support est 1'ensemble H(G) Py + Soit Q un ouvert de I véri-
fiant les propriétés du lemme 6.6 3 comme K opére transitivement sur II il
existe k € K tel que kA(R') > O pour un compact Q' de Q « Autrement dit
kA domine une mesure A' non nulle dont le support est intérieur & Q o Donc il
existe une suite {gn} telle que &y A'  converge vers une mesure ponc?gelle non
nulle. Choisissons une sous-suite gg telle que g£ kA converge vers A . Cette
dernitre mesure domine donc une mesure ponctuelle non mulles De plus A est inva=
riante par H(G) , et K opére transitivement sur B(G) « Si ¢ e s g=hk
(heS; ke Ky , alors gh= kA o Donc

'X:limggx=1imkgx=k'>\ (pour un certain k' € K ) .

Comme A domine une mesure ponctuelle non triviale il en vea de mBme de A o Mais
A a son support dans H(G) Py ¢ Donc il existe h & H(G) tel qu'on ait

AM{hpy}) >0« Comme A est invariante par H(G) , il s'en suit que M{npy}) >0
pour tout h € H(G) « Mais A est une mesure de masse finie : on en conclut que
H(G) Py = H(G)/H est fini.
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Remarquons que H(G) = KgeS (cfe exposé I) ; K, est un groupe compact qui a
un nombre fini de composantes connexes et S est connexe. Soit H( G)O la com-

posante connexe de H(G) « Pour chaque II le groupe Hy sera contenu dans H(G)

et contiendra H(G)0 o Donc les espaces II correspondent sux sous-groupes de
0
H(G)/H(G) " .

Démonstration du lemme 6.6s -~ Avec les notations du théoréme 544, on a

pryv=vy3donc pwpwv=17y. On sait (lemme 343) que B % g domine un mul-
tiple de la mesure de Haar de G sur un ouvert de G « Donc v domine une mesure
"bien foutue" sur un ouvert Q de Il « De plus il y a une suite {gn} telle que
{gn v} converge vers une meaure ponctuelle (lemme 6e4). Donc pour toute mesure
"pbien foutue" n sur Q , la suite g, T converge vers une mesure ponctuelle.
Soient n une mesure dont le support est intérieur 3 Q, et p' une mesure con-
centrée sur un ouvert suffisament petit de G, alors p' % m sera dominde par
une mesure "bien foutue" sur Q , en sorte que &y ' % 7T convergera vers une
mesure ponctuellee Par le mdme argument que dans la démonstration du théoréme

3el de 1'exposé I il existe une suite g;l telle que gr'l 7T converge vers une
masse ponctuellee.

’ -~
THECREME 648, -~ Si le support d'une puissance p° (pour la convolution) de p
contient un voisinage de 1'identité dans G alors 1l'espace de Poisson de G

relativement & p coincide avec B(G) «

Démonstrations -~ Surposons que IT# B(G) o De toute fagon II est un revBtement

de B(G) s et les automorphismes de la fibre commutent aux opérations de G .
Soit n un tel automorphisme différent de 1'identitée Soit Vv la mesure sur I
construite en 5+4. Il existe une suite {gn} telle que g, VP (p el) o Alors
g, MV=ng, V > P #DpsDonc v et nv sont mituellement étrangdres. Mais
(lemme 6e6) v domine une mesure "bien foutue" sur un ouvert @ de II o Si le
support de “m contient un voisinage de 1'identité, alors tout g € G appartient
au support de pn pour un n « Comme p.n * v=7v pour tout q €I, la mesure

v domine une mesure "bien foutue" sur un voisinage de q . On a le mBme résultat

pour nv e« Donc v et ny ne peuvent &tre mutuellement étrangéres.

Exemple. = On va montrer sur un exemple que 1l'on peut effectivement avoir des
espaces de Foisson qui soient différents de B(G) « On prend G= SL(2, R) ,
K=50(R) , et S 1le sous—-groupe des matrices triangulaires supérieures & ceofe-
ficients diagonaux positifs, N(S) 1le groupe des matrices triangulaires supé-
rieurese.
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B(G) = P (droite projective réelle) ; G/S =8 (le tore) .

by

Soit ¥ 1'ensemble des matrices 3 coefficients tous positifs ou nuls et de
déterminant 1 ; c'est un semi-groupe de G qui opére sur ﬁ? en conservant le
premier quadrante Soit p une mesure sur G dont le support est contenu dans
T o Alors 1'espace de Poisson relativement & p est Sl o En effet il existe une
mesure Vv concentrée sur le premier quadrant de S1 telle que p % v= Vv « Pour
cette mesure il existe une suite g, (par exemple g =(§ i) 3 g, = gn.) te%le
que g, Vv - une mesure ponctuelle p e Soit ¢ une fonction continue sur S
Posons

o(e) = /Sl olgx) av(x) = gv(y)

Cr p#v=7v « Donc s

/ o(ge') aule') = / oleg'x) av(x) du(e') = o)

Donc 5 € % « En outre

lin g(gg ) = lin gg W9) = o(ep) 3

donc si $:= 0, alors ¢ est nulle également : 1'application ¢ efg est injec—
tives Supposons que l'espace de Poisson de p ne soit pas §} : c'est donc E% .
Pour toute fonction continue ¢ sur Sl on peut trouver $ sur }% telle que
$(g) - gv'(&) (théoréme 5+4) o V' est une mesure sur f% e Soit gg = (" é - ? 3

alors g0 Vo= V' et

o(ggy) = o(e) = (g, &) = gy gv(o) = gv(o ) = ¢ Xg) .
Comme 1'application ¢ - a est injective, on a pour toute ¢ 1la relation
g
) 0_ ¢ , ce qui entraine une contradictione

a

Si G=SL(2, C) , alors B(G) est isomorphe & la droite projective complexe

qui est simplement comnexe : il n'y a donc qu'un seul espace de Poissons

7e La formule de Poisson.

On a montré jusqu'ad présent que les fonctions prharmoniques qui appartiennent

& ® admettent une représentation de Poisson, il reste & vérifier ce résultat
dans le cas générale

Soit f(g) une fonction p~harmonique bornée sur G , et soit an(g) une
suite de fonctions sur G continues & support compact approximant 1'identité
1
de L°(G) ¢ les a, ont leur support dans des voisinages de 1'origine de plus en

plus petit 3 an?a 0 et /ﬁan(g) dg =1 « Posons 3
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-1
£(e) = [y o () £(x) ax .
Alors fn € % o Ce qui permet d'écrire 3
£ (g) = /T, (ep) av(p)
o fn est une fonction continue sur Il « De plus nous savons que M x V=7V,
ce qui peut s'éerire s
v =/ pep av(p) .

Comme p est absolument continue par rapport & la mesure de Haar, il s'ensuit
que pep est absolument continue par rapport & une mesure m "bien foutue" sur

I, donc v vérifie aussi cette propriété ; on peut donc écrire

£ () = /g 3 (p) 2EXR) an(p)

Ies fonctions 'i‘n sont bornées car Il'f‘nHm\é Hme » Donc elles appartiennent

4 un ensemble borné de L’ (II , m) , et donc il existe une sous-suite qui converge

Y A
pour la topologie faible de L(Il, m) « Soit f - fj alors

J
&, fp ) ) an(o)
Soit ¢ € Ll(G) 3 par définition de fn(g) , on a
/£ (2) W(e) dg =/ £(e) a (e) ¥(g, &) de de; .

Donc par définition de a la fonction fn -+ £ pour la topologie faible de

L°(G) « En paerticulier fn -+ f o Mais fn converge simplement § comme les fn
J J J

sont uniformément bornés, la limite simple est oussi la limite faible (convergence

dominée)+ Done presque partout

£(g) = /, T(p) agv(p) = / Hep) aw(p) -

En définitive appliquant 1'équation fonctionnelle des fonctions p-harmoniques,

on voit que 1'équation précédente est valable partoute

TI—E’OR:EME 7ele = Soient G et B(G) comme précédemmente Il existe une famille
Hi de revBtements finis de B(G) telle que, si M est une mesure de probabilité
absolument continue sur G , les fonctions peharmoniques bornées sont en core
respondance bijective avec 1'ensemble des fonctions mesurables et borndes sur un
des I‘Ii » et la correspondance est donnée par 1'équation précédentee
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AEEendice .

On va domner en prime au lecteur un résultat supplémentairee Soient G wn
groupe topologique et M un espace localement compact ou G operes On dit que
M est contractif s'il existe un ouvert Q@ ¢ M et un point Pg € Q tel que pour
tout voisinage U de pgy il existe g€ G tel que gl cU o

Exemple.-G:(g }f) {a, b, €B; a>0)3 M=ZR; gx=ax+ b« 5i on
prend g, = (2—11 (l)) 5 gy X 0O » Donm M est contractife

4 \
THEOREME. = Soit G un groupe de Lie semi~simple connexe avec un centre finie

by

Soit M un espace homogéne contractif de G o Alors I est compacts

Démonstratione = Soient Q et Py » comme dans la définitione Il existe un
compact A € Q , et un ouvert W C G tels que WA cA o Soit 1 une mesure sur G
ayant son support dens W , il exlste une mesure 7 € (M) telle que B w7 =T o
Soit M le compactifié d'Alexendroff de M oy G opére trivialement sur le
point & 1’:|.ni':|.n:|.a et soit G(M) 1'espace des fonctions continues sur M, . On
peut identifier =n & une mesure sur M e Si P € C(M ) et soit Weg)= gn(y) -

La fonction Y est une fonction p«-harmonlque et comme ¢ est continue sur M ’
Pe® «Soit My p, v, définis comme precedemmen'b, alors il existe U € G(H)
telle que xp gv(xp) s et 1'application ¢ - q; est une applloat:.on linéaire de
C(N) dans C() , et on a gr(Y) = (\p) . Soit p ell, alors q)(p) est une
fonc'blonnelle linéaire positive sur C(m ) , donc il existe une mesure de probas~
bilité 9 € @(M) telle que tp(p) Gp(tp) «Si geG, Y&  correspond & ye
qui correspond a \Pg donc O = gep e L'gpplication p - ep est continue, et

gp
considérons la mesure

6(y) = J o, (y) avlp) = J (o) av(p) = v@) = nly) 5 ¢ e (i) o

Donc O =7 o Conme 7n a son support dans A , et comme 75 = / 6, av(p) , i1
s 'ensuit que presque tous les Op ont leur support dans A « Mais A C Q , done
il y a une suite {gn} telle que gy e - Pg ° Mais 1l'application p = ep est
continue et II est compact, donc si p' est limite d'une sous-suite de {gn pl
alors ep, = g Donc ep: est une mesure ponctuelle, et il en va de mdme de
tous les Gp s et définit une application de 11 dans Mc qui commute aux opé-

rations de G , puisque ©_; = Pg s envoie I dans M e« Comme M cest un espace

p
homogéne, © est surjective ; comme 6 est continue, M est nécessairement

compacte
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On dit qu'un espace M, ou G opere, est irréductible si aucun sous-ensemble

fermé strict de M n'est invariant par G .

COROLLAIREs - Soit M un espace homogéne ot G opére, contractif et irréduce

tible, alors M est un espace homogene compacts

En effet, dans la démonstration précédente, on a utilisé le fait que M est

un espace homogéne tout & fait 3 la fine
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