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FONCTIONS HARMONIQUES SUR UN GROUPE SEMI-SIMPLE

(d’après H. FÜRSTENBERG [5])
II. LES FONCTIONS HARMONIQUES

Antoine DELZANT

Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY
(Théorie du Potentiel)
7e année, 1962/63, n° 11 28 février 1963

1. Introduction.

Comme dans l’ exposé précédent G désigne un groupe semi-simple connexe avec un

centre fini ; K désignera un compact maximal de G ~ et G = K.S . On note

D = G/K le riemanien symétrique associé à G ~ et B(G) = une frontière

maximale de G (on rappelle qu’on peut choisir H(G) = N(S) le normalisateur de

S ).

Soit p une mesure positive sur G et de masse + 1 . On se propose de résou-

dre l’équation de convolution

et de trouver une représentation intégrale pour les solutions de cette équation.
En fait on résoudra ce problème dans le cas particulier suivant :

- la mesure p est absolument continue par rapport à la mesure de Haar.

- On cherche les solutions bornées 

Il va de soi qu’on voudrait bien pouvoir se séparer de ces hypothèses restrictives.

Posons :

L’ opérateur a quelques propriétés évidentes qu’on va mentionner :

Le principal problème qu’on aura à résoudre sera de donner un critère pour que
les solutions de (IIo 191) soient constantes. On va dl abord Si occuper dl un cas par--

ticulier.

2. Les £onctions harmoniques.
,

DEFINITION 2.1. - On dit qu’une fonction f, définie sur le groupe G , est

harmonique si elle vérifie la relation
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Remarquons que cette formule généralise la formule de la moyenne sur l’espace

euclidien :

(où do est la mesure superficielle sur la sphère de rayon et dk la

mesure de Haar du groupe spécial orthogonal) q En outre la formule (11.2.1) est

bien un cas particulier de la formule (11.1~1) si on prend p. == c x (x E G) .

PROPOSITION 2020 - fi f est une fonction vérifiant (11~1) et la relation

alors f est constante:

Démonstration. - Comme f vérifie c’est une fonction invariante à

gauche par les translations de K . En appliquant deux fois Inéquation fonction-

nelle on trouve :

ce qui démontre le lemmeo .

Les fonctions harmoniques} étant invariantes par les translations à droite par

K ~ sont en fait des fonctions définies sur D = G/K . Réciproquement soit f une

fonction numérique définie sur G/K o On dira que f est une fonction harmonique

si la fonction f(g) == est harmonique ( x est le point marqué de D ) .

THEOREME 2.3c - Soit m l’ unique mesure de probabilité K-invariante sur B(G) o

Si f est une fonction harmonique bornée sur G ~ il existe une, et une seule,
fonction f sur B(G) - appelée donnée-frontière de f - telle que

/~

De plus si h est une fonction mesurable et bornée sur B(G) 1 la formule pré-
cédente définit une fonction harmonique sur G.

Démonstrationo

Existence; Soit Q l’ensemble des fonctions 03C8~ L 00 (G) qui vérifient les

conditions suivantes 1
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L’ensemble Qf est non vide car f e Q f . C’est un ensemble convexe, et fermé
pour la topologie faible de L~(G) . Comme Q est borné, il est faiblement com-

pact, et G opère sur Qf par les translations à droite 3 g03C8(g’) = 03C8(g’g) . En
particulier le sous-groupe H(G) opère dans Qf 9 et il existe donc une fonction
~ E stable par H(G) , donc définie sur G/H(G) o Posons f(gH(G)) ~ On

a alors 1’équation suivante s

La mesure mKoX est une mesure sur B(G) invariante par K , elle est donc égale
à m . On a donc $

A A

Réciproquement soit h une fonction sur B(G) bornée, et soit h(g) = g.m(h) 0

La fonction h est une fonction harmonique

La mesure k. g’ .m dk est une mesure invariante par K ~ donc égale à m ;

ainsi on a bien s

Unicité . Soit A f une fonction sur B(G) telle que la fonction dm(x)Unicité : Soit f une fonction sur B (G) telle que la fonction (gx) dm (x)
soit nulle, Supposons d’ abord que f soit une fonction continue* Dire qu’une
suite g cm converge faiblement vers une mesure Jt c’ est dire que g con-

n n

verge vers pour toute fonction continue Pour une suite convenable gn
la suite g .m converge faiblement vers une mesure ponctuelle, donc 1- est iden-

tiquement nulle. Si maintenant f est une ionction bornée quelconque considérons

la fonction :

A

Alors fl est une fonction continue~ et on a

dm(x) == ~S’) dgl dm(x) = 0 .

Â i A

Donc f 1 = 0 pour toute ~ dans L (G) ~ donc f est identiquement nulle.

La formule de Poisson peut ~tre énoncée pour les fonction harmoniques sur D o

Identifions D à un ensemble de mesures sur B(G) : gK E D correspond à la

mesure g.m sur B(G) c Soit alors p E D ; pour toute fonction harmonique bornée

f sur D ~ on a
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En particulier si f est une fonction continue sur B(G) , alors p(Í’) est

une fonction continue de p pour la topologie vague des mesures : si p - £ 
x

(masse ponctuelle au point x) alors p(f) -~ f(x) . Ainsi dans ce cas la fonc-
tion f(x) peut être regardé corme une partie des valeurs frontières de la fonc-
tion f(p) : f(x) est le prolongement de f(p) à "la frontière distinguée" de
D .

PROPOSITION 2.4p .~ Si f est une fonction harmonique sur D = G~~ 3 elle est
annulée par tout laplacien sur D ~ et est analytique.

Rappelons dl abord ce qu’est un laplacien sur D [2J:

Soit f une fonction sur D et 0394 un opérateur différentiel sur D. On dit

que A commute aux opérations de G si

DEFINITION 2.5. - On dit qu’un. opérateur différentiel sur D est un laplacien
si les conditions suivantes sont satisfaites :

1° 6 est un opérateur du second ordre elliptique,
2° 6 commute aux opérations de G ,

3° Ó(l) = 0 .

Soient PO l image de l t élément neutre de G dans D , et g l t algèbre de Lie
de G , t l t algèbre de Lie de K , et p l’orthogonal de t pour la forme de

Killing: 3 = t t P . Soient ... , Xr) une base de  et ... , Y )
une base de p s Soit 6 un laplacien sur D : il sera complètement connu si on
le connaît à l’origine (à cause de la propriété 2°) o On va donc le déterminer au

voisinage de = (V1 , ... ,Vs) et P == exp(03A3 Vj Yj) Po .
Le point v détermine un système de coordonnées au voisinage de On a pour

toute fonction f de classe C" s

ou. Q est une forme quadratique définie positive et L une forme linéaire. Uti-

lisant la propriété d’ invariance par K on a

D’autre part on a p~) . En définitive on trouve :
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Mais laisse p fixe, Soit p(k) la matrice de Ad k dans p pour la

base choisieo On voit alors facilement que

En particulier L est invariante par K ; donc il existe Yo E p stable par K 9

ce qui peut encore s écrire [Y.. ~ ’t] ;:: 0 : donc Y~ donc est nul. En défi-

nitive Lest identiquement nul. En ce qui concerne Q la condition écrite impli-

que certaines conditions. Soit p == gpo un élément de D :

Pour tout opérateur différentiel A sur G invariant à gauche, on peut faire

correspondre un opérateur différentiel A sur D en posant = 

L’ application tangente de l’espace tangent à G à l’origine, dans l’espace tan-

gent à D en est surjective et l’ espace tangent en p~ s’identifie à p .

Soit 6 un relèvement de 0394 qui soit de la forme Q + R aù R est une forme

quadratique des X t o Si la fonction f vérifie 11 équation f(gk) == f(g) , on a
Rf = 0 et L’ opérateur A relevé donc 0394 . Supposons que R vérifie

1’ équation ;

Alors l’ opérateur 0394 est un opérateur elliptique du second ordre sur G invariant

à gauche et qui commute aux translations à droite par K .

Démonstration de la proposition ~*~ - Montrons d’ abord que f est de classe

Soient r(g)::: 1(gPo) ( pr. ILe point marqué de D ) et 03C6 une fonction

positive sur G indéfiniment différentiable à support compact et d’intégrale
+ 1 . On a

Soit alors un laplacien sur D ~ on a

Mais si f est harmonique sur G , on a

Donc = 0 ~ Si f est harmonique fg l’ est aussi, donc
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Ce qui achève la démonstration.

3. Duelques résultats réliminaires.

Nous supposerons par la suite que D est muni d’une structure riemannienne,
stable par G ; quand on parlera de distence entre deux points ce sera toujours

relativement à une métrique riemannienne stable par G et notée p~) .
On pose

E est un nombre réel positif.

IEMME 3. 1. - Soit Q un voisinage ouvert de l’identité dans’ G. Il existe

g &#x3E; 0 tel que pour tout p dans D , l’ensemble Q- g E Q} contienne

B(p , e) .

Démonstration* - On peut d’abord supposer que p = Po . Soit 9 = t ~ P la

décomposition de Cartan de l’ algèbre de Lie de G , et soit Q un ouvert de p

contenant l’origine. L’application p - D définie par x - exp(x) PO est une

application ouverte. Donc la frontière de exp OPO est contenue dans l’image de

la frontière de 03A9. Montrons que exp 03A9PO) = inf q) eu q par-

court la frontière de exp OPO est strictement positif. Ce qui achèvera la démons-

tration.

Prenons une base de g comme dans la démonstration du lemme 8.5 (exposé I).
Soit G -+ (n = dim G) définie par p(g) = 14(g) . On a

(p(g) = l si et seulement si g E k ~ et on peut identifier ~p(G) avec D , ce

qu’on fera par la suite. Si p e D , on a g.p = p 1.d( g) . Si x e p

soient x. les valeurs propres de ad x, et ||x|| = sup Soient a Q 
a 

la

boule ouverte de rayon a dans p , et FQ la frontière de Q . Comme G est
a a

semi-simple, on a dét(Ld exp x) = + 1 , donc Tr(ad x) = 0 . Si x e 

la matrice ad x a une valeur propre supérieure ou égale à a/n , donc

u= exp(ad x) a une valeur propre À supérieure à 0 Soit Y un vecteur

propre Y Hais uu est une matrice

symétrique définie positive, donc sa valeur propre maximum est

Donc toute matrice de a une valeur propre plus grande que e ~ ~
a’

La preuve du lemme est alors la suivante ?
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Si Q est un voisinage ouvert de l’identité dans G , alors il existe a &#x3E; 0

tel que Q D exp Q ~ et on a : exp Comme Inapplication ~ est

ouverte, la frontière de 03C6(03A9a ) est contenue dans 03C6(F03A9a) . Comme toute matrice
de ce dernier ensemble à une valeur propre &#x3E; e2 n, il s’ensuit que toutes les
matrices de D ayant une valeur propre plus petite que sont contenus

dans Il s’en suit que contient un voisinage fixe de ce qui

prouve le lemme.

IEMME 3.2. - Soient Q un ouvert de G , et Qn l’ensemble des produits de n

éléments de Q. Si pi et D , il existe n , ne dépendant que de pJ
tel que Q~ pi n Q~ P2 .. ÍJ .

Démonstration. - On peut poser Q = où Q~ est un voisinage ouvert de

l’identité. II existe E &#x3E; 0 tel que Q.. p contienne un ensemble B(p , s) .
entrons que Q~ p D B(gn p , nE:) . Si n = 1, Qp = Qo B( gp , 8) . Soit

q ~ D , tel que d(p , q)  n~ . Soit L la géodésique joignant q à gn p ; il
existe q. OE L tel que

Comme ~,n 1 p ~ (n’- 1) ~) ~ on a

donc ql E p . D’autre part QO ql contient e) , donc

Si p2)  alors d( gn gn P2)  donc gn P2 ~ Qn p1. Comme

g ~ Q , le lemme est démontré.

COROLLAIRE.- Soit E un semi-groupe ouvert de G , et soit Pi et p2 ~ D ;
alors ÉPI n 03A3p2 est non vide*

COROLLAIRE.- Sous les mInes hypothèses, ¿-1 EK = G .

Dire que g E 1~ c’est dire que Eg n EK ~ ~ ~ ce qui est équivalent à
dire que 03A3gpO n 

Remarque. - En général ¿-1 E n’est pas égal au groupe tout entier. Si
G == SL(2 , R) et E = ~ ~ ) (a, b , c , d , &#x3E; 0) , pour g = (1 ~ §) , on a

Eg n S = JÉ . D’autre part on ne sait pas comment se séparer de l t hypothèse que E

est ouvert. Et cependant on en aurait besoin pour étendre la théorie aux mesures

non absolument continues.
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3.3. - Soient G un groupe localement compact,  une mesure de proba,..
bilité absolument continue sur G . Alors il existe un ouvert de G où la mesure

~ * J.l domine un multiple de la mesure de Haar.

Il existe f E tel que = f(g) dg . Posons F(g) = ~ f 1 dg!.
On a dJ.l * )~(g) = F(g) dg . Il suffit de montrer que F(g) est strictement posi-
tive sur un ouvert de G . Si cette propriété est vérifiée pour f elle est véri-

fiée pour f . Donc on peut supposer que f est bornée par un nombre M.

Alors F(g) est continue :

qui tend vers 0 quand g’ tend vers e , donc comme F ne peut ttre identi-

quement nulle, on a F(g) &#x3E;e&#x3E;0 sur un ouvert.

Soient M un espace, et v1 et 03BD2 deux mesures sur M, on peut définir
leur inf.

(On dit v(B) pour tout borélien Si vi et vz
sont deux mesures absolument continues par rapport à une mesure p on peut défi""

nir "2~ par

Comme on peut prendre ~ == v = on voit que v ~ est toujours bien

défini. On pose = v( 11) pour toute mesure ~ sur 

34~ ~ Soient ~ une mesure de probabilité sur G ~ absolument continue,
et ~ la puissance unième de  pour la convolution ; alors pour tout :0 &#x3E; 0 ,
il existe e &#x3E; 0 , et n entier positif tels que, si Pl et P2 sont tels que

12)  c , alors vérifient )~ p ~ &#x3E; e .

Démonstration. - D’ après le lemme précédent on peut supposer que  domine un

multiple de la mesure de Haar sur un ouvert Soit Q2 un ouvert tel que

Q2 c Ql 1 Q z étant compact. Alors n domine un multiple de la mesure de Haar
sur Qn2. Soit 03C0 la restriction de la mesure de Haar à Qn2. Il suffit de prouver
que pour un n , il existe g &#x3E; 0 , tel que Ilinf(TCP1’ &#x3E; g , si

pz&#x3E;  c . Il existe un entier t tel que c; P2 ri Q~ si
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d(Pl , p2)  c . Il existe gl’ g2 E Qk tel que gl pi = g2 P2 . Soit ni la

restriction de ia mesure de Haar à Q2 ; alors sera une mesure définie sur

Q2 gl c Qf +1 , et par 1 invariance à droite de la mesure de Haar ni gl sera la

restriction de 1( à Qg Donc x’ 1( . De même 11: g~ $ n . Il s’ensuit
que 03C0 g1 P1 ~ 03C0P1 et n’ g2 P2 5 flP2 ° D°nC

On en déduit

||03C01g1 P1|| = mesure de Haar de Q2 .

Nous allons utiliser un prodédé de "marche au hasard" sur D . Soient

X.~X~~.~.~X ~ une suite de V. valeurs indépendantes et de

même répartition . Si (p est une fonction -intégrable sur G , on a

Pour tout p E D , on définit une marche au hasard sur D en posant

PROPOSITION 3.5. - Le processus W est un processus de Markov. Si f est une

fonction numérique sur D vérifiant l’équation :

alors le processus f 0 est une martingale.

Démonstration. - En effet on vérifie facilement que, pour tout ensemble A c D

borélien, on a :

En outre la répartition conditionnelle de Wn+1 p connaissant n p est Ia

suivante (on pose W 
n 
p = x = gx .K):

(XA est la fonction caractéristique de A ). Si de plus f vérifie l’équation
(II.3.1)

Ce qui achève la démonstration.



11-10

THEOREME 3.6. - Soit f une fonction bornée sur D vérifiant (11*3*1)~ alors

f est une fonction constante.

COROLLAIRE 1. - Soit f une fonction sur G vérifiant les conditions suivantes 2

- f(kg) = f(g) (k ~ K, g E G)

- f(g) = JG f(gg’) 
- f est bornée sur G.

Alors f est constante.

Démonstration. - Comme f vérifie (11*3*1) les f 0 1&#x3E;1 
n 

forment une martingale ;
comme f est bornée le théorème de convergence des martingales s~ applique ~8’~
et f o W 

n 
(p) converge pour tout p quand n - co avec la probabilité 1 . Posons

C’est une V. A. de p, et on a r(p) = E(03C8(p)).
n~~

Donc si on montre que 03C8(p) est presque sûrement une constante, on aura gagné.
Soient c &#x3E; 0 ~ Pl et P2 deux points distincts de D ~ tels que p ~  c ~
et soient n et ~ définis par c comme dans le lemme précédent ; on a

Posons = E( (1 0 f 0 1 Comme f o Wn est une

martingale, tend vers 0 presque sûrement quand N tend vers 1~ infinie

D’autre part est la variance de f o conditionne llement à

f 0 Par l’ inégalité de Cebicev, si on a

De façon équivalente on peut dire que, pour la me sure n la mesure de l’ en-
semble des g E G pour lesquels p) - 1 &#x3E; 6 tend vers 0 quand
N -+ 00. Une autre formulation e st la suivante :

Appliquons ce résultat successivement pour p = Pl et p = p~ : Supposons que
pour une infinité (N ) d’indices N , on ait

Alors il n’existe pas de point p’ vérifiant pour les à la fois les iné-

galités suivantes :



11-11

Mais l’ ensemble des points pour lesquels l’une et l’ autre de ces inégalités
n’est pas vérifiée a une mesure pour qui tend vers
0 quand N tend vers 1~ infinie avec la probabilité 1 .

Il s’ ens uit que

Cependant

ce qui contredit le choix de n (cfc lemme 3.4) . Par conséquent pour tout Ô &#x3E; 0 ~
on a l f 0 f 0 1  26 pour N assez grand. Donc 

presque sûrement~ donc f(p) est constante.

COROLLAIRE 2. - Soient une mesure sur G G~ 3 absolument continue

par rapport à la mesure de Haar, et f une fonction numérique bornée sur G. Les

conditions suivantes sont équivalentes:

(1) f est harmonique sur G 0

(ii) f(g) f(gkg’ ) dk d~(g~) .

COROLLAIRE 3. - Soit f une fonction numérique bornée sur D . Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) f est harmonique.

(ii) f est de classe l2 et annulé par tout laplacien.

f est de classe jS et annulé par un laplacien.

Démonstration. - Soit

Si f vérifie la propriété (ii) du corollaire 2, on a

Donc F est constante, et F (g’ ) . = On trouvera dans [6J un résultat
g g

analogue.

Pour le corollaire 3 : (i) ==&#x3E; (ii) (proposition 2.4) , (ii) =f&#x3E; (iii) tri-
vialemont.



11-12

(iii) ~ (1)o Dans HUNT a déterminé les opérateurs qui, sur un groupe

de Lie, opèrent comme générateurs infinitésimaux de semi-groupes de probabilités
En particulier les opérateurs tels que A sont de ce type : donc il existe une

famille de mesures de 0 .::s t} sur G telles que :

(où p est une fonction bo de classe l2).
Utilisant la propriété de semi-groupep on a ;

D’autre part A engendrant le semi-groupe t’ et vérifiant 1Çl AR = 6
comme un semi-groupe, est uniquement déterminé par son générateur infinitésimale
on a

ce qui entraîne que 

Supposons que f soit une fonction bornée aur D et de classe C2, telle que
Af== 0 ; alors f(g) = f(g?o) vérifie 0394f= 0 et = ?(g) . On en déduit 2

De ce calcul on déduit

D’autre part [6J~ les mesures sont absolument continues, donc f(g) est

harmonique

4. Domaines de Cartan.

Soit ~ Cr un ouvert; on dit que c’est un domaine de Cartan si 0 est un

ouvert bornée et s’il admet un groupe G de transformations analytiques transi-

tif et semi-simple, tel que le stabilisateur de chaque point soit un sous-groupe
compact maximal [1] 0 On peut toujours supposer que l’origine z o de Cr app a,r...

tient à ~ et que le groupe d’isotropie i~ de zQ est représenté par des trans~i

formations linéaires de En particulier K opère sur la frontière ? de

0 . Enfin 1’ application p t est un isomorphisme.
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Le domaine S admet une métrique riemannienne : la métrique de Bergmann, inva-

riante par G. Cette métrique définit un opérateur de Laplace-Beltrami donné par

L’ opérateur 0394 étant elliptique correspond à un laplacien sur D noté encore

D.. Une fonction f sur D sera dite harmonique si M = 0 . Les fonctions ana-

lytiques sur (Q vérifient 20142014 f == 0 0 Elles sont donc harmoniques au sens que

nous venons de dire"

On va montrer que l application ? : D -~ (Q se prolonge à la compactification

standard D de D et que p(D) c ~ . Par cette application la frontière distin-

guée de D est envoyée sur un ensemble (Q 0 qui est la frontière de Bergmann-

Silov de S .

LEMME 4.10 ~ Soit f une fonction harmonique sur D telle que 1 ensemble des

translatés à gauche par K soit éqai.contina, Alors f est continue (cf.
théorème 2.3)0 Soient x ~ B(G) , et (x ) une suite de points qui converge vers

x . Comme K est transitif sur B(G) , . on peut poser x n = k n x et la suite kn
converge vers e o Posons 

’

La fonction ~ est harmonique~ et on a x) - f(x) * A cause de
l’unicité de la fonction frontière? on a ||03C6n||= ||03C6n||~ " Mais par hypothèse

Ii - 0 . D’où le lemmeo
n oo

LEMME 402." - Soit f une fonction analytique sur GJ, continue sur alors

la fonction f o p a une donnée frontière qui est continuée

Démonstration. - Comme K opère sur a;) $ si k ~ k , f(k z) ~ f(kz) unifor-

mémen; pour tout z e Donc par le lemme précédente f 03BF 03B2 est continue.

COROLLAIREc - Sous les mêmes hypothèses? la fonction f o 03B2 définie sur D se

prolonge en une fonction continue sur la compactification standard D .

Démonstration. - En effet si une fonction harmonique (p(p) a une donnée 

tière 03C6 continue, alors par la formule de Poisson (p(p) = p((p) on voit que (p

se prolonge en une fonction continue à D;)

On va appliquer ces résultats aux fonctions coordonnées z sur Les fonc-

tions zi o fi vérifient les conditions du lemme 7c2 : elles se prolongent donc en

(es fonctions sur D.. D~ autre part 13 g D -~ GJ est donné par
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en sorte que les fonctions définissent un prolongement continu de p à D .

Ceei prouve incidemment que le groupe G opère 03B2(D) , et que 03B2 com-

mute aux opérations de G 0 On considère B(G) comme plongé dans D , et notons

0 = f3(B( G» .
Soit maintenant une fonction analytique sur  , continue sur . La

fonction f 03BF 03B2 définie sur D se prolonge à D et sa restriction à B(G)
constitue la donnée frontière cp de f 0 ~ e Par ailleurs, puisque f est défi..

- 

. 

.....

nie sur , et puisque f3 est une application continue sur D , la fonction
f o fi est déjà définie sur D et continue ; comme les deux coïncident, on con-
clut que p(x) = f 0 B(G) ) . Donc la donnée frontière de £ o f3 cor-

respond à la restriction de f La représentation de Poisson de f 0 f3
en terme de cp implique immédiatement une formule de Poisson de en terme

de sa restriction à Soit m l’unique mesure K-invariante 

(m = f3(m» , alors

De plus est une fonction continue sur ad 0 (II.4.1) détermine une
fonction analytique sur S qui se prolonge en une fonction continue sur 
On a les résultats suivants :

.. Toute fonction analytique sur ad continue sur O prend son maximum sur 

- Aucun sous-ensemble propre de n’a cette propriété.

On en déduit que  O est la frontière de Bergmann-Silov 

THEOREME 4.3.- Soient S un domaine de Cartan, G son groupe d’ autonorphis-

mes, ZQ un point de  et K le groupe d’ isotropie de zO. Alors la fron-
tière de Bergmann-Silov 0 de  est l image pax- une application qui commute

aux opérations de G de la frontière distinguée de G ~ et en particulier, K

opère transitivement sur f est une fonction analytique sur , qui
se prolonge en une fonction continue sur , alors f admet une représentation
de Poisson :

’" --

( m = l’imique mesure de probabilité sur (j;) 0 invariante par K; 
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Exemple. - On reprend le 3e exemple de l’exposé 1, § 7. On a vu que
dim B( G) &#x3E; dim (Q 0 . L’ application qui est injective D , ne l’ est plus
sur D . En particulier la donnée frontière d’une fonction harmonique bornée quel-
conque sur D ~ donc sur ad, ne correspond pas nécessairement à une fonction sur

O, puisque l’ensemble des fonctions mesurables et bornées sur 0 correspond
à un sous-ensemble strictement contenu dans l’ensemble des fonctions

mesurables et bornées sur D o 
.

Ainsi (11.4~1)~ qui est valable pour les fonctions analytiques sur D qui se

prolongent en des fonctions continues sur  n’est plus valable pour les 
tions harmoniques et bornées quelconques sur 0 . En revanche la formule de Poisson
écrite en termes de fonctions sur B(G) reste toujours valable.

5. Les fonctions -harmoniques.

Arrivons-en à l’étude du cas général (11.1.1). Les fonctions qui vérifient
II.1.1 sont dites -harmoniques.

DEFINITION 5 . 1 . - Une fonction f sur G est uniformément continue à gauche
(1. u. c.) si elle est bornée et si, quand une suite g 

n 
d’éléments de G tend

vers l’élément neutre, alors f( 15n gj -~ f(g) uniformément en g.

Soit ~ l’ensemble des fonction 1. u. c. et y-harmoniques sur G. On va mon-

trer que de telles fonctions sont celles qui correspondent à des données fron-
tières continues pour une formule de Poisson appropriée.

Soit Xl’ X2 , ..~ ~ ... une suite de V. A. indépendantes à valeurs dans
G et ayant même répartition ~ . Soit Q l’ espace du processus ( Q peut ~tre
choisi égal à G. G. G . ~ . avec la mesure )~0~~~~~...)«

,

DEFINITION 5.2.... Soit a la famille des fonctions sur G.Q définies par :

eu f est 1. u. c. et telle que la limite existe avec la probabilité + 1 pour

tout g .

L’ensemble CL forme une algèbre (pour le produit évident) de fonctions mesurar

bles sur G.O et on a une représentation continue ¿.e G dans  par les trans-

lations à gauche :
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e , alors z 
n 

- z uniformément. Soit posons

Comme f est 1. u. c., il s’ensuit que ; e st également 1. u. c. Montrons que

l; est -harmonique. Soit X une V. A. de même répartition que les Xi;

Cette dernière égalité peut encore s~écrire :

La limite du deuxième membre est évidemment l;( g) . Donc 03B6 ~ X . On a donc défi-

ni un e aoplication as C(.-~K .

Réciproquement soit f E ~ ~ posons X2 ... Xn) . Comme f est

une fonction harmonique, on a E(f(gXn)) = f(g) pour tout g et pour tout n ,

par conséquent

Donc forment une martingale bornée et convergent donc presque sûrement
n

[8] vers une variable aléatoire z(g , w) qui appartient à ~. . Posons 

On a Id~ e t f3 0 

En effet, soient f E ~ et z = 

De plus soit ~=a(z) et z’ = fi(Ç) * Puisque a(z’) = ~~ on a a(z-z’)=0.

Soit z~03B1 tel que E(z(gp 03C9)) = 0 pour tout g e G. Puisque z(g, w) est

mesurable relativement à 

En outre si

on peut écrire

( wn est le point de 03A9 tel que = X (a)) ). Comme Xn est un processus

stationnaire, l’application w -~ a) conserve la mesure et,~ comme (A))) = 0~

on trouve n)) _ 0 pour tout g en sorte que
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Ainsi w) 1 Xl’ X2 ’ ... 0 , X n) = 0 et z(g~ w) = 0 .

On a donc défini une application linéaire bijective entre CL et ? * Mais CL
00

et X peuvent être munis chacun d’une topologie, en utilisant la norme L . Les

applications a et p n’ augmentent pas la norme, donc elles la conservent. ~

est un espace de Banach (X est fermé dans L~(G) ), donc aussi* De plus CL

est une algèbre telle que ||z1 z2||~ donc a est une algèbre de
Banach involutive (si z E a alors Z E OL donc c’est une

algèbre. OL peut donc s identifier à un espace de fonctions continues sur un

espace compact TI [4] s

DEFINITION 5.30 - L’espace n est appelé l’ espace de Poisson de G relative-

ment à ~w

Si p E le point p définit un homomorphâsme de OL dans G ; la topologie
de n est obtenue en prenant pour voisinages de p les points p’ tels que

i = 1 , ... , n . En outre G opère sur  et sur X 
et a et p comimtent aux opérations de G. Ceci permet de faire opérer G

continuement sur II par

une fonction continue sur II correspondant à une fonction f 6 ? o

Posons L((p) = f(e) o L est une forme linéaire continue sur positive et

L(l) = 1 . Donc il existe une mesure de probabilité v sur II telle que

03BD(03C6) = L(f) . Soient z ~ et posons p(z) . On a

D’autre part à z correspond une fonction f de ~ ~ et on a

On a ainsi démontré le théorème suivant.

, ,

THEOREME 5.4.... Il existe une mesure de probabilité v sur l’espace de Poisson

TI de G relativement à ~ telle que : t

Cette formule établit une correspondance bijective entre les éléments de ~ et

les fonctions continues sur fl 1

CQROLIAIRE. - La mesure v a
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Démonstration.

6. de Poisson et la frontière maximale.

On suppose maintenant que  est absolument continue par rapport à la mesure

de Haar.

IEMME 6.1. - Soit K un sous-groupe compact maximal de G . Alors K opère
transitivement sur TI.

Démonstration. - Soit alors z’ ( g , w) = JK z (kg , w) dk est une cons-

tante qui ne dépend ni de g ~ ni de w. En effet si ~ ~ a(z) , on trouve

ç’ vérifie ~’(kg) ~’ est une

constante ; donc z’ est également une constante. Soient p , p~ E n . Les en-
sembles Kp. et Kp~ sont deux compacts distincts ou confondus. Si Kp. ~ 
ils sont disjoints. Il existe y telle que cp = + 1 sur KPl et 0 sur

Kp2 . On a donc :

Mais si (p correspond à alors 7 (p dk correspond à z’ qui est une

constante. Ce qui entraîne une contradiction.

IEMME 6.2. - Soit M un espace compact où G opère. Soient n et IL, le

groupe d’ isotropie de Il existe une mesure e sur stable par Rn.

Démongtration.- Sait P(M): l’opératour T (T (03BB)=   03BB (À E P(M)) laisse f-(B)
invariant. Donc il existe 03BB ~ @( M) tel À = X . Soit cp E C(M) , et
posons

~

Alors la fonction (p est ~-harmoniqu.e~ et (p ~ K

qui tend vers 0 uniformément.
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On a ainsi défini une application linéaire continue y : Si Po e n
alors Inapplication f -&#x3E; est une fonctionnelle linéaire sur ? o Donc

Inapplication q - ») est aussi une fonctionnelle linéaire sur 0

Elle est positive et conserve la fonction 1 : elle est donc donnée par une mesure

e : = Soit h e H , alors

LEMME 6030 .. Si Fi est une frontière de G ~ il existe une application continue

de n sur M qui commute aux opérations de Go

Démonstration.- sait qu’il existe une mesure e sur M avec h9=6

(h E H~) o Soit Ge la trajectoire de e par G, on a une application

G/H - n - G03B8: donc Ge est compact" Comme M est une frontière il existe une

mesure dans Ge qui est une mesure ponctuelle donc il existe une suite (k )
d v éléments de K qui converge vers k E K et telle que lim k 6=p (p ~ M) e

Donc e = kT p (lemme 6.1) et l11 a un point fixe dans M : H03A0 est contenu

dans le stabilisateur de p .

LEMME 6.40 ~ Soit ~ la mesure sur n définie en 504. Alors, pour presque
toute suite de X2 9 ~j~ ? e~ la X ~
converge vers une mesure ponctuelle.

Démonstration. - Soit p e e(n) et posons

alors (p=K et 6((p) ~ÛL .

Donc Xn 03BD converge presque sürement. Soit 03BD (03C9) sa limite

_ ~ _ _
LI application 1’ -7 3(~) est un isomorphisme di algèbre: 13(1’1 1’2) = 3(~2.) ~

Donc on a

Mais il s’ensuit, que 03BD’ (03C9) pre sque sûrement une mesure ponctuelle,
car on a pour toute 
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qui tend vers le maximum essentiel de y relativement à v’ , ce qui implique

que toute (p est constante presque partout relativement at donc que 03BD’
est une mesure ponctuelle.

, ,

THEOREME 6.5. - L’espace n est un revêtement fini non ramifié de B(G) .

COROLLAIRE. - Le groupe G possède un nombre fini d’espaces de Poisson, qui
sont tous des revêtements finis de B(G) .

Démons tration. - Par le lemme 6.3, on sait qu’il existe une application d’ es-
paces homogènes a : R - B(G) . Soient PO e n et qo = Notons Hn
(resp. H(G) ) le groupe d’isotropie de Po (resr. ~.n )* On a évidemment
IL c H(G) . Il faut montrer que [R(G):  + 00 . Nous allons temporairement
admettre le lemme suivant.

LEMME 6.6.... Il existe un ouvert Q dans n tel que, pour toute mesure Â. sur

n dont le support est intérieur à Q , il existe une suite {g } d t éléments de

G telle que la suite g_ X converge vers une mesure ponctuelle.

Le sous-groupe H(G) a la propriété de point fixe. Donc H(G) laisse inva-

riante une mesure sur qui est un espace compact. L’ injection R(G) -? G
applique R(G)/Hn dans = n . Donc H(G) laisse invariante une mesure À

sur n dont le support est l’ensemble H(G) Soit Q un ouvert de n véri-

fiant les propriétés du lemme 6it’6 ; comme K opère transitivement sur n il

existe k ~ K tel que &#x3E; 0 pour un compact QI de Q. Autrement dit

kÀ domine une mesure ~ non nulle dont le support est intérieur à Q. Donc il

existe une suite {g } telle que g. 03BB’ converge vers une mesure ponctuelle non

nulle. Choisissons une sous-suite gt telle que kt.. converge vers À. Cette

dernière mesure domine donc une mesure ponctuelle non nulle. De plus À. est inva-

riante par H(G) , et K opère transitivement sur B(G).Si g=hk

(h e S ; k e K) , alors gÀ = kt.. 0 Donc

= lim g" À = lim kit À == k’X (pour un certain kt 6 K ) .

Comme À domine une mesure ponctuelle non triviale il en va de même de À 0 Mais

À a son support dans H(G) Po . Donc il existe h ~ H(G) tel qu’on ait
&#x3E; 0 . Comme À est invariante par il s’en suit que &#x3E; 0

pour tout h OE H( G) 1$ Mais X est une mesure de masse finie s on en conclut que

H(G) H(G)/H est fini.
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Remarquons que H(G) = (cfc exposé KO est un groupe compact qui a

un nombre fini de composantes connexes at S est connexe. Soit la com-

posante connexe de H(G) . Pour chaque n le groupe H.-r sera contenu dans H(G)
et contiendra Donc les espaces n correspondent aux sous-groupes de

Démonstration du lemme 6.6. - Avec les notations du théorème 5.4, on a

j.J. * v = v ; donc tj.-~~~~=:~. On sait (lemme 3..3) p domine un mul-

tiple de la mesure de Haar de G sur un ouvert de G . Donc v domine une mesure

"bien foutue" sur un ouvert Q de II. De plus il y a une suite {g } telle que

{gn v} converge vers une mesure ponctuelle (lemme 604) . Donc pour toute mesure
"bien foutue" 7C sur Q , la suite g n 

n converge vers une mesure ponctuelle~
Soient 7t une mesure dont le support est intérieur à Q , et ’ une mesure con-

centrée sur un ouvert suffisament petit de G , alors ’  n sera dominée par
une mesure "bien foutue" sur Q , en sorte que convergera vers une

mesure ponctuelle. Par le même argument que dans la démonstration du théorème
3. 1 de l’exposé l il existe une suite g’ telle que converge vers une

masse ponctuelle.

, , 
mTHEOREME 6.8() la; Si le support d’une puissance (pour la convolution) de ~

contient un voisinage de l’identité dans G alors l’espace de Poisson de G

relativement à ~ coïncide avec B(G) 0

Démonstration. - Supposons que 03A0 ~ B(G) o De toute façon n est un revêtement

de B(G) , et les automorphismes de la fibre commutent aux opérations de G G

Soit 11 un tel automorphisme différent de l’identité. Soit V la mesure sur n

construite en 5.40 Il existe une suite {g~ telle que g n v - p (p E n) 6 Alors

g~ 11" = v - P et qv sont mutuellement étrangères. Mais
(lemme 6.6) v domine une mesure ïfbien foutue" sur un ouvert Q de TI. Si le

support de m contient un voisinage de l’identité, alors tout g ~ G appartient
au support de n pour un n Ci Comme n  v = v pour tout q E la mesure

)) domine une mesure "bien foutue" sur un voisinage de q c On a le même résultat

pour et qv ne peuvent être mutuellement étrangères.

Exemple. - On va montrer sur un exemple que l’on peut effectivement avoir des

espaces de Poisson qui soient différents de B(G) 0 On prend G = SL(2 , ~) ,
K = 30(2) , et S le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures à 
ficients diagonaux positifs, N(S) le groupe des matrices triangulaires supé-
rieures.
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B(G) = ~ (droite projective réelle) ; qS = S (le tore) .

Soit Z l’ensemble des matrices à coefficients tous positifs ou nuls et de

déterminant 1 ; c’est un semi-groupe de G qui opère sur IiÀ en conservant le

premier quadrant. Soit p une mesure sur G dont le support est contenu dans

E * Alors l’espace de Poisson relativement à II est En effet il existe une

mesure 03BD concentrée sur le premier quadrant de S telle que   03BD = v . Pour

cette mesure il existe une suite gn (par exemple g = (~ t) ; gn = gn ) telle
que une mesure ponctuelle p. Soit (p une fonction continue sur S .

Posons :

v = v . Donc :

-

Donc 03C6 ~  . En outre

"" -

donc si (p = 0 , alors (p est nulle également : l* application ç - (p est injec-
tive. Supposons que 1’espace de Poisson de Il ne soit pas 81 = c’est donc P1 .
Pour toute fonction continue ~ sur S on peut trouver ~ sur j~ telle que

1(g) = (théorème 5.4) est une mesure sur I" ~ Soit 1P
alors == v’ et 

-. ~

Comme l’application 03C6 ~  est injective, on a pour toute 03C6 la relation

p go = 4&#x3E; , ce qui entraîne une contradiction.

Si G = SL(2 , ~C) ~ alors B(G) est isomorphe à la droite projective complexe

qui est simplement connexe : il n’y a donc qu’un seul espace de Poisson.

7. La formule de Poissono

On a montré jusqu’à présent que les fonctions -harmoniques qui appartiennent
à ? admettent une représentation de Poisson, il reste à vérifier ce résultat
dans le cas générale

Soit f(g) une fonction ~-harmonique bornée sur G , et soit a (g) une

suite de fonctions sur G continues à support compact approximant l’identité

de les a ont leur support dans des voisinages de l’origine de plus en

plus petit ; a n z 0 et J a n (g) dg = 1 . Posons ;
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Alors f n e K ~ Ce qui permet d’ écrire :

n

on fn est une fonction continue sur n . De plus nous savons 

ce qui peut s’écrire :

Comme  est absolument continue par rapport à la mesure de Haar, il s’ensuit

que ).lep est absolument continue par rapport à une mesure m "bien foutue" sur

03A0 , donc v vérifie aussi cette propriété ; on peut donc écrire

-- - 

A 

-----

Les fonctions 
n 

sont bornées car 11rl’ ( 8 Donc elles appartiennent
à un ensemble borné de et donc il existe une sous-suite qui converge

pour la topologie faible de nj ~ A f ; alors

Soit 03C8 ~ L1(G) ; par définition de f ( g) , on a

Donc par définition de a la fonction 1 - f pour la topologie faible de

L~(G) . En particulier fn. ~ f  Mais f 
n. 

converge simplement 3 comme les f n-.) J J
sont uniformément bornés, la limite simple est aussi la limite faible ( convergence
dominée). Donc presque partout

En définitive appliquant l’équation fonctionnelle des fonctions -harmoniques,
on voit que l’équation précédente est valable partout.

THEOREME 7.1. - Soient G et B(G) comme précédemment. Il existe une famille

ni de revêtements finis de B(G) telle que, est une mesure de probabilité
absolument continue sur G ~ les fonctions p-harmoniques bornées sont en cor-

respondance bijective avec l’ensemble des fonctions mesurables et bornées sur un

des et la correspondance est donnée par l équation précédente.
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On va donner en prime au lecteur un résultat supplémentaire. Soient G un

groupe topologique et 14 un espace localement compact cix G opère. On dit que

M est contractif s’il existe un ouvert Q c Fi et un point Po E Q tel que pour

tout voisinage U de Po il existe g E G tel que gQ C U .

Exemple. - G = ( ) Î) (a, b &#x3E; a &#x3E; 0) ; M = R J gK = ex + b . Si on

prend gn = 0 1; !Sn x -&#x3E; 0 . Done M est contractif.

, ,

THÉORÈME. - Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe avec un centre fini.

Soit 11 un espace homogène contractif de G. Alors Î.i est compact.

et p0 , comme dans la définition. Il existe un

compact 6 c Q , et un ouvert iJ c G tels que W6 c 6.. Soit p une me sure sur G

ayant son support dans U , . il existe une mesure 11: E ?(M) telle que Il * 11: = 11: .

Soit M le compactifié d’ Alexandroff de 1&#x3E;1 où G opère trivialement sur le
c

point à l’infini: et soit e(Mc) l’espace des fonctions continues sur 1/l 0 On

peut identifier 11: à une mesure sur 11 o Si 03C8 E e(H) et soit %$(g) = grc(BjJ) c

c c

La fonction BjJ est une fonction -harmonique et comme BjJ est continue sur M ,
iÙ e 1 . Soit n, Il , 03BD , définis comme précédemment, alors il existe 1 E C(fl)
telle que BjJ = et 1? application BjJ -? î est une application linéaire de

e(J.vIc) dans e(n), et on a g11:(BjJ) = gv(BjJ) . Soit p ~ 03A0 , alors BjJ(p) est une

fonctionnelle linéaire positive sur donc il existe une mesure de proba-

bilité e E ù(M ) telle que BjJ(p) -z e (BjJ) 0 Si g E G , correspond à BjJg
p c P

qui correspond à g donc e 
gP 

= g03B8
p 

. L’ application p - 8 P 
est continue, et

considérons la mesure:

Donc e = 11: 11: a son support et comme 11: ~ ~ e p il

s’e nsui t que presque tous les e ont leur support dans b.. Mais b. c Q , donc
P 

.

il Y a une telle que -? PO 0 Mais ep est

continue et fl est compact, donc si pt est limite d’ une sous-suite de 

alors °p&#x3E; = O. Donc °pi est une mesure ponctuelle, et il en va de môme de

tous les 0 et définit une application de fl dans 14 qui commute aux opé-

rations de p G, puisque epi = PO’ envoie n dans M. C Comme M est un espace

homogène, e est surjective; comme e est continue, M est nécessairement

compact.
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On dit qu’un espace où G opère, est irréductible si aucun sous-ensemble
fermé strict de M n’ est invariant par G 0

COROLLAIRE. - Soit M un espace homogène eu G opère, contractif et irréduc-

tible, alors M est un espace homogène compact3

En effet, dans la démonstration précédente, on a utilisé le fait que M est

un espace homogène tout à fait à la fin.
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