ROSE-MARIE HERVE
Recherches sur la théorie axiomatique des fonctions surharmoniques

Séminaire Brelot-Choquet-Deny. Théorie du potentiel, tome 3 (1958-1959), exp. n° 11,
p- 1-6

<http://www.numdam.org/item?id=SBCD_1958-1959 3 A9 0>

© Séminaire Brelot-Choquet-Deny. Théorie du potentiel
(Secrétariat mathématique, Paris), 1958-1959, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Brelot-Choquet-Deny. Théo-
rie du potentiel » implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SBCD_1958-1959__3__A9_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Taculté des Sciences de Paris 11-01

Séminaire de 3 juin 1959
TLORIE DU POTZTUTIEL

Année 1$58/59

0 O °
-0 o - -

RECHZIRCHRES SUR La THZORIE AXIOVATIGUE DES FONCTIONS SURHARMONIGUES

par Mme Rose-'‘arie HERVE

Ces recherches reposent sur la théorie axiomatique de M. BRELOT ([1]) ; elles
sont centrées sur un théoréme de partition de toute fonction surharmonique 20
en deux fonctions surharmoniques 30 , théoréme dont je donne une démonstration
utilisant le moins d'axiomes possible. Puis j'indique quelques conséquences de

ce théoréme.

Pour les notations, je renvoie 2 1l'article [1], spécialement pages 1-28 ; je
rappelle simplement que s* est 1'ensemble des fonctions surharmoniques 20

dans <= .

1. Le théoreme de partition avec les axiomes 1, 2, 3.

THEOREME 1. - Etant donnés une fonction V & 5 et un ouvert wy c-l, on

s . - . oot .
designe par (v, '«‘Jl) 1'ensemble des fonections weé S ; telles qu'd chaque w

on puisse associer ¥ , surharmonique dans wl ; satisfaisant & w =V + w dans

Wl s soit v = inf w ; alors :
weE(V, wy

1° ve 3(V, t’ﬂl) 3

. & A -
2° Pour toute w & E(V , wl) ; dans {4 s w=v+w' , 00 wa&ES

-

b . . Y - |+

3° Bn particulier V=v + v' dans -. , avec v et v'# S ; et v est
harmonique dans i"”""l A

7

harmonique dans ary (l).

1° L'ensemble ZE(V , wl) n'est pas vide, car il contient V ; donc 0« vg V.
GQuand w dferit (V. wl) s W déerit un ensemble de fonctions surharmoniques

dans ual ; qui contient O et qui est saturé dans ’-“1 . boit v = inf 'i;f H
weEB(V, M.:l)

. < o
la relation v =V + v , dans UJl , montre que ¥ ne peut 8tre = - ® dans
lad . P
aucune composante connexe de «), ;3 Vv est donc harmonique dans #2, ety, si v
17’ 1 )

est la régularisée semi continue inférieurement (s. c. i.) de la 5‘;-4 -fonction v
s

(1) v' est aussi la plus grande fonction de s* qui soit "minorante générique"

de V et harmonigue dans w, .
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3 base quelconque de domaines réguliers) : ¥ =V + v dans “”1 . Donc

et v =v dans L.

20 Premiére partie. - Montrons que :

fw -v en tout point ol cette différence est définie,

w" -

\

Lt ® en tout point ol w=v=+0 ,

C - 7N, 3 Y
est une o -fonction dans 4L , et, pour cela, qu'en tout point x ou w =V

°

est défini, et pour tout domaine régulier w €03, w3 ox

8 3 . bt o ’
w(x) - vix) >,Hw(x) - Hv(x) , c'estmd-dire w - Hw + Hv » v dans 1.

Soient S une fonction surharmonique dans «’, dont la limite inférieure, en
. * . .
tout voint de w , est » -® et v , et s une fonction sous-harmonique
- . . *
dans @ , dont la limite supérieure, en tout point de w est «+m® et «w

il suffit de prouver que, dans 2, W -8+ 5 2V . Posons 3

W, = inf (w=-s+ S, v) dans M 5

v dans | ]
. ot , . .
vy g£v, et W, @ S , car w -5+ S estune fonction surharmonique dans &,
A . s . *
dont la limite inférieure, en tout noint de s , est >-® et >v .

Pour que Wy z B(V , wl) , i1 suffit alors de montrer que

e £ . v P g
v, = {inf (w - s + S , V) dans w1t wl
~ ”
v dans { #s N e ;
L 1

est surharmonique dans “y s ce qui, gréce au critdre local de surharmonicité

([1], théorime 1, page 1-04), se raméne & la s. c. i. de rv;l en tout point

*
y & arf oy, Or, si 9() =+ ousi v(v) =+®, ona
P i -~
lim (F-s+8)=+o3v()
X =y
x'Z’JJﬂUJl

et dans les autres cas;

lin inf (3 - s + 8) 3 W(y) - w(¥) +v(v) =) .
X"‘ /y
s iy b

~r
£H5

COXCLUSION. =~ vle E(V, wl) entraine w, » v dans £l , donc w, = v dans

{i et w-s5+S3 v dans ‘A .
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Deuxi®me rartie. - Soit w' 1la régularisée s. c. i. de w" : pour tout point

X s on a
W) P .
w!'(x) = sup [Hw(x) - H;YX)J 5
1A 92X
ta) GU?,-

H:kx) - H:kx) z,H:Yx) - v(x) entraine w'(x) > w(x) - v(x) en tout voint x ol

v - v est défini. On en déduit w = v + w' quasi partout dans Li , donc partout.

Id

3° Des paragraphes 1 et 2 résulte V=v+v' ,ou v et v'€ st 5 v = -v

dans 901 , donc v' est harmonique dans Cﬂl . D'autre part, E(V , Lul) est
[

un ensemble saturé de fonctions surharmoniques dans {ful , donc v est harma-

nique dans “i .

DEFINITION, - Dans la suite, la fonction v du théoréme 1 s'appellera "restric-

tion spécifique de V & “hy M et sera notée v, .

e

1

2. Conséquences du théoréme de partition.

On suppose lés axiomes 1, 2, 3, et l'existence d'un potentiel » O dans L.

Premiére conséquence. - Etudions les éléments extrémaux de 1'ensemble convexe

P des rotentiels V dans £f. , normalisés, 2 1l'aide du couple ( Xy Uvo

X0s ™o
£ L O
Vd? =1 .
X *0

ouvert régulier 3 X, ), par
THEORIME 2. - Tout potentiel extrémal a un support ponctuel.

£

in effet, si le support d'un potentiel extrémal V contenait 2 points distincts
v, et vy, le théoréme 1, appliqué 2 V et a un ouvert « 2y, ,; et tel que
:X:Jéyé , donnerait V=v +v' , ob v et v' seraient deux potentiels >0 ,

non proportionnels ; d'ol la contradiction.

RIMARQUE., - Ce résultat conduit & se demander s'il existe des rotentiels de sup-
port y donné. Désignons par Vy un potentiel >0 , fini continu dans ILl, et

supposons L. 2 base dénombrable. Deux cas sont & distinguer :
- 8i y est un point non polaire,

A
iyt x)
Rvo(

/-z’yg( )
RvO *0

est un potentiel de support v , indépendant de VO H
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- Si y est un point polaire, on suppose en outre 1l'axiome de Harnack ([1],
pages 1-17 et 1-21) vérifié par les fonctions harmoniques >0 dans chaque do-

maine JclL ; alors, de la suite des potentiels
, Kn
Ry (x)
0

Ry (xg)
0

ou Kn désigne une suite de suite de compacts décroissants, formant systeme fon-

damental de voisinages de v , on peut extraire une suite partielle convergeant

vers un potentiel de support y .

. - .
Deuxidme conséquence. - On suppose en outre <. 2 base dénombrable.

THEOREME 3. - Un couple normalisateur (xo 5 090) étant choisi une fois pour

N . . ‘ -\
toutes, & tout potentiel V on peut associer une mesure de Radon 0 dans 5L,

.. ™0
» 5 telle que, pour tout ouvert ¢ S : r(bv) = ‘SV . df%o ’

unique, soit -

i
'

N

ol Ve €5t la restrictionde V a w,

L'existence de cette mesure permet, par exemple, de comparer les deux axiomes

suivants

Axiome 4' : Pour tout potentiel V , localement borné, dans S) , harmonique
- P w
dans un ouvert T W€ 3l %& =V.
Axiome 4" : Tout potentiel localement borné, continu sur son support, est conti-

nu dans ek .

THEOREME 4. - Zn supposant les axiomes 1, 2, 3, et Sl 2 base dénombrable,

1'axiome 4" entralne 1l'axiome 4°'.

M. BRELOT avant démontré ([1], théor&me 19, page 1-37) que l'axiome 4' entraine

1'axiome 4", on en conclut 1l'équivalence de ces deux axiomes.

Troisiéme conséquence. -

THEOREME 5. - Ktant donnds v surharmonique >0 dans un ouvert wc il s ot

1

un ouvert w' € <« w , il existe un potentiel V dans 1, et une fonction

harmonique h 2 0 dans w' , tels que V=v +h dans w' .

Si v a un support compact K< W, il existe un potentiel V dans [N

unique, de support K ; et une fonction h harmonique dans ‘¥, tels que

V=v +h dans .
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Application & la comparaison des potentiels extrémaux dans SL et dans un

ouvert partiel @i . Soit x & & . A tout potentiel P dans £1 , de support
x , correspond un potentiel unique p dans @ , de support x ; tel que P - p
soit harmonique dans w : p=P -h, ol h est la plus grande minorante har-
monique de P dans @ . Réciproquement, d'aprés le théoreme 5, 2 tout potentiel
p dans w , de support x , correspond un notentiel unique P dans L, de
support x , tel que P - p soit harmonique dans & . Par suite, si 1'un des
potentiels est extrémal, 1l'autre l'est aussi.
» L'unicité ou la multiplicité, des notentiels normalisés de support donné, a donc

un caractére local.

Quatritme conséquence. - Un critdre d'effilement d'un ensemble.

THEOREME 6. - £&. &tant & base dénombrable, si un ensemble E est effilé au

point y polaire, adhérent & E et €EF , il existe une fonction V £ st s

finie au point v , et telle que lim V(x) = +® .
x&E
X2y

Le théoréme subsiste dans le cas o y est un point non polaire, & condition

de supposer en outre l'axiome 4'.

3. Quelques résultats, en supposant les axiomes 1, 2, 3, et 1l'existence d'un po-

tentiel >0 dans LY, 41 2 base dénombrable, et 1l'axiome 4' ou 4".

19 Fixons un point X, de £ et un potentiel VO fini continu >0 dans
L) ; rappelons ([1]; théoréme 16, page 1-32) que Rg (xo) est pour E compact
variable une capacité de Choquet et pour E quelcondue la capacité extérieure

correspondante.

THEOREME 7. - Btant donnés un voisinage fermé r% de Xy 5 une fonection V& s

et un nombre a » 0 , il existe un ouvert e« €4 ;| tel que la capacité précé-

dente de s f] CJ'O soit «&a , et que la restriction de V 2a tb\,\ soit finie
continue.

On reconnait un théoréme démontré par G. CHOQUET dans sa théorie du potentiel
a noyau ([2], théoréme 1, page 1-05) ; la démonstration est d'ailleurs trés voi-

sine de celle de G. CHOQUET, dans le cas ol V est localement borné.

20 Indiquons bridvement, pour terminer, une série de résultats ([3]), concer-

nant la balayée d'une fonction es’ .
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THEOREME 3. - Etant donnés un ensemble <SL et un point x e $L , il existe

B +
.

une mesure de Radon pi > 0 telle que, pour toute fonction V £ §
1

ﬁs(x) = Vd,& .

t=l

B ’ ’ N .
La mesure y; joult de propriétés analogues & celles du cas classique.

™=

THEOREME 9. - L'ensemble des points de &St o E est effilé est de pi-mesure

nulle, cuel que soit x & fZi. .

THEOREMZ 10. - L'enscmble des points de fL, autres que x , ou {E est effi-

o

18, est de Pi-mesure nulle, quel que soit x¢& {1 .,
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