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III.1

PLAN DES EXPOSES III ET IV

CONVENTIONS GENERALES

Dans tout cet exposé, nous entendons par "variable aléatoire X

à valeurs dans un espace de Banach E" la donnée d’une application X définie

sur un espace de probabilité (le plus souvent sousentendu !) me-

surable à valeurs dans l’espace E muni de sa tribu borélienne z(E) , et

telle que la mesure -notée qui est la loi de X sur î8(E) est une mesure

de Radon. Evidemment, il revient au même de supposer que X prend presque

snrement ses valeurs dans un sous-espace séparable de E.

On note l’ espace des v,a, sur à valeurs dans E ;

LP(O,(2,P;E) désigne l’espace des vm a. X telles que E et 
0

désigne -si p 1- 1’ espace de v a. X telles que E 0

Le plus souvent, on abrège ces notations en Lp(E), Lp(E), etc, ..
0

. 0 p p t, 
p

La notation L, Lp, L 05 00 o est réservée au cas E = IRo? 
o
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Si X est une v.a définie sur (QP) on peut définir sa symétrisée -notée X-
sur l’ espace (n, P) x P) par la formule -V- 
N -

X(cu’)=X((i))-X((i)’) ; 9 les v, a X et -X ont la même loi e

Dans tout l’exposé, à chaque fois que nous considèrerons une v.a X, la no-

tation XleX2y ... y xny ... désignera toujours une suite de copies indépendantes
de la v.a.X. En résumé, nous réservons la notation o aux sui-

tes de v, a, indépendantes équidistribuées. o
La tribu des évènements "asymptotiques" est par définition formée d’ensem-

bles mesurables pour chaque entier N -par rapport à la tribu engendrée par
les 

Enfin, un rappel : on dit qu’une suite de mesures de Radon sur un
n

espace de Banach E converge étroitement vers une mesure p si

J f(x)Jl(dx) pour tout f dans l’espace -noté Cb(E)- des fonc-
tions scalaires continues et bornées sur E.

Soit (An) une suite d’évènements dans a on rappelle les notations :

Si A est une partie de 0 non nécessairement mesurable, on pose

et

§ 0. INTRODUCTION

Soit E un espace de Banach. Soit X,Xl,X2’o.o une suite de varia-

bles aléatoires indépendantes équidistribuées à valeurs dans E.

Nous dirons que X vérifie le théorème de la limite centrale (en abrégé TLC)

si les lois convergent étroitement vers une mesure de Radon

Yx 
sur E. Il résulte du TLC scalaire que YX 

est nécessairement une proba-

bilité gaussienne. Posons une fois pour toutes S n = X 1 + 800 + X n et.201320132013201320132013201320132013 
20132013201320132013201320132013-201320132013201320132013201320132013 ni n

a =V2nLogLogn si a n = 1 si n = 1 et 2 o Nous dirons que X vérifie la

loi du logarithme itéré (en abrégé la LLI) si presque sûrement la suite
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forme un ensemble relativement compact dans l’espace de
...... 

-

Banach E (cette définition sera justifiée par le théorème 1.1).

Nous résumons les résultats classiques que nous admettons dans cet exposé : 1

Rappels : : 1) Si E = IR , X vérifie le TLC si et seulement si IEX=O et

E La limite ~x est alors gaussienne centrée et

2) Si E = m, X vérifie la LLI si et seulement si E X = 0 et
_ .. ~ ~  

L’objet de cet exposé est l’étude des extensions éventuelles des

deux théorèmes rappelés ci-dessus au cas où X prend ses valeurs dans un

espace de Banach. La condition d’intégrabilité JE  00 pour une v. a cen-

trée X ne sera en général ni suffisante (cf. § 5) ni nécessaire (cf. § 7) ! 1

Mais elle suffira dans les espaces de Banach de type 2 (cf. § 4) ; on verra

qu’elle est nécessaire pour le TLC dans un espace de cotype 2 (cf. § 6).

Dans le cas énéral on montre (cf. th. 4.3) que si E le TLC entral-

ne la LLI.

Remarques 0 1 : i) On vérifie aisément qu’une suite (x ) dans un espace
-. - ... --.....-. n

de Banach E est relativement compacte si et seulement si

Il en résulte que l’ évènement est relativement compact) estn 1 n

dans la tribu engendrée par les variables Par ailleurs cet évè-

nement est "asymptotique" ; par conséquent il ne peut avoir pour probabili-

té que 0 ou 1.

ii) Vérifier le TLC dans un espace de Banach E est aussi

une propriété de compacité : une condition (nécessaire et) suffisante

pour que X vérifie le TLC est que la suite des lois soit relati-

vement compacte pour la topologie de la convergence étroite, c’est-à-dire

qu’elle vérifie la condition de Prokhorov : i -1~- E&#x3E; 0 J K compact tel que : 1
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En effet, on peut vérifier alors que 1

on a donc convergence cylindrique de 1,(sn/J;:) ; mais (voir [153, prop.

111.5.2) pour des probabilités vérifiant la condition de Prokhorov la con-

vergence cylindrique implique la convergence étroite

§ 1. IDENTIFICATION DES LIMITES
orso. e a a n

Pour le TLC "1 ° identification°° de la limite est facile i

Si X vérifie le TLC, alors pour tout § dans E9 la v°aoro §(X) vérifie le
TLC donc (Rappel 1) converge en loi vers une v.a. gaussienne centrée de

variance lE de plus lE §(X) = 0 -~ SE E’ e

Soit ~X la limite des lois de Nécessairement 
y est gaussienne 

cen-

trée puisque est gaussienne centrée pour tout § dans E’° Comme la

covariance caractérise les v.a. gaussiennes, on voit que i ~X 
est identi-

fiée comme la mesure gaussienne centrée telle que 1

Pour la LLI, nous aurons besoin d’une notation supplémentaire i

Notation 101 : : Soit X une voao à valeurs dans un espace de Banach Eo On

pose 6 - su p~ (~ ~ (X)2) 1/2 Su pp osons q ue 

On peut déf inir un opérateur vX: i E’ .....L2 par + ° 

On notera Ux l’opérateur de L2 dans EÎÎ qui est le transposé de vX. e
On a évi demment e On notera K X 1 e sous-ensemble de E" qui
est l’image de la boule unité de L2 par l’opérateur uX. o En fait KCE j
en effet (puisque XE LO(E)) il existe une suite croissante (K ) de convexes

a

compacts de E tels que ]P{X6K )1 ; notons A l’événement X K ; on voit" " 

a a 
" 

a

immédiatement que 1

Par ailleurs puisque dans E" ; en conclu-

sion Eo
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L’ensemble K X est donc une partie faiblement compacte de E.

Pour finir, notons les formules évidentes :

Dans la littérature on se réfère à KX comme "la boule unité de l’espace
hilbertien autoreproduisant associé à X"o

Dans le cas de la LLI on peut identifier l’ensemble des valeurs d’adhéren-

’ 

Commençons par deux résultats généraux.

Proposition 1.1 (Kuelbs) : Soit (X ,X , . v .. ) une suite de v.a. indépendan-
tes équidistribuées à valeurs dans un espace de Banach E. Notons COlS n a n
l’ensemble (aléatoire) des valeurs d’adhérence de la suite S a dans l’es-

n n

pace o(E",E’).
On suppose que 6X 0153 et lE § (X) = 0~-~~E’y al ors :

Démonstration : Si K X est bien défini et est o(E,E’)-compact. On

peut supposer que E est séparable ; il existe alors une suite (g.) dans E’
1

telle que :

D’où
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Notations le2 t Si (x ) est une suite d’éléments d’un espace de Banach E,n

on note Cf,n 3- ) l’ensemble des valeurs d’adhérence de l’ensemble ( x 0

n n

Si A est une partie de E, on pose 1

Proposition ~. ~ ~ t Soit (Xn) une suite de voao sur indépendantes
à valeurs dans un espace de Banach Ec Soit an une suite croissante de réels

positifs tendant vers l’infini. o Posons S =X + 0 .. 0 0 Pour simplifier

on pose C e

w n lin

i) Soit x dans E, considérons l’ensemble 0 défini par
x

o c’est un évènement asymptot i que de probabilité
0 ou 10 1&#x3E;

ii) Soit F l ’ensemble des points x de E tels que P(1&#x26; ) = 1 o F est fer-
x

mé o De plus Î Fc:C ) est dans a et
w

Démonstration : i) Notons B(x,c) la boule ouverte de centre x et de

rayon c. On voit aisément que D ’ où l’asser-

tion s Il est clair (puisque que Q x est indépendant de

tout entier IVo ° ou 10 °

i ) F est fermé ; en effet soit x $F avec x - x g on a
20132013 n n 

~ 

puisque C 
(JD 

est fermé par définition, donc p(O ) = 1, 

c’est-à-dire Nous supposons (et nous le pouvons !) que E séparable.
Alors si z est une suite dense dans F : i

n

ce qui prouve l’assertion ii)

iii) Par séparabilité, on peut supposer que E’:" F s’écrit

U Bn où les Bn sont des ouverts de diamètre inférieur à 1/2 et tels que
n n
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alors il existe N

tel que P(lim ce dernier évènement étant asymptotique,
il a en fait la probabilité 1.

En continuant la même construction, on obtient par récurrence pour chaque

entier a une partie fermée D a de B N de diamètre inférieur à 1/2a et telle
que :

Puisque E est complet Soit donc On voit faci-
a

lement que ; ce qui

contredit le fait que B DF = 0.

Remargue 1: 3 1 Dans le cas équidistribué si sup p. s, alors

Remarque 1.4 : Si y la proposition 1.1 montre que l’ensemble F de

la proposition précédente est nécessairement inclus dans KK, y puisque

Le théorème suivant est dû à J. Kuelbs [10] ; nous l’ avons énon-

cé sans l’ hypothèse E qui n’est pas nécessaire (cf. § 7).

Théorème 1. 1 ~10~ : Soit X une v. a. sur à valeurs dans un espace

de Banach E ; on suppose que presque sûrement l’ ensemble 1 nE 1V ~
est relativement compact. Alors

i) L’ensemble KX (qui est bien défini d’après la remarque 1.3) est un

compact de E.
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Démonstration : Puisque p.s. C(S /a ) est compact, on en déduit (cf. pro-

position 1.2) qu’il existe un compact K tel que

On sait aussi que K C KX (remarque 1.4) . On en déduit que :

lim d(S a ,K) 0 p, s. En effet, si a 1 est relativement com-
n n n

pact et si lim d(S n la n ,K) &#x3E; 0, alors on voit aisément (par extraction d’une

sous-suite) que Puisque KcKX’ on a a fortiori

ce qui établit ii)a

On va montrer que KX est l’enveloppe convexe fermée dans E de K,
notée 0

En ef fet, soit § E E’ telle que 1 on va montrer que §(x) £ 1

A

Pour cela il suffit de montrer que ( puisque (cf. Rappel 2):

Mais on vient de voir que : p.s. si n- ce. Il en résulte

évidemment que : t donc ç ù 1, ce qui éta-

blit notre assertion.

Puisque K~ = co(K), i) est démontré.

Pour conclure, y il nous reste à montrer que K =KK.A

Démonstration de iii) en dimension finie : Dans ce cas, on peut supposer

u~ surjectif ; en passant au quotient, y on est ainsi ramené à la situation

suivante : E est un espace hilbertien de dimension finie et KX est sa
boule unité.

Puisque co(K) = K~, l’ensemble K contient nécessairement toute la sphère
unité de l’espace euclidien E.
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Soit x ~ E tel que Ilx 1B = e  1 o On va montrer que x E K.

Soit X’ la v. a. à valeurs dans ExJR définie par X’(w)= E E x R

où e est une v.a. de Bernoulli indépendante de X. On voit immédiatement que

K est la boule euclidienne de Ex JR. Le point x’ = (x,/1 - e2) est sur la

sphère euclidienne de Ex donc d’après ce qui précède :

p.s. X’ 1 + ... + x:vJan s’accumule au point x’o Projetant sur la lère coordon-
1 n n

née on en déduit que Sn an s’accumule au point x presque sûrement. Donc

]p (0 ) = 1 , y c’est-à-dire x E K .
x 

"

Ce qui termine la démonstration en dimension finie.

Démonstration de iii) dans le cas général i Nous allons montrer que pour

tout opérateur n de E dans un espace de dimension finie x(K) = 1t:(KX). Ce qui

implique immédiatement que K = KX 0 Considérons donc un tel opérateur n.

D’après le cas précédent, on sait que

On peut remarquer que si tsn(w /a n) est relativement compact, alors néces-

sairement : 1

et ce dernier ensemble coi’ncide pour presque tout w avec n(K), on obtient

donc que o

Pour conclure, il suffit de noter l’égalité évidente : ’ ° 

x X) X 
°

Remarque 1.5 : D’après la proposition 1.1 et la remarque 1.3, si l’ensem-

ble 1 est ps borné, alors il est p.s. relativement

a(E,El)-compact ; si l’espace E a la propriété de Schurt il est aussi p.s.

compact et les conclusions du théorème 1.1 s’appliquent.

. 
C’estmà-dire : i tout sous-ensemble faiblement compact est compact.

Par exemple l’espace 1 . 0



III.10

§ 2. v CONDITIONS NECESSAIRES D’INTEGRABILITE

Il est naturel de se demander si lE X 2 est nécessaire pour que X
vérifie le TLC ou la LLI. Les deux propositions suivantes donnent des ré-

sultats plus faibles 9 nous verrons plus tard qu’on ne peut pas les améliorer

dans le cas général.

Proposition 2.1 (Jain [7]) : Si X vérifie le TLC alors

i i) lE  co pour chaque p  2, et sup
n

chaque p  2.

Démonstration : i L’outil essentiel est le

Lemme 2.1 (P. Lévy) i Soit Yl,.o.,Yn des v.a. indépendantes symétriques
à valeurs dans E. On a 1

Pour une démonstration voir par exemple E9] p. 12.

Si X vérifie le TLC, la symétrisée de Xi, notée Xl le vérifie aussi.
,....,

converge en loi vers une variable G,

Par conséquent :

On a alors par l’inégalité de Lévy :

soit
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, où A(c) est une constante. On passe

immédiatement à ~,
9

) , où B ( c ) est une constante.

Pour finir, notons que si l’on substitue à Xl dans la relation (2.2),’’N 1

celle-ci reste valable et conduit à

et ceci pour tout entier N.

De l’inégalité triangulaire, on déduit facilement :

puisque X 1 vérifie le TLC, on peut choisir a tel que

et on obtient alors facilement i ) .

On déduit ii) de i) à l’aide de la formule classique :

de valable pour toute v, a. r, 

Remarque 2.1 : : Les conclusions de la proposition précédente sont vraies

si l’on suppose uniquement : j e 1/4 tel que

Par ailleurs la démonstration s’applique dans un cadre plus général : par

exemple, y elle permet de montrer facilement un résultat de [53 : pour tou-

te v.a. p-stable Z à valeurs dans un Banach (0 P!g 2) on a :

sup Cp p ())Z)) &#x3E; c)  co.

Proposition 2.2 : : , alors

et aussi
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Démonstration : Si sup ¡¡Sn 11/ an un résultat d’Hoffmann-J~rgensen

([41, corollaire 3.4) assure que sup ]]S n ]] la n est dans Lp dès que
sup liXnll/ an est lui-même dans LP ; ce que nous allons montrer, pour p 2 :

Puisque sup P’s- on a aussi sup 1IXn il/ an co p.s. ; donc par

Borel-Cantelli i dE IR 
+ 

tel que

mais on peut vérifier que ank s B an ak pour une constante B ; par conséquentUK n K.

On peut écrire alors

donc

et cette dernière série converge si p  2 puisque
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§ 3. UN RESULTAT GENERAL

Les propositions 2.1 et 2.2 suggèrent l’introduction d’une nota-

tion supplémentaire :
Soient (0,P) un espace de probabilité et E un espace de Banach. On note

CL co (O,P;E) [resp. LI l’ensemble des variables X dans LO(O,P;E)
telles que

[resp. ]Esup IISnll/ an  o ; on munit cet ensemble d’une norme en posant

CL(X) = sup et respectivement LI (X) = lEsup Ilsnilan Il est

n 
°~~ n n

facile de vérifier que les espaces CL (Q,P;E) et LI (Q,P;E) sont des espa-
oe ce

ces de Banach quand on les munit des normes précédentes. Par ailleurs,

ces espaces sont formés de variables aléatoires intégrables et centrées.

De plus, toute variable aléatoire sur (Q,P) étagée centrée à valeurs dans E

est dans chacun des espaces CL (O,P;E) et LI (Q,P;E), puisque pour de telles
ce ce

variables tout se passe à valeurs dans un sous-espace de E de dimension

finie.

On notera [resp. LI(O,P;E)] la fermeture dans CL 00 (o,P;E)

[resp. LI oe (0,P;E)] de l’ensemble des variables aléatoires étagées centrées
co

à valeurs dans E, que l’on 

L’intérêt de ces définitions tient au

Théorème 3.1 : Soit X une variable de L0 (0,P;E). X vérifie le théorème

limite centrale (resp. la loi du logarithme itéré) si et seulement si

X appartient à CL(O,P;E) [resp. à LI(O,P;E)].

Dans toute la suite on ne notera pas (0,P) mais seulement 

CL(E), ... ...

Démonstration : Commençons par le TLC ;

SI (implicite dans [6]) : Rappelons que l’on peut définir une distance

entre deux mesures positives sur un espace métrique séparable complet
comme la borne inférieure de l’ensemble des nombres réels a&#x3E; 0 tels que :
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pour toute partie fermée F de E, où l’on a posé 1 d(x,F)  al.
Cette métrique définit une topologie équivalente à la topologie étroite ;
de plus l’espace métrique obtenu est complet ([14]).
Enfin (c’est immédiat) l’ application X--+S,(X) de Lo (E) dans l’ espace des

probabilités sur E muni de cette métrique est uniformément continue.

La démonstration est alors évi dente : si X E CL ( E ) , par définition

~ c &#x3E; 0 ~ y E e, o (E) CL(X - Y)  c.

Le TLC en dimension finie nous assure que ~(Y 1 + converge étroi-

tement. La suite est donc arbitrairement uniformément proche (pour
la métrique D) d’une suite convergente de mesures ; c’est donc une suite

de Cauchy pour cette métrique, par conséquent elle est convergente.

SEULEMENT SI : Soit X dans L0 (E) vérifiant le TLC ; par la proposition 2.1,
E et E X = 0. On peut donc considérer X comme la limite dans L1(E)
d’une martingale de variables aléatoires Nous

allons montrer que CL(X-X’) tend vers 0 quand N tend vers l’infini, ce qui

règlera la partie "seulement si".

Notons tout d’abord que pour chaque entier N, X - XN vérifie le TLC : c’est

une conséquence immédiate de la remarque O.l.ii).

Pour fixer les idées, on peut supposer que

où les (xi) sont des éléments de E et (y.) une suite orthonormale de dif-
i T1

férences de martingale sur (0,P). Soit alors (gi) une suite de v.a. gaus-
1

siennes indépendantes orthonormales ; on pose

GN converge p .s. vers une v.a. gaussienne G ; &#x3E; en effet, -V- E E’ 
converge p. s. vers une v, a, de même loi que en notant 

~X 
la limite

étroite de Puisque YX 
est une mesure de Radon, l’existence de G

résulte par exemple de [4] th. 6.2.

D’après le théorème de Fernique 2 y on a aussi nécessairement E BlG-GNBI.....O
si 

Posons SN = XN + ... + XN . L’examen des covariances montre que
C1 C1 N n 1 n

convergent en loi respectivement vers les v.a. GN, G et G-G’.

. 

puisque E S (X) = 0 + ge E’ 1


