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8 1. LE COTYPE

Soit E un espace vectoriel localement convexe, Soit ¢ un poids,
et 6' une fonction 20 sur E', Rappelons qu'une probabilité cylindrique A
sur B est dite de type (%,6'), si, pour tout £ ¢ E', on a 1'inégalité
3(€(A)) <0'(E). Elle est dite, au contraire, de cotype (&,08'), si

(xx1V,1;1) 0'(€) <8(g(n)).

Si & est un poids quelconque, A est bien évidemment & la fois de type

et de cotype (8,0'), avec 6'(E) = 8(E(A)). Mais c'est 1la en géﬁéraltun ré-
e e

sultat peu maniable ; on cherchera des probabilités cylindriques?féyg‘),

ol $ et 9' sont donnés a l'avance, et ce n'est pas si commode.

Si E est un Banach, il sera entendu que 9' est proportionnelle
4 la norme ; on dira que A est de cotype &, si & est un poids homogene,

s'il existe M>20 fini tel que
(XX1V,1;2) el <M a(E(A)) 3
la borne inférieure de ces M se note *Q(A) :

3 -
(XXIV, 1;3) 5(n) - ( Inr a(g(a)7!.
gll=1
Le fait que A soit de cotype & s'écrit donc *Q(K)<i+m. Si tA est 1'homothé-
* * 3 -1 *
tique de A dans le rapport T, on a & (TA) =|T|§ (rn), a(TAr) =[T| Q(K).
Le type exprime une certaine concentration de A, le cotype une certaine

déconcentration ou dispersion.

Par exemple, soit vy la probabilité cylindrique de Gauss sur un

espace hilbertien E. Alors §(y) est, sur R, la loi de Gauss de parametre

. —nt2
HEI. Si Yo est la loi de Gauss normale sur R ,e n dt, on a, quel que
soit le poids homogéne & :

8 (y) =aly,)

“s(y) = (a(y N7



XX1IV,2

En particulier y est de cotype p pour tout p>0, fini ou non, alors
qu'elle est de type p, pour tout p>0 fini. En liaison avec la prop.
(VI,1;1), A est de cotype &, si et seulement si la convergence de @(g(x))
vers 0 implique la convergence de § vers 0 dans E', et, si f est une fonc-
tion aléatoire : E'—»LO(Q,u) associée, si et seulement si la convergence
de Q(u,f(g)) vers 0 implique celle de & vers 0 ; pour &= H “p , si et
seulement si la convergence de f(§) vers 0 dans Lp(Q,u) implique celle de
€ dans E', ,

En liaison avec 1'exposé 16, A sera dite de cotype O sur un espace vecto-
riel localement convexe E, si la convergence de §(K) vers & dans P(IU
implique celle de & vers O dans E' ; ou, pour f fonction aléatoire asso-
ciée, si la convergence de f(§) vers 0 dans LO(Q,u) implique celle de §
vers 0 dans E', Pour E Banach, le type 0 équivaut a dire que, pour tout o,
0<a<1, A est de type Ja ; le cotype 0 équivaut a dire que A est de co-
type Ja pour au moins un o.La probabilite cylindrique de Gauss d'un espace
hilbertien est de type et de cotype O.

§ 2. L'INEGALITE DE FUBINI

Soit & un poids. Si A est une probabilité de Radon sur un espace
topologique X, et si f est une fonction =0 A-mesurable sur X, nous avons
aussi noté &(A,f) le nombre 3(f(A)) ; nous le noterons aussi @(dk(x),f(x»,
adoptant la "variable muette x" en honneur dans l'inti%ration. Par exem-
ple Hh,f||p ou Hd?\(x),f(x)up veut dire (Ix’f(x)|pdx(x)) A

Soient maintenant A, B, deux poids, X, Y, deux espaces topologi-
ques, W, v, des probabilités de Radon sur X, Y respectivement, et f une
fonction 2()(u®\0—mesurable sur Xx Y. On peut alors calculer les 2 quan-
tités

[ 4(au(x) , B(av(y) 2(x,))

J

(xx1Vv,2;1) 3

i

iB(d\)(Y) ’ A(du(x),f(x,y))) .

Leur signification est évidente., Explicitons la premiére. Pour x fixé, fx
est la fonction y~ f(x,y) ; on sait que fx est v-mesurable, pour u-presque

tout x. Alors B(dv(y), f(x,y)) est B(v,fX). Le résultat est fonction de x

’
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admettons provisoirement qu'il soit fonction p-mesurable de x. Alors on
calcule la valeur de A sur p et cette fonction p-mesurable. Montrons donc
cette mesurabilité. Comme fGIZ(Xx Y, u®v) (-I::)_ veut dire que f est 20,
mais pas nécessairement finie ; on définit la topologie de ii a partir de
la gructure uniforme de ]ﬁ ) « I1 est connu que xt—»f est pu-mesurable de
X dans L (Y \)) [demontrons leo I1 existe un A cX compact et un BnﬁY

compact, tels que u(A ) = 1—-n—, \)(B ) = 1-——; , et que la restriction de_
2 2
f a Aann soit continue a valeurs dans ]B,_'_o Alors, X':—'fx est continue de
— L aq _
A dans C_'_(Bn)D 8i U = VgnAn , on a u(@n) >1
de an dans E+(Bm),pour tout m>n, donc de an dans ii(Y,v),donc elle est

1 , et x-»>f est continue
oht X

p-mesurable de X dans EE(Y,\))D En fait, on peut montrer qu'il y a isomor-
phisme entre iZ(XXY’ L®V) et fi(X,u;fi(Y,v))]O Ensuite g—-g(v) est
continue de fi(Y,\)) dans 8( ]ﬁ+) , et enfin B est semi-continue inférieure-
ment sur F‘(]ﬁ+) , donc x»»B(v,fX) est p-mesurable de X dans ]§+ (si on a
peur devant ces ]§+ , on remplacera f par fn= Inf(f,n), neN, ce qui rem-
placera partout ]R+ par ]R+f R, et a la fin on fera tendre n vers +,

c'est plus facile., On peut aussi faire d'un bout & 1'autre un homéomorphis-

~

me de ]l_1+ sur [0,1], ce qui raméne —I-Jz a 1°).

Il n'y a naturellement aucune raison, sauf dans des cas excep-

tionnels, pour que les deux expressions (XXIV,2;1) coincident.

Soient alors A, B, A, B, quatre poids. On dira qu'ils vérifient

1'inégalité de Fubini
(XX1V, 2;2) (B,B) <(4,4)
si, quels que soient X, Y, u, v, f, comme ci-dessus, on a

(XX1IV,2;3) B(dp(x) , B(dv(y) , £(x,y)))

< A(dv(y) , Adu(x) , £(x,y)))
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Proposition (XXIV,2;4) : On a 1'égalité de Fubini pour A=B=A=B=|| Hp,

0<p<+», D'autre part, on a slirement
(XX1V,2;5) (g, 35)<(J,, JB)
siyvd2a+B-aB , a fortiori si yvé2a+B .

Démonstration

() llav(x) 2G| L = (PG ((fav(a) [ 20, y)| PR g

LP(Xx Y,u®v)

d'ou 1'égalité par symétrie.
Montrons d'abord que 1'on a

(XXIV,2;6) I o ,a(k@v, ) <J (dulx),d5(dv(y), £(x,5))) .
Soit en effet ¢ le 2éme membre. Cela prouve qu'il existe ACX,

u-mesurable, pu(A) <o, tel que, pour x¢ A, on ait JB(dv(y),f(x,y)) <c.

Cela prouve que, pour xéA, il existe un BXCY, v-mesurable, tel que

V(BX) <B, et que, pour yéBx ,on ait f(x,y) <c. Alors 1l'ensemble

{(x,y) eXxY; f(x,y) >c}, (L®v)-mesurable, est contenu dans (AxY) U

Li ({x}xBx) ; sa mesure est (d'aprés Fubini) <o+ (1-a)B=a +B-af , ce
XébA

qui prouve notre affirmation.
Ensuite on a 1'inégalité

(x1v,2;7) g (du(x),d5(av(y), £(x,5))) <3 s (w@v, 1) .

Soit en effet ¢ le second membre. Alors 1'enemble
{(x,y) eXxY; f(x,y)>c} a une (p®v)-mesure <y6. Alors l'ensemble A' des
x pour lesquels 1l'ensemble B;{:{yGY; f(}f’Y)>c} est de v-mesure > ,
a une pu-mesure <vy , par Fubini. Pour xe[;A‘ , on a donc

Jé(dv(y),f(x,y)) <c ; et comme p(A') <y, on a bien JY(du(x)Jé(dv(y)i(x,y)))éc,
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ce qui prouve notre affirmation,

En renversant l'ordre de x et y dans l'une des 2 inégalités et

compte-tenu de ce que Js est fonction décroissante de ¢
Jy(du(x),Jé(dv(y),f(x,y)) sJyé(um,f)sJM_aB(u@v,f)
< 3,(av(¥),95(au(x), 2(x,¥)))

si yd2a+B=-aB,

8§ 3, L'INEGALITE DE PIETSCH GENERALISEE

Proposition (XXIV,3;3;1) : Soient E G, des espaces localement convexes, u

une application linéaire faihlement continue de E dans G, B une fonction

>0 sur G, o' une fonction =0 semi-continue inférieurement sur G(E',E),

A, B, A, B, 4 poids.

On suppose B et B compacts, On suppose vérifiée 1'inégalité de

Fubini (B,B) < (X,A).

S'il existe une probabilité de Radon v sur 6(E",E) de cotype

(ﬁ,ﬁ(gu),et d'ordre (X,a’), alors u est approximativement (A,a';B,B)—rado-

nifiante de E dans G,

Démonstration : Il nous suffit d'utiliser la prop. (V,3;1), valable

puisque B et B sont compacts.
Soit donc A une probabilité de Radon sur E, portée par un compact de dimen-
sion finie., Nous devons montrer que, si A est de type (A,a'), u(A) est

d'ordre (B,B).

B(u(2),8) = B(r,Beu) = B(dA(x),(Bs u)x)
B(dk(x),ﬁ(x(v))) (puisque v est de cotype (ﬁ,Bc u))
B(dA(x),B(dv(E), |<x,&>])<A(dr(E),|<x,€>|)) (Fubini)

K(dv(g),A(gﬁ»)sK(dv,a') (puisque A est de type (A,a'»

A

Il

1]

[l

K(a‘(v))r:l (puisque v est d'ordre (K,a'))e



XXIV.6

L'application de Fubini est valable, car (X,%)“*'<X,§>l est
continue sur le produit d'un sous-espace vectoriel de dimension finie de

E par ¢(E',E).

Variante : Si v est une probabilité de Radon sur E' pour une topologie
plus fine que G(EV,E) (non nécessairement vectorielle), il suffit de sup-

poser a' semi-continue inférieurement pour cette topologie.

Cowllaire 1 (théoréme de dualité) : Soient E, G, des espaces localement

convexe, u une application linéaire faiblement continue de E dans G,

B une fonction =0 sur G, a' une fonction 20 semi-continue inférieurement

sur o(E',E), A, B, K, E, 4 poids. On suppose B et B compacts, et on suppo-

se vérifide 1'inégalité_de Fubini, (B,B) <(a,A).

Supposons qu'il existe une probabilité cylindrique p sgz_d(G',G),

dgﬂgqﬁype(ﬁ,ﬁ), telle que tu(p) soit de Radon_ sur G(EV,E), d'ordre (K,oc')s

Alors u est approximativement (A,a';B,B)-radonifiante de E dans G (i.e. :

si A est une probabilité cylindrique de type (A,a') approximable sur E,

u(A) est de Radon _sur G, d'ordre (B,B).

Démonstration : Il suffit de montrer que v::tu(p) est de cotype (ﬁ,B cu) .

Yy

Or, pour x € B
(B. w)(x)=g(u(x)) <B((u(x))(p))

(puisque p est de cotype (B,B))

= 'B'(x(tu(p)) (parce que u(x) : G' > K se factorie par

= B(x(v)), ce qui prouve notre affirmation.

Moyen Mnemotechnique : C'est bien entendu B, B, qui doivent étre suppo~

sés compacts, pour obtenir u(A) de Radon d'ordre (B,B) & partir du théore-
me de compacité de Prokhorov, Dans 1'inégalité de Fubini, on met B a 1l'ex-

treme gauche, c'est le poids le plus important, celui qui interviendra pour
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u(A) ; comme ensuite il y a d'un c6té B, B,de 1'autre A, A, il suffit de
se souvenir qu'on inverse l'ordre : (B,ﬁ)fS(K,A). (On peut aussi dire
qu'on les met dans l'ordre (u(A),p) . %(p),k)). Enfin p fait intervenir
K, §, A fait intervenir A, B, de la seule maniere possible ; et nous avons

conservé la formule (A,a' ; B,f)-radonifiante, comme antérieurement.

Corollaire 2 : Soient E, G, des Banach, u une application linéaire con-
tinue de E dans G. Supposons qu'il existe une probabilité cylindrique p
sur o(G',G), de cotype p, telle que tu(p) soit de Radon d'ordre p sur E;
0<p<+w, Alors u est approximativement p-radonifiante de E dans s(G",G").

En outre, pour p>0

(XX1V, 3;2) np(u)S'*HoHp Htu(o)Hp .

Démonstration : Supposons d'abord p>0. Comme p est de cotype

1 g

(R ) et que ‘u(p) est d'ordre (|| ||_,

® el R OR

si A est une probabilité de Radon portée par un compact de dimension finie

I g |
de E, de type (|| || . _l_lE__—), u(A) est dr'ordre (|| ||_, | ”G

t 3
PNl ol

. e . Pd ee t N P
1'inégalité (XI,1;2), avec M= HpHp H u(p)”p , d'ou le résultat par le
théoreme (XI,1;1).

i g

) , nous voyons que,

) ;3 on a donc

Supposons maintenant p=0. D'aprés la définition du cotype 0 (& 1), il
existe un 0>0 tel que p soit de cotype Jd y 0<o<1. D'autre part, tu(p)

est de Radon (automatiquement d'ordre 0), donc d'ordre JT pour teout T,

0<tv<1., Alors p est de cotype (Jd’ - (nG ) , et tu(p) est d'ordre
J

|| -

1 EV

e ———;—————). I1 en résulte que, si A est une probabilité de Radon sur
5 (Fal))

I g

E, portée par un compact de dimension finie, de type (J_ , ———————
a t
. 3_(tu(p))
u(A) est d'ordre (JB’ ;;——g—) , pourvu qu'on ait Fubini :(JB,JO)S(JT,Ja);
Isle
9]

ce qui sera réalisé, d'apres la prop. (XXIV,2;4), si 1'on prend T==a==%§ .
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On en déduit que, pour tout B, il existe o et M tels que l'on ait

1'inégalité 2 du théoreme (XVI,2;1), avec

g * t
=§2— o M= () g, (Pule))
2
le théoréme (XVI,2;1) permet de conclure.

Remarque : La formule (XXIV,3;2) est bien homogeéne ; si on remplace
p par Tp, "HpHp est multiplié par [Tl"l, ”tu(p)H par ITI, et le 2éme
' p

membre ne change pas.

Le résultat relatif & p=0 peut s'énoncer en terme de théoréme
de Pietsch (en utilisant le théoreéme (XXIV,3;1) au lieu de son corol-
laire 1) et on obtient une extension a p=0 du théoréeme du § 2 de

1'exposé VIII :

Corollaire 3 : Supposons qu'il existe une pzpbabilité de Radon v sur

o(E',E), et que la convergence de la fonction }/:§-+<x,§> vers 0 dans

est approximativement O-radonifiante de E dans o(G",G').

On peut alors étendre & p=0 la prop. (VII,3;4).

Corollaire 4 : Supposons que u: E-G admette la factorisation

u=u2:u1 H

E 2.12(x,v) - 1o(x,v)

ol uy et u, sont continues, ¢ est une application linéaire continue
o . T yne S
de E dans un L”(X,v), X espace topologique, v,/probabilite de Radon

sur X, j est l'injection canonique et S est un sous-espace vectoriel

fermé de L°(x,v), muni de la topologie induite.

Alors u est approximativement O-radonifiante de E dans o(G",G').
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Démonstration : On peut tmjours supposer ¢ de norme 1, quitte a chan-

ger ug.
En remplagant X par le compact }, spectre de Lw(X,v), on se

ramene au cas ou X est compact et Lw(X,v) est remplacé par ¢(X). La
transposée de ¢ envoie alors M(X) dans E', elle est continue de o(M, C)
dans G(E‘,E) s mais & :X-»é(x) est un homéomorphisme de X sur un compact
de la boule unité de o(M,C), donc t@ 58 est un homéomorphisme de X sur
un compact de la tmle unité B' de o(E',E) ;soit Y 1'image de v par
t@g;é. Alors, si §':§-a<x,§> converge vers 0 dans LO(B‘,VI), @(x) con-

verge vers 0 dans LO(X,v), donc ul(x) dans S, donc u(x) converge vers 0

dans G. Le corollaire 3 donne alors le résultat.
Remarque : Les corollaires 3 et 4 admettent une réciproque, démontrée
par Sunyach, et qui figurera dans un prochain exposé ; le théoreme de

Pietsch (§ 2 de l'exposé VII) sera ainsi conpletement étendu a p=0.

Corollaire 5 (renversement des rdles des espaces et de leurs duals)

Soit u une application linéaire continue d'un Banach E dans_un

Banach G. Supposons qu'il existe une probabilité cylindrique p sur E,

de cotype p (0<sp<+»), telle que u(p) soit de Radon d'ordre p sur

o(G",G"). Alors tu est approximativement p-radonifiante de 6(G',G) dans
o(E',E).

Démonstration : L'application directe du théoréme de dualité dirait

que tu est approximativement p-radonifiante de o(G',G") ou G' dans
G(E',E)Q Mais alors la remarque qui suit le théoréme (XI,1;1), valable
pour p>0 mais évidemment aussi pour p = 0, montre que 1'on peut rem-

lacer G'par o(G',G).
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§ 4. APPLICATIONS AUX OPERATEURS DE HILBERT-SCHMIDT DANS LES
ESPACES HILBERTIENS.

Nous avons vu (exposé VIII) que, si E et G sont hilbertiens, une
application linéaire u de E dans G est p-radonifiante, pmr un p>0 fini,
si et seulement si elle est de Hilbert-Schmidt, Nous allons le retrou-
ver comme conséquence immédiate du théoreéme de dualité, et en méme temps

le démontrer aussi pour p=0,

Propesition (XX1v,4:;1) Soit u une application linéaire continue

d'un espace hilbertien E dans un espace hilbertien G. Les propriétés

suivantes sont équivalentes :

1% u est de Hilbert-Schmidt ;
(o}

u est p-radonifiante, pour un p fini =0 ;

2
3% w est p-radonifiante, pour tout p 20 ;
4

© 1'image par u de la probabilité cylindrique de Gauss vy de E est

de Radon dans G

Démonstration : Si u est 2-sommante, et si (ei)ieI est une base hil-
bertienne de E, elle est scalairement 12 et T Hu(ei)H2)]’/2 < n2(u) 3
i€l

donc u est de Hilbert-Schmidt. En outre, HuHHS:;nz(u), ou H HHS est
la norme de Hilbert-Schmidt. Inversement, si u est Hilbert-Schmidt,
elle admet une factorisation

o 2

E-—1" -2 1° =¢

ou o est une application diagonale, une multiplication

(x)  m(a x) 12) 1

X ) henN n X0 nen’ @vee (2|ani )” =H““HS ; donc u est 2-nucléaire
a gauche (8 3 de 1'exposé IX), de norme 2-nucléaire SHuHHS , donc elle

est 2-sommante, et n2(u)§ - Nous avons donc démontré que u est de

lull g
Hilbert-Schmidt, si et seulement si elle est 2-radonifiante, avec

HuHHS==n2(u)° I1 reste a montrer 17équivalence de 2, 3, 4. Trivialement

3=2 ; et 224, car vy est de type p, pour tout p fini =0.
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Reste a montrer que 4=3, et p=0 suffira. Mais v est de cotype 0 ; et
u(y) est de Radon. donc d'ordre 0. Le théoréme de dualité montre alors
que tu est O-radonifiante de G' dans E', Mais alors 1'image par tu de
la probabilité cylindrique de Gauss vy' de G' est de Radon dans E', car
Y
lité (procédé toujours tres fructueux) montre que u est O-radonifiante,
cqfd.
Proposition (XXIV,4;2) : Soit u un opérateur de Hilbert-Schmidt
d'un Hilbert E dans un Hilbert G.

' est aussi de type 0. Et une deuxiéme application du théoréme de dua-

Alors Trgu*)==75p(tu)==7!p(u) 3 si y est la probabilité cylindiique dg
-nt

Gauss de B, et v ~1la probabilité normale de Gauss sur R, y =e = dt,

on a la formule
n (w) =y T ()l
o'p 'p

p

la fonggiggvp%<np(u) est continue décroissante sur }0,+> et tend vers

une limite finie non nulle (u) pour p tendent vers 0, et la fonction

T
pF*HyOHI)np(u) est continue croissante sur ]0,+=[.

(La majorité de ces résultats est dfie & Sunyach).

Démonstration : On sait qu'il existe des opérateurs v et w de norme

<1 tels que u=v,/u*u , ,/u®u=wu, donc ,[u¥*u=u*w* ; alors

np(u)S;EpQﬁFqD snp(u*) ; par symétrie, np(u)::np“ﬁﬁaﬂ =FP(JGH¥)a

Comme tu est isomorphe a u’, np(tu)zznp(u*)@

Appliquons maintenant le théoréme de dualité. La probabilité
cylindrique de Gauss vy sur E est de type et cotype p, 0<p<+» , avec

Il = llvgll, -
de = :

Y“pz:HYoH;1° Donc on a d'abord, par définition méme

Il = m (I = Tyl 7,00 -

Mais comme y est de cotype p et que u(y) est de Radon d'ordre p, le

théoreme de dualité dit que te est p-radonifiante,
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et que
w0 = Tl )l = v I3t ol

donc que

Iyl (0 < ()]l
On en déduit bien , pour 0<p<+wo, 1'égalité np( u) = ||y “_ IE (y)”
Cette formule montre bien que p+ = (u) est continue sur ]0 +o et que
“Y H u) est croissante; le falt que pr T (u) soit décroissante

est vra1 pour tous les Banach,

Lorsque p tend vers 0, Hyo”p np(u) a une limite finie ; mais
+o

-1t
”Y0“p==(f ¢ |t|pdt)]'/p tend vers la moyenne géométrique

-0

+o 2

exp(f e_nt log Ytldt), finie et non nulle, donc np(u) a une limite
-0

finie ; et non nulle puisque c'est une fonction décroissante de p.

On sait que nm(u)==HuH, donc que © (u)zz”u“ pour tout p fini.
Nous devons montrer que np(u) tend vers ”u” pour p tendant vers +x,
On peut supposer (quitte a remplacer u par Ja¥u) que E=G et que u est

hermitien >0 . Supposons d'abord E=1Rn, u diagonal, de valeurs prpres

al 9 az’ O.s,(xn ) . AlOI‘S
2 . /az
n “Tt n oy & k dtk
v=,8 e dt, u(y)=k§1 e —=
k
2,2
—n 8ot /ad dt,...dt
aC = (] n(t§+ ,..+1;I21)9/2 e K1 K Tk (_x_l__&_n ) Vo
P Vg - 1o
T 2ty

SUNC 2 a2 )R o tl...dt )V

s”u“(f lt'P -Klt‘ dt)]/p —lhﬂ'(s j nrz rp+n—1 dr)yb

| Il n /
- Il ( i) TR

(Sn = aire de la sphére unité de R") .
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Alors

- S
n +n
TToE" (25 \
x (uw) = |ly ||I7? 2
p 0

p =) Il | FE g

o (P+D/2 r

qui tend vers HuH pour n tendant vers +o,

Si maintenant E est de dimension infinie, on pourra 1'écrire E==E163E2,
avec u=1u eau2 , Hu”-”ulH , T (u )..Huansz;e . On a '
n(u @u)<n(u @0+0@u)sn (u ®O)+n(0®u)<n (u)+e pour p=2.
Alors lim T (tO <lim = (u.)-+€ = “u“+—€, donc lim n_(u) = HuH

p-t® p—+® po+®

cqfd.



