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8 1 - CARACTERISATION DE CERTAINS OPERATEURS LINEAIRES ENTRE BANACH AU

MOYEN DE LA NOTION DE niéme EPAISSEUR

1) Définitions et propriétés immédiates

Dans cet exposé, on garde les notations de 1l'exposdé L8,

Définition : Soient E et F deux espaces normés et T E - F lindaire con-

tinue. On appelle niéme coefficient d'approximation de T et on note

an(T) (n € N) le nombre :

(TY = i _ . g 1 33
a () = int {] S scL €@,

-3

i{T “ et que la sulte an(T) est déecrorssante.

Il

I1 est clair que o« (T)
0

Proposition 1 : Soient E, F, G trois cspaces normés, S<I (E. 1) et

Tes (F,G) 5 quels que =oient les enticrs m ¢t n on a :

i) N - {o N n
am+n(l o S) = am\b) dn(l)

Démonstration : Soit >0 ; il existe S <i£m(E,F) et Tn‘iin(F,G) tel que :
m

l's - Smllsam(S) + © et |t - Tn“> “n(T) g .
En outre,
\ 1 N
“(T - Tn)b (s - Sm)ll =llr. s - Tn (s - bm) - T bm”
=l -t dlls-sil .
n m

Donc

lT,s - Tno (s - Sm) - T‘,Sm“:=(am(S)+-5)(a“(T)+ o)

Or

qn° (5 - bm) * T"Sm€:£m+n(E’G) g
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donc pour tow £ <0
o +n(To S) s(am(s) + e)(an(T) + €). CQFD

I1 est facile de voir que, pour tout n, l'application T —-an(T)

est une semi-norme sur L(E,F) (on caractérisera plus tard les T telles

que an(T) = 0).

Prop081t10n 2 : SiT : E-F est lindaire continue, en désignant par

~

T E-DF son prolongement, on a :

a(T)=a(§) , ¥ n€N,
n n

Démonstration : Il est clair que

a (1) ga (1) .

Démontrons 1'1nega11te 1nverse.
Soit €» 0 3 il existe SES (E F) tel que

It -sllga(T)+e

[}

S=

T x}®y, , x]€E'=B , y,€F (i=1, ...;n).
1

s

1

I1 existe n éléments Yi» Yar+++»¥, dans F tels que

~

n ~
z x5, - vyl <

=1

et

w
(]
M

x! 8y € .tn(E,F) .

i=1

Soit 81 le prolongement de S1 4 E, Alors :

Is - s, |l< lla'll Iy, - yll<e
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et
o ()< T - syfl=ll 1 - sy =7 -sil+]l s -8l = )2,
Donc o (1) =« ('i') . CQFD

n n

Pemarque : On a en fait démontré que si T : E — F est lindaire continue

et si F est un sous-espace partout dense du normé G, muni de la topologie

induite. on a an(T)= an(T') ot T' désigne 1'application de E dans G dé-
finie par 1.

v . “ 1
Si F est simplement un sous-espace de G, on a seulement ah(T)-—an(T ).

Proposition 3 : Si an(T)~(L quand n augmente indéfiniment, T est compac-
te. (C'est immédiat).

Le résultat suivant permet de vérifier qu'un opérateur lindaire de E dans
F est nucléaire.

Théoréme 1 : Soient F et F deux Banach et T : E —~ F lindaire continue j
1P an(T)<:w. T est nucléaire.

n

Demonstration : Nous aurons besolin de deux lemmes.

fomme 1 : Soit E un espace normé et F un sous-espace de E de dimension
finie n 3 il existe n éléments (ai)l'\i<\n de E' et n éléments
Vi oeees ¥, de F tels que, pour tout i, ” y1”= ” ai“ =1,
< y. a'» = 9§, k =1, ...,n) et tels que :
Yi o %k ik ( ’ n) s 4q

¥ xE€F .

. . - , . .
Preuve de ce lemme : Soient Zysee-cz, M éléments lindairement indépendants

de F. Soit U° la houle unité de E'. qui est un <ompact pour la topologie

c(E' . E). Si (b:)i ., e&' une famille finie de U®, posons : \

' ' = ldet <« te] .
A(bl""’bn) jdev .Aj,bk | 3
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A est une fonction continue sur le compact (U°)n, donc elle atteint son

. . n
maximum A . Soit (ai)ls:iSIIE(U°) tel que :

A(ai, ...,aﬁ) = 0,-

A0>>0, car les z; sont linéairement indépendants.

Soient Yyseees¥y B éléments de F qui sont la solution unique du systéme

n

Efzi, a,'.>yj=zi (i=1,...,n);
Alors =

<yJ., ay > = 531{ (j, k = 1,2,...,0n) ,

Maintenant si b!

....b' sont n éléments de U®, on a
1’ s

n
1 < ! = 1
f<zi’ aj> Yi b > <z b!>
donc
A(a',...,al'l) Idet<yj,bl’{>| = A (b'l,...,bl'l)
et par conséquent
|det <yj,bl'(> | <1

pour toute famille b!,...,b' de n éléments de ue.
1 n

En particulier, en prenant bﬁ = aﬁ, si k 741 et bi = b' €EU°, on obtient

]<yi,b'>|sl , ¥ brev° ,

donc I yi” 1.
Mais puisque || al ” < 1, comme :
1 =<yi,ai>$”yi“ ” a“l

on en déduit

ly;ll = lapll =1
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Les y. (1<i=<n) étant lindairement indépendants dans F, toul x T F
i

met de maniére unique sous la forme

n
x = X §1 Yi
i=1
et n
<x,a'>= Y £ <y..a'> = & .
K Lot T K

D'ol le resultat.

3

se

Lemme 2 : Scient E et F deux espu:ces normés et T<:¢I(E,F) avec rang |
1

o e

=n 3 T se met suus la forme

u
= \ -
T— Z \ld \\/l
1=1
avec
a'll = " s > s IS'T ¥ oi.
fagll =1 o i dl=1 e IxIsliTl,
Démonstration : D'aprés le lemme L. cout ¢lément v de T(E) se met
la forme
n ’
y = ¥ <y,b!>y. (b' b 5 y. €T(E) , ¥ i).
o1 i i 1 i
Donc
n
Ix = ¥ <X’l'b1!>‘vl , ¥x oI
i=1

(ot T' désigne la transposde de T).

Posons A, = || T'b! || (alors, » >0, ¥ i) et soit ay = ?x-il(T'bi) ;
n
Ix = % )l\x,di>_vl , ¥ xc<E.
1=1
En outre
Il "‘i” =1 , | -"1“ S loen | ] | Ty , ¥ 1. CQFD

On peut maintenant démontrer le thdéoréme.

Pour tout n€ N -1{0}, so1t Ant:i 0 (E,F) tel que
) )

A - An“ s 2 (1)

et soit B =4 -\ .
n -

\ 9
Alors dim (T(Bn))fi2n+“
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et

ENEI LR RN LR RN O

Donc :

aim (7(8))/l B, Il = ot o (1),

Puisque (an(T))rleﬁN est une suite décroissante, on a

oo

-1 ) " -

£2" o  (T)sZ T a(r) = £ o (T).

n 27-2 n k=.2n—1_1 k

Done, = aim T(B )«|| B [ = 2°
n

E ak(T).

Maintenant, d'aprés le lemme 2

dim T(Bn)

n _ n n
an = 151 Ay <, ai>yi
avec
%=t s Ilyillst o A= llBlls
d'oh ainT (B_)
s = , . 5
- lx?[:sg dim T(B_) » || B || = 2 E o (T).

Puisque pour tout x€E

dim T(Bn)
Tx = lim An+1(x) =ZBx =23 z ABcx als> gl
n n n  i=1 i SXed 7Yy o
on a démontré le théoréme.
iémes iémes
2) n coefficients d'approximation et n épaisseurs

Soient E et F deux espaces normés dont les boules unités seront désignées
par U et V respectivement. Si T : E~-F est linédaire, on posera

dn(T) = dn(TU,V).



Théoréme 2 :+ Si T : E - F est linéaire continue, on a

dn(T) < an(T) < (n+1) an(T) , ¥ ncN

Démonstration

dn(T)san(T) est évident car si >0, soit sesn(E,F) tel que

“ T—S“ = an(T) + £ 3 alors

TCC || T-8]| V + S(E),

donc
dn(T) < | 18| = :xn(T) + =
et
dn(T) San(T).
Pour démontrer la seconde 1inégalité, soit ¢ >0 ; posons & = UH(T) + o=

I[1 existe un sous-espace de G de dimension au plus égale a4 n tel que
T(U)S3 V o+ G.

Soit m = dim G ; en vertu du lemme 1 ci-dessus, il existe m éléments
Ve
1

que '<yi,a£3>= oik (i,k = 1,...,m) et

<Yy de G et m éléments aj,...,a’ de F' de normes égales & un tels

m
y = T <y,a!>y., ¥ y€G.
. i i
i=1
n
Soit P l'application de F dans F de la forme <= a£<5yi 3 ¢'est un pro-

jecteur sur G. Alors ” P[IS m et soit S = PoTi?1 Stfim(E,F).

Si x€U, Tx = &y + z avec vy €V et z€G. Alors

Tx - Sx =0y + 2 - > Py - & Pz =25 (y - Py).

Donc

I‘Tx - le|= ! Ily - Py‘lx 5(m+1) = 3(n+1) , ¥ x€U
et

an(T) < || -8l = (n+1) (a (1) + 7). CQFD
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sorollaire 1. Si F est un Hilbert, on a dn(T) = an(T).

Démonstration : Il suffit de reprendre la démonstration du théoréme 2 ;

ici, on peut supposer que P est un projecteur orthogonal. Alors

|y - Py“ < 1 pour tout y€V et par conséquent
dn(T) < ocn(T) < dn(T). CQFD
Corollaire 2. Si E ¢t F sont deux Banach et si T : E - F est nucléaire,

alors < dn(T)<m et p(TU,V) =1,
n

Démonstration : Cela résulte en effet du théoréme 2 et du théoréme 1 pour

la premiére partie. La seconde partie est une conséquence de 1l'inégalité
o (TU,V) <a((a_(1)),)
(exposé XIX, page 10, application).

Corollaire 3, Avec les notations du corollaire 2, si

z
n
) <

est nucléaire. Cette condition sera réalisée si p(TU,V

Démonstration : Puisque p(TU,V)<1, on a

r((a (1)) ) sq ?(Fgfg?v)

(voir exposé 20). Donc

}\((dn(T))n)< 1 _1_/1373 =%

1. _ )
et A((dn(T))n)-<§- implique s n dn(T)\~+°2 CQFD

3) Cas o E et F sont deux espaces d' Hilbert

Dans toute la suite de ce numéro E et F seront deux Hilbert. A part
cela nous gardons les notations des numéros précédents.

Si T : E - F est un opérateur linéaire compact, il se met sous la forme
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T = f A (T) e &F

oh (en) est une famille orthonormée de E, (fn) une fau:lle orthonormée
de F et (An(T)) une suite décroissante de nombres réels positifs con-

vergeant vers zéro.

Théoréme 3 : S1 T : E - F est compacte, on a 3

an(T)_= )\n(T)w , ¥acN .
n-1 )
Démonstration : Posons T = > i (1) e &f (les a (T), e , f ont cte
i i=0 1 1 1 1 1 1

définis plus haut.
Alors Tn€§£(E,F) et le rang de Tr est dgil & n
o2 . iy TR 2
“ Tx - lnx” = iéjn !)‘g(l)l (x,o“) L/\“(l) ” \“ .

< - = {1
Donc ocn(T) <] T Tn” )\n\l).
Réciproquement, soit Bt:in(E,F)

n
= ¢ - c W
Bx if‘l(x]an) Yo ¥ xCk

avec a,€ E (i = 1,...,n) ot y eF (1 = L,...,n).

Considérons le systéme homogéie

n
. , - . +1
ifo S5 (ei,ak) =0 (k = 1,....n) (gi)t H .
n 5
11 admet une solution unique telle que <« ]ilf“ = 1. Posons :
i=0
; -
x = X $. e, e x =1).
o i=0 1 1 (8]
Alors :
n ) n n la)
Bx = £ (x]a)y.,= £ % & (e a)y =0
o k=1 © k k kel i=0 1 k k
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2 2 2 e 2 2.
R L e N e N M NEA R LR
Puisque B est arbitraire, on en déduit a (T) axn(T). D'oh 1'égalité.

Remarque : On retrouve le fait que si

T = f xn(T) e Sf = rzl: 7\1'1('1‘) e! ST}

ol (eé) et (fé) sont orthonormées dans E et F respectivement, on a :
- 1 \
An(T) = Kn(T) , ¥nekl.

Corollaire 1 : Si E et F sont des Hilberts et si T : E — F lindaire conti-

nue, on a l'équivalence des propriétés suivantes

a) T nucléaire ;

b) T a (T)<e;
n

c) T an(T)<<m
n

C'est immédiut . compte tenu du corollaire 1 du théoréme 2 et du fait que

T nucléaire équivaut & T An(T)<:OO (si T compacte).
n

Corollaire 2 : Soit T : E - F linéaire continue. T est d'Hilbert-Schmidt

9
si et seulement si Z di(T) =g a;(T)<:w.
Donc, T d'Hilbert- " Schmidt © implique p{TU,V):£2.

Démonstration : T compacte est d'Hilbert-Schmidt si et seulement si

9
T A;(T)<*w. Le reste résulte de :

o(TU,V) = )\((dn(T))n) <2,
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9 2. LES THEOREMES DE MITYAGIN

Peut-étre n'est-il pas tout A& fait inutile de rappcler ce qu'

est un espace nucléaire.

Définition 1 : Soit E un e. 1. c¢. séparé. E est dit nucléaire, si pour

. . 3 ’ - - - o . : 4
tout voisinage disqué de zéro, soit U, il existe un voisinage V disque de
zéro tel que :

VU et ' : I\~ E, soit nucléaire.
Uy \ U
(Pour nous., une application nucléaire est une application 1 nucléaire &
droite au sen- de 1'exposé 9,¢ 3, soit encore une application 1 - nucléai-

re a gauche).

Théoréme 1 : Soit E un e.l.c. séparé. Les propriétés suivantes sont équi-

valentes

a) E est nucléaire ;

b) Pour tout c¢>0 et pour tout U, voisinage disqué de zéro, 1l

existe un voisinage disqué de zéro V tel que o(V.U)<c ;

¢) I1 existe ¢>0, tel que, pour tout U voisinage disqué de

zéro, il existe V voisinage disqué de zéro, tel que o(V,U)<c.

Démonstration :

. a! = b). On désignera par .'(0) l'ensemble des voisinages disqués de
zéro (ou un systéme fondamentul).

Supposons donc E nucléaire et soit U€ (0) ; choisissons V& (0) tel que
Tyv ¢ Ey — Ey soit nucléaire. Alors, d'aprés le corollaire 2 du théoréme

2,§ 1, ¢ dn(nl'\’—) <®, done g dn(V,U)< © et par conséquent Q(V,U) <1, en
n

vertu de l'exposé 19, page 10.

Soit maintenant U '5‘(0) et soit ¢<1, Il existe un entier n tel que

1 . - . .
c<y .« Soit (Ul)l <j sq Une suite décroissante de voisinages de zéro
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disqués contenus dans U telle que

~ (1 Y <« 1 H - . 5 1
P(Ll,b)\l et o(Li+1.I,l)\1 (1 1,2,.. ,u-1).
Alors
n
—?1—[—]-5 EXEDN —Z—I‘J—llj—"—j (avi‘( o= U)
O i=1 PV Vi 0
d'aprés l'exposé 18 (proposition 5). Done
o(U U)<lsc
"t n’ n
et a) = b).
. I1 est clair que b) = ¢)
. I1 reste donc & ddmontrer que <) - a). Suppo=on- donc¢ yue ¢) 011 =a

tisfaite pour un certain ¢ >0. On peut, zomme 1l révulte de la fin de
; . E s 1
la démonstration de a) = b), supposecr quc ST

Par conséquent, U étant donné, 11 existe Vo 0) tei que VU et

B}

1 a ) . 2
p(V,U)*igu On en déduit, d'aprés le corollaire 3 du theoréme 2 du [ 1

que Ty est nucléaire. CQFD

Corollaire 2 Soit E un e.l.c. nucléarre. Pour tour U¢€ 0) et Lour fom
Lorollaire )

pact K de U, on a p(K,U) = 0.

Démonstration : Si U€/(0), 11 existe une sulie de voisinages disque- e

zéro (Vn) telle que :
p(V U)fs1 ¥ nc N
n’ n’
Soit, pour tout n, An tel que K::KnVn ; alors, pour tout n,

. CQFD

=l e

(K < 5 ; Y = o J) =
F(I\,U)-p(}\n\’n,L) %(Vn’U)

Naturellement, on peut dans ce corollaire remplacer le motr “compact’

par "borné".
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Ce corollaire admet une réciproque partielle.

Lemme : Soit E un Fréchet ayant la propriété suivante : il existe une
constante ¢ >0 telle que pour tout compact K de E et tout voisinage dis-
qué U de 0, on a p(K,U)<ec. Si 1'on suppose en outre que E est un espace
de Schwartz, alors pour tout U€EV(0), il existe Ve(0) tel que

p(V,U) = 2¢.

Remarque : Un espace de Schwartz est un e.l.c. séparé tel que pour tout

voisinage disqué U de 0, 11 en existe un autre qui est précompact pour

la topologie semi-normée par U.

Démonstration : Supposons le contraire. Il existerait alors un systéme

°

fondamental de voisinages disqués de zéro, soit Un’ tel que :

p(U U)>2¢ , ¥ n ;
n
. chaque Un est précompact pour la structure uniforme définie
par U.
F1 existe alors une suite décroissante (6n)n de nombres réels strictement
positifs convergeant vers zéro et une suite (Kn) d'ensembles finis, avec
n

Kn\: Un’ pour tout n,telles que 5o

2
- N 1
& z 26 U) =
H(}& 0, U) = H(Un,lbn )— (:_6 ) .

3¢
1 2
En effet, on choisit d'abord la suite (6n) telle que H(Un,26nU)52(§g~)
et l'on choisit ensuite pour Kn l'ensemble des points d'un n

énU~réseau (fini) pour U . I1 est alors immédiat que K = U KnLJ{01 est
. n n
un compact de E et que

Log H(K_, & U)
p(K,U) = liu sup e

=

o

:l"‘
[\eJ fot}
(o)

ce qui entraine une contradiction.

Comme conséquence, on a le théoreme suivant
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Théoréme 2 : Soit E un espace de Fréchet ; les propriétés suivantes sont

équivalentes :

a) E est nucléaire ;
b) E est de Schwartz et pour tout compact K de E et pour tout
voisinage de zéro dans E, soit U, on a p(K,U) = 0.

Démonstration :

I1 est clair que a) implique b) car, d'une part un espace
nucléaire est de Schwartz et, d'autre part, o(K,U) = 0, d'aprés le corol-
laire du théoréme 1.

b) implique a) en vertu du lemme ci-dessus et du théoréme 1.

- . 3 - 4
Nous ignorons si la condition "E est de Schwartz" est une conséquence de

la condition p(K,U) = 0, pour tout compact K et tout voisinage disqué U.

By



