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20. 1

§ 1 - CABACTERISATION DE CERTAINS OPERATEURS LINEAIRES ENTRE BAXACII AU

DE LA N0’I’IÙN DE l1iéme 

1) Définitions et propriétés inmediates

Dan,s cet exposé, on gai de les notations de l’exposa lX.

Définition : Soient E et F deux espaces normes et T : E - F linéaire con

tinue. On appelle iiiéme coefficient citappi-oxiinatiol, de T et on note

(n E N) le nombre :

I1 est clai u que x0 (1) = il 1 h il p t las u i t e i 
Il 
(T) 

Proposition 1 : Soi en -t 1, F, G (1 S Pa e e s É 1 (E,l ) et

T .£ (F,G ; quels (lue 1 lit et Il ou a :

Démonstration : Soit r.:&#x3E; 0 ; il et tel ;

En outre,

Donc

Or
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donc pour 0

Il est facile de voir que, pour tout n, l’application T 

est une semi-norme sur 1(E,F) (on caractérisera plus tard les T telles

que a n (T~ = 0).

Proposition 2 : Si T : E - F est linéaire continue, en désignant par
A

: E..F son prolongement, on a :

Démonstration. : Il est clair que

Démontrons l’inégalité inverse.
" .11 Il

Soit e&#x3E; 0 ; il existe S E 1, 
n 
(E,F) tel que

Il existe n éléments y,, Y2"..’Yn dans F tels que

et

A A

Soit s1 le prolongement de 81 â E. Alors :
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1 L

Donc

: Ou a en fait démontré que si ’1° : E - F est linéaire continue

~L si F est un sous-espace partout dense du norme G, muni de la topologie

induite, 
. 

on a .&#x3E;i ii (1) = a n l’I’ ) ou T’ 1 désigne 1 ’application de E dans G de-

Finie par T.

Si F est simplement un sous-espace de G, . on a seulement 

Proposition 3 : : Si a (ï) 0, quand n augmente indéfiniment. T est compac-

te. (C’est immédiat).
Le résultat suivant permet de vérifier qu’un opérateur linéaire de E dans

F est nucléaire.

Théorème 1 : Soient E et F deux Banach et T : : E - F linéaire continue; 1

si S (T)  -. T est nucléaire.si n 
ex 
n 
l’I)L°. Il Tes t nucllaiie.

Il

Démonstration : : Nous aurons besoiii de deux lemmes.

1 : Soit E un espace nonne et F un sous-espace de E de dimension

finie n i il existe n éléments de E’ et ii éléments

y ....  y de F tels que, &#x3E; pour tout i, " Yi 1’ = Il a, = l ,

JI(. . ~r . 1. , al’ i &#x3E; = (k = 1, ... ’1 . n ) et que

Preuve de ce lemme : n éléments linéairement indépendants

(le F’. Soit U’ la houle uiiité t1 Et . qui est un ompact pour la topuluriC

Si (1’ ) , 1 1 n 
y i une 1 a m 1 1 1 1 tinie de 1 " ’ , posons : : 

"
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6 est une fonction continue sur le compact 
donc elle atteint son

maximum 6. Soit 
o 1 i :9 n

û &#x3E;0 car les z. 1 sont linéairement indépendants.
Soient n éléments de F qui sont la solution unique 

du système

Alors

Maintenant si sont n éléments de Uo, on a

donc

et par conséquent

pour toute famille 
de n éléments de Uo.

En particulier, en prenant bk = si k ~ i et b! = bl 6U", on obtient

donc

Mais puisque il a! 1 Il 1, comme :

on en déduit
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Les y 1 étant linéairement indépendants dans F, 1 tout x - F se

1

met de manière unique sous la forme

et

D’oü le résultat.

Lemme 2 : Soient E et F deux espaces normes et ’f r 1 Il (E ,.F) avec rang 1

= n ; T se met suus la forme

avec

Démonstration : D’aprèt le lemme 1, 1&#x3E;uL Jiliùeiit p- de T(E) se met 

la f orme

Donc

(où T’ t désigne la transpose df T).
t, ,

En outre

On ut mallltena11t t’ 

et soit

Alors
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et

Donc :

Puisque est une suite décroissante, on a

Maintenant, dtaprés le lemme 2

avec :

dl o-ù

Puisque pour tout x E E

on a démontré le théorème.

2) nië1me scoefficients daaroximation et i eme é aisseurs2) n coefficients d’approximation et n 
" 

épaisseurs

Soient E et F deux espaces normés dont les boules unités seront désignées

par U et V respectivement. Si T : E -F est linéaire, on posera
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1

Théorème 2 : Si T : E - F est linéaire continue, on a :

Dpmonstration :

d U (T) i a Il (T) est évident car &#x3E; 0, soit S E 1: n (E,F) tel que

il ail (T) + ; ; alors

donc

et

Pour démontrer la seconde inégalité, soit ; posons t = L’("1) + =.’-J . 11

Il existe un sous-espace de G de dimension au plus égale à n t.el que

Soit m = dim G ; en vertu du lemme 1 ci-dessus, il existe m éléments

de G et m éléments al’... ,a de F’ de normes égales à un tels
* L m m

n

Soit P l’application de F dans F de la forme Z al,6-. ; c’est un pro-
., 

G B l Il P J l 
. -.., 

P i=l 1 r 1 
1 

( E F)jecteur sur G. Alors Il Pli : m et soit S = 0; S (E,F). .
Tx = 6 Y + z avec y; EV et 

Donc

et
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Corollaire 1. Si F est un Hilbert, on a

Démonstration : Il suffit de reprendre la démonstration du théorème 2 ;

ici, on peut supposer que P est un projecteur orthogonal. Alors

il y - 1 pour tout y E V et par conséquent

Corollaire 20 Si E et F sont deux Banach et si T : E - F est nucléaire,

alors £ d ( T)  00 et 1.
nn

Démonstration : Cela résulte en effet du théorème 2 et du théorème 1 pour

la première partie. La seconde partie est une conséquence de l’inégalité

(exposé XIX, page 10, application).

Corollaire 3. Avec les notations du corollaire 2, T
n 1n

est nucléaire. Cette condition sera réalisée si p(TU,V) 

Démonstration : Puisque p(TU,V~ 1, on a

(voir exposé 20). Donc

3) Cas oA E et F sont deux espaces cT’ Hilbert

Dans toute la suite de ce numéro E et F seront deux Hilbert. A part

cela nous gardons les notations des numéros précédents.
Si T : E -~ F est un opérateur linéaire compact, il se met sous la forme
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où (e ) est une famille orthonormpe de E, (f ) une famille orthonormée
n n

de F et (À (T)) une suite décroissante de nombres réels positifs con-

vergeant vers zéro.

! Théorème 3 : t Si T : E -F est compacte, on a : r

Démons t rat i on : Posions

définis plus haut.

Alors T et le rang Test n

Donc

Réciproquement, soit s

.... 
-

Considérons le système 

Il admet une solution unique telle que Posons :

Alors :
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et

Puisque B est arbitraire, on en déduit a (T)~ (T). D’on l’égalité.

Remarque : : On retrouve le fait que si

où (e’) et (ft) sont orthonormées dans E et F respectivement, on a :
B 
n 

B 
n

Corollaire 1 : Si E et F sont des Jlil»eits et si T : : E - F linéaire conti-

nue, on a l’équivalence des propriétés suivantes :

a) T nucléaire ;

C’est îmmédiiit, compte tenu du corollaire 1 du théorème 2 et du fait que

T nucléaire équivaut à E À (si T compacte).
n

Corollaire 2 : : Soit T : E -- F linéaire continue. T est d’Hilbert-Schmidt

si et seulement sï E d2 T - a"(1)  cc,
n n

Donc, T Schmidt implique p(TU,V)::; 2.

Démonstration : T compacte est d’Hilbert-Schmidt si et seulement si

F- Î~2(T)  -. Le reste résulte de :
n
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g 2. LES THEORE}0152S DE MITYAGIN

Peut-ét,re n’est-il pas tout à fait inutile de rappeler ce qu’
est un espace nucléaire.

Définition 1 : Soit E un e. 1. c. séparé. E est dit nucléaire, si pour

tout voisinage disqué de zéro, soit 1; il existe un voisinage V disqué de

iého tel que :

soit nucléaire.

(Pour nous, une application nucléaire est une application 1 nucléaire à

(li-oite au son- de l’exposé 9, 3, soit encore une application 1 - nucléai-

ee à gauche).

Théorème 1 : Soit E un e.l.c. : éparé, Les propi-iétés suivantes sont équi-
valentes :

a) E est nucléaire ;

b) Pour tout c&#x3E;0 et pour tout U, voisinage disque de zéro, il

existe un voisinage disqué de zéro V tel que 0(’" ~U)  C ;

c) Il existe c &#x3E; 0, tel que, pour tout IJ voisinage disqué de

zéro, il existe V voisinage disque de zéro, tel que p(V,U)  c.

Démonstration :

. a ~ b . On désignera par ~* (0) l’ensemble des voisinages disques de

z é ro (ou un système fondamental).
Supposons donc E nucléaire et soit U 6 (0) ; choisissons V c (0) tel que

of’ 

TTIJ TV : Ev - Eu soit nucléaire. Alors, d’aprés le corollaire 2 du théorème

2,§ a , z d (r.(,V)  ’XJ, d011c 1il et par conséquent ’ 1, en

n 
~~ 

n 

vertu de l’expose 19, page 10.

Soit nlaintenant V É (0) et soit c  1. Il existe un entier n tel que

soit U uiie suite décroissante (le ;oisinages de zéron Soit ( . 1 , 1 n suite décroissante de voisinages de zéro
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disques contenus dans U t,elle que

Alors

d’aprés lfexposé 18 (proposition 5). Donc

et a) - b).

. Il est clair que b@_,1

. 11 reste donc à d é III 0 Il t r e i- que i ’) 2013 ). doM: que C -01 ! i t

tisfaite pour un certain C &#x3E; 0" »~ 011 peut, comme iL de la fin de

la démonstration de a) ~--&#x3E; 1),) suppose! que ~~7~
Par conséquent, Il étant donne, ’/ r (U) t e i que et

p (V,U)  -1. On en déduite d’après le l’ () l’td Lu r e ; B du théorème :2 du 1

que TIUV est llllcléalre. ? Q Fl&#x3E;

Corollaire : Soit E un e.l.c. o iiuc 1 a i- iPoti l’ ou i, 11 E (0) e 
pact K de U, on a p(K,U) = 0,,

Démonstration t Si U E /"(0), il existe une suite de voizinaocs disque- ’1t

zéro (V ) telle que .,
n

Soit, pour tout fi, . ,B 
n 

tel que fi V n ; alors) pour tout n,

Naturellement) ou peut dan ce corollalre remplacer le mot. , 
1

par 
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Ce corollaire admet une réciproque partielle.

Lemme : Soit E un Fréchet ayant la propriété suivante : il existe une

constante c&#x3E;0 telle que pour tout compact K de E et tout voisinage dis-

qué U de 0, on a p(K,U) Sc. Si l’on suppose en outre que E est un espace

de Schwartz, alors pour tout il existe tel que

2c*

Rema g Un espace de Schwartz est un e.l.c. séparé tel que pour tout

voisinage disque U de 0, il en existe un autre qui est précompact pour
la topologie semi-normée par U.

s Supposons le contraire. 0 Il existerait alors un système

fondamental de voisinages disqués de zéro, y soit U , tel que :
n

. chaque U n est précompact pour la structure uniforme définie

par U.

Il existe alors une suite décroissante (6) de nombres réels strictement
’ 
nn

positifb convergeant vers zéro et une suite (K ) d’ ensembles finis y avec
11 n

K B:. U , pour tout Il )telles que 
,,

En effet, on choisit d’abord la suite (8n) telle que
n

et l’ on choisit ensuite pour K l’ensemble des points d’un
8n[J-rése-au (£1111) pour U . Il est alors immédiat quen n 

un compact de E et que

ce qui entraîne une contradiction.

Comme o~~ a le théorème suivant 1
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. Théorème 2 : Soit E un espace de Fréchet ; les propriétés suivantes sont

équivalentes :

a) E est nucléaire ;

b) E est de Schwartz et pour tout compact K de E et pour tout
voisinage de zéro dans E, soit U, on a p(K,U) = 0.

,, - - ................... ........ , -....... M - ..- -

Démonstration : Il est clair que a) implique b) car, d’une part un espace
nucléaire est de Schwartz et, d’autre part, p(K,U) = 0, d’apréà le corol-

laire du théorème 1.

b) implique a) en vertu du lemme ci-dessus et du théorème 1.

Nous ignorons si la condition "E est de Schwartz" est une conséquence de

la condition p(K,U) = 0, pour tout compact K et tout voisinage disque U.


