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XVI.1

§ 1. DEFINRFIQNS

I

Uné probabilité cylindrique A sur un espace locclecment convexe

E est dite je type 0, si, lorsque € €E' tend vers 0, E(A) tend vers §
dans P(R) .Si f . E'~L (Q,u) est une fonction aléatoire associée, cela
équivaut a dire que f est continue 4 l'origine de E', car f(£) tend vers
0 dans L°(./,1) s1 et seulement si sa loi (£(£))(n) tend vers & dans
P(R), et alors cela entraine, par linéarité, sa continuité partout,
donc aussi la continuité partout de 1'uypplication Er E(A) de E' dans
P(R) (alors qu'ici il n'y a plus linéarité). D'apres le théoréme de
Paul Lévy (1'application vty est un homéomorphisme de ””(R) sur son
image dans C(]I)), cela revient a dire que 1'image de Fourier L= JA

est continue sur E'. Enfin, d'aprés le thiioréme page 6 de 1'expnsé II,
cela équivaut encore a dire que A est scalairement §-coucentrée, ou €

est l1'ensemble de toutes les parties bornées.

Un ensemble M de proliabiliiés evlindriques sur E est dit uni-
formément de type 0, si les #— E(A) iormenl un ensemble équicontinu
pour A &€Il, ou si les images d. Fourier des A €M sont équicontinues, ou
si les A€M sont scalairement équi-§-concentrées. Si les A sont de la
forme hf, les f correspondant a un méme (Q,p), cela équivaut a dire
que ces f sont équicontinues de E' dans L°(Q,u). Alors une probabilité
cylindrique A sur E esl dite de type 0 approximable (resp. trés appro-
ximable), si elle est cylindriguement adhérente a un ensemble M uni-
formément de type 0, dont les éléments sont des probabilités de Radon
portées par des compacts de dimension finie (resp. portées par des

ensembles finis).

Une probabilité de Radon arbitraire est dite d'sardre O.

Alors une application linéaire faiblement continue u de E
dans G est dite O-radonifiante (resp. approximativement ou trés appro-
ximativement O-radonifiante), si, pour toute probabilité cylindrique A
sur E, de type 0 (resp. de type 0 approximable ou tres approximable),
u(A) est de Radon (d'ordre 0).
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§ 2. LE THEOREME FONDAMENTAL

Théoreme (XVI,2:;1) : soient i, G des Banach, u une application linéai-

re faiblement continue de E duns G. Les propriétés suivantes sont équi-

fegipeshniy

gé}entqg :

1) u est approximativement 0- radonifiante de E dans ag(G", G') H
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1bls) u est tres approx1mat1vement O—radonlflante de E dans o(G", G') ;

. . e—— - ——

2) Quel que soit B0, il existe M20 et a>0 tel que, pour toute pro-
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babilité de Radon A sur E portée par un ensemble fini, on ait :

D, o — . - e - ——

Ig((r)) <MIT(A)

_auquel cas cette inégalité reste vraie pour toutg_grobablllte de Radon

A sur B ;

3) Quel que soit le poids A de la forme A = Sup @(a)J » 9 partout >0
' 0<a<1

et bornée, il existe un poids B = Sup ¢(B)J5, ¢>0 et bornée, tel gue,
0<B<1
pour toute probabilité de Radon A sur E, portée par un ensemble fini,

on ait . B(u(h))féA*(A) j_auquel cas la méme 1nega11te reste vraie

- — = 0 —— —
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Ppour toute probabllltp cy11ndr1que A sur E de type A approx1mab1e, en
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remplagant A¥(A) par A*a(x) ;

4) Pour tout espace topologlque Q et toute probablllte de Radon u sur

- -

quand on_munit 1°(q, “=§_)__‘.’£ la A_EO.Pg_l.&g..lf..___mH&.l.t? _par_le plongement
o= 9" (9:43) =<9,6>=¢, ¢) de L°(Q,;E) dans £(E';L°(Q,n))

il suffit que cette continuité soit vraie pour un Q particulier et

une probabilité p partlcullere diffuse, et pour des ¢6EL°(Q,M;E)

- - —

étagées.
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Démonstration : pour les définitions de Ja, voir page (IV,1) ; pour

celle de J;(A), JB(u(A)), voir page (V,1).

A) Montrons, d'abord que 2) relatif aux probabilités de Radon portées
par des ensembies finis l'entraine pour des probabilités de Radon ar-
bitraires. Soit donc A une probabilité de Radon sur E. Elle est de
type Ja ; en effet, il existe une boule B de E, de rayon R20, telle
que A(CB)SG, alors Ja(k)SR, et a fortiori J';()\,)SR. Comme elle est
limite étroite de tronquées AK==XKA-+A(0K)6, K compact, elle est de

type J_ approximable, avec J;a(A) = Jz(k). Alors la prop. (V,5;1)

(on a Ja(u+e) = Ja(u)+s, donc 1'inégalité (V,5;1) est vérifide), dit
que A est de type J trés approximable, avec J;tYA)==J;a(k)==JZ(A).
Donc A est limite cylindrique et méme étroite de probabilités A de
Radon, portées par des ensembles finis, avec J;(AJ):EJX(K). On a donc
JB(u(AJ)):SM J;(Aj)iiM J;(h). Mais vr*JB(u(v)) est semi-continue infé-
rieurement (voir démonstration de la prop. (IV,6;1», et u(kj) converge

étroitement vers u(i), donc JB(u(A))SEM JZ(A).

B) Montrons que 2) entraine 3) pour des probabilités de Radon A por-
tées par des ensembles finis. Par hypothése, pour tat B il existe M(B)

et a(B) tel que JB(u(A))fiM(B)Jé(B)(A). Si alors A = O§2£1¢(a)Ja, et

si nous posons B = Sup QLQ%E%l J, , on
o<p<t M(B B ?
B(u(r)) = Sup ﬂi—{—‘i}l“ I (u(nr))
o<t M(B) B

< sup 0(a(8)) 3% g) (1) = AVCR) .

0<p<1 a

En outre, si ¢ est >0 et bornée, comme on peut tou jours suppaqser

M(B) 21 pour tout g, p-L

est aussi bornée
M(B :
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C) Montrons maintenant que 3) pour des probabilités de Radon portées
par des ensembles finis entraine 1) et 1bis) , que celles-ci sont équi-
valentes, et que cela entraine 3) pour des probabilités cy!indriques quel-

conques, avec A¥?(A) au lieu de A*(X).

Tout d'abord soit A cylindrique de type 0. Alors 1'ensemble
{beP(R) ;‘Ja(u)sd est un voisinage de & dans P(R) (et ces ensembles
forment un systéme fondamental de voisinages de 8) ; donc il existe un
R>0 tel que E€E', !l€|| <R, entraine Ja(g(A))Se ; comme le poids J
est homogéne (§ 4 de l'exposé IV), on en déduit Ja(g(x)):;ﬁ pour
llell <1, ou J;(A)Sﬁ- . Donc, pour tout a>0, il existe ¢(a) >0 tel que

04

¢(a)J§(A) <1 ; on peut toujours supposer o(a) <1, Si alors

A = Sup ¢(a)Ja: on aura A¥(A)<1, A est de type A. Si maintenant A
O<a<1

parcourt un ensemble T de probabilités cylindriques unif. rmément de
type 0, on trouvera qu'il existe un méme poids A de la forme ci-dessus,
tel que A*¥(A) <1 pour A M. Mais A vérifie la condition (V,5;1), parce

que p<1 (A(p+e) = Sup @(a)Ja(u+g) = Sup @(a)(Ja(u)+e)s§A(u)+e).
0<a<1 0« x<1

Donc, si A est de type O approximable, il existe un A tei que A soit

de type A approximable, et la prop.(V,5;1) dit que A est de type A treés

approximable ; elle est donc de type 0 trés approximable, par le rai-

sonnement inverse. Donc 1) et 1bis) sont équivdentes. Si A est de type

0 approximable, il existe donc un A*limite cylindrique de A. de Radon,

portées par des ensembles finis, avec A*(AJ)S;A*a(\kmais, si 1l'on sup-

pose 3) pour de telles probabilités A., i! existe un poids

B = Sup (p(B)JB, ¢>0, tel que B(u(?»/J.)SA*(}.J.)SA*a(A). Les u(AJ.)
0<p<1

convergent cylindriquement vers u(A), et B(ur.) <A¥?(A). Mais le poids

B est compact (§ 3 de l'exposé IV), et les boules de o(G",G') sont

compactes, donc (prop. (IV,6;1)) u(A) est de Radon sur o(G",G'), et

B(u(K))s:A*a(K), ce qui montre nos affirmations.

*tel qu'vlle soit de type A trés approximable, donc



