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Résumé : 

Pour une famille de tableaux quantitatifs Jft, de type Ix Jk,k E K nous 
posons le problème du positionnement simultané des nuages d'individus, et 
nous proposons une méthode d'analyse des données qui généralise l'Analyse 
en Composantes Principales (ACP) d'un tableau au cas d'une famille de 
tableaux. 

Nous gardons la possibilité de construire, pour chaque nuage, une ima
ge euclidienne équivalente qui contient le maximum d'inertie lorqu'on se 
limite aux premiers axes. Nous demandons, de plus, une justification du 
positionnement simultané des différents nuages. 

Abstract : 

Let {Xh, k G K} be a set of data matrices. Each Xk is an n 
rows (objects) and p* columns (variables) matrix. We are looking for a 
simultaneous représentation of the objects in a common space. 

We présent a method which, applied to a set of data matrices, allows 
a generalization of P.C.A results. For each set of objects we define an 
exact mapping, and the simultaneous représentation takes into account and 
respects the properties of duality. 

Mots clés : Analyse conjointe de tableaux — Compromis - Statis -

Intrastructure — Indscal — Liaisons entre groupes de variables — Analyse 

Factorielle Multiple - Analyse Canonique - Analyse Procuste -Repère 

Equisecteur —Composantes conjointes. 

A.M.S. Subject classification : 62H99. 
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0 - INTRODUCTION 

Les objectifs de la méthode 

Soit une famille de triplets indexés : (Xjt,Mjt, D), k £ K. Dans chaque 

triplet, le tableau Xk dimensionné (n xpjt) contient les observations d'un paquet 

Jjk de variables quantitatives sur un ensemble 7" d'individus, et qk est le rang 

de Xk- Les entiers n, pk, m désignent le cardinal respectivement de I , J*, K ; 

et on note indifféremment k € K ou k 6 [m]. On parle de données cubiques 

quand tous les paquets J* sont identiques (J* = J) et de données non cubiques 

dans le cas contraire que nous étudions plus particulièrement. Nous cherchons 

un positionnement simultané des nuages de points Nk définis dans les espaces 

Euclidiens Ek = (R?*fcv, M*), par les colonnes des tableaux Xl
k (transposés de Xk) 

supposés centrés pour la métrique des poids D. Ce positionnement simultané -

nommé intrastructure - peut contenir certains transformés des nuages Nk-

L'intrastructure sert à représenter simultanément les nuages dans des sous-

espaces de petite dimension, exactement comme c'est le cas pour un seul nuage 

dans l'ACP d'un tableau. Il paraît donc judicieux, au plan méthodologique, de 

définir les critères que doit satisfaire une intrastructure, en s'inspirant des résultats 

de l'ACP. 

Nous rappelons ceux-ci, puis nous précisons les deux critères exigibles pour 

une intrastructure. 

a) Rappel des propriétés de l'ACP. 

Dans l'ACP d'un triplet (A", M, D) on construit deux triplets équivalents au 

premier : (C, J, D) et (Z, M, J). 

• Le nuage des individus \X'\, défini par les colonnes du tableau X'(p x n), 

est positionné dans l'espace Euclidien E = (R? v,M). Avec (C, J, D) on définit, 

par exemple dans Cailliez et Pages (1976), une image euclidienne ( ^ R ^ yl) 

équivalente à l'image euclidienne (lXfl, R? wM). Si la décomposition en valeur 

singulière (s.v.d.) de X s'écrit X = TAC/', on a : C = TA de dimension (n x g) 

avec q — rangX, et Z = AU'. 
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• Avec (Z, M, i"), on obtient pour le nuage des variables, une image euclidienne 

([Z], R? J W / ) équivalente à (TÂ1, Rpj-.w D) . Ce résultat permet de positionner les 

variables de façon comparable à celle retenue pour les individus. Il permet aussi 

de définir très simplement le biplot : sur les axes de l'espace E9 = (R? x, J), les 

coordonnées du vecteur ej portant un axe initial (et donnant la direction de la 

variable initiale j) forment la colonne j de : U'M = A _ 1 Z M . Cette conception du 

biplot n'est pas exactement celle existant dans la langue anglaise (Jolliffe 1985). 

On note Xi la ligne i de X et X* sa colonne j . Alors x,- = (Xi)' définit 

l'individu i comme vecteur colonne de E (indice de x en bas), et x3 = X* définit 

la variable j comme vecteur colonne de F (indice de x en haut) ; de même pour 

UJ; = U3 et c3 = C3 . L'indice k des situations échappe à ces règles et figure 

indifféremment en haut ou en bas. Il ne repère pas une rangée mais spécifie que 

l'objet qu'il indice est pris en situation k. \\XWy désigne la norme de matrice 

induite par le produit scalaire < A"i, X2 ><?DM = trace(X[DX2M) (Glaçon 1981). 

Si on complète le théorème de décomposition, par les théorèmes d'approxi

mation (Eckart-Young 1936, Kristof 1970, Le Calvé 1976) on retrouve la propriété 

d'optimalité suivante de l'ACP : 

Le tableau (n x s) des 5 premières composantes principales (cJ)j€[s], noté Cs, 

définit la projection du nuage \C'\ sur un sous-espace de dimension s, ayant la plus 

grande inertie. De manière équivalente \\C — (Ca : 0)||£, est minimale pour le 

tableau Cs. En terme de reconstitution des données : ||A" — B\^ , avec B(n x p) 

de rang 5, est minimale si B = 5Z*=1 C?{UJ)'. 

Pour résumer, l'ACP présente les propriétés suivantes : 

- obtention d'une image euclidienne équivalente (C,I,D) . 

- le tableau C3 est le tableau de rang s qui restitue la plus grande part de l'inertie 

du nuage ICI, 

- la description des variables initiales est optimale au sens de l'inertie d'un nuage 

non centré (pour une métrique M diagonale). 

- le biplot permet d'indiquer la direction des variables initiales dans les plans 

principaux retenus pour représenter le nuage des individus, et d'orienter ces plans 

et les axes principaux. 

b) Objectifs pour l'intrastructure. 

file:////XWy
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Pour une représentation simultanée de plusieurs nuages il est évidemment 

intéressant de retrouver ces 4 propriétés et, dans un premier temps, au moins 

les deux premières, en remarquant que la seconde n'a de signification que si la 

première est vérifiée. 

En se limitant aux méthodes d'étude des données non-cubiques on constate 

que cette première propriété n'est pas vérifiée par Statis ou l'AFM, tandis qu'elle 

peut l'être dans l'Analyse Procuste ou la méthode dite de "superposition des axes 

principaux d'inertie", ce qui sera montré ultérieurement. 

Ces deux dernières méthodes peuvent fournir deux intrastructures totalement 

différentes .Cela impose un deuxième objectif pour la recherche d'une intrastruc

ture qui est de justifier le positionnement simultané réalisé . 

Nous demandons donc à l'intrastructure d'une famille de tableaux indexés, de 

satisfaire deux conditions : être exacte et être significative. 

• Elle est exacte si pour tout k E -K", le triplet (Y*,/, .D) représenté dans 

l'intrastructure est équivalent au triplet initial (Xk,Mk,D). 

• Elle est significative si le positionnement simultané réalisé dans l'intra

structure respecte les règles de la dualité. Nous dégagererons progressivement 

l'importance d'un tel critère. 

En schématisant les choses nous montrerons que les méthodes françaises, et 

les méthodes de type INDSCAL, donnent une intrastructure inexacte mais signi

ficative, que la méthode procuste et la méthode de "superposition" offrent une 

intrastructure éventuellement exacte mais peu significative. L'Analyse Factorielle 

conjointe (AFJ) que nous proposons peut alors présentée comme une synthèse 

de ces méthodes donnant, sous certaines conditions, une intrastructure exacte et 

significative. Nous verrons qu'elle réalise une Analyse en Composantes conjointes 

d'une famille de triplets indexés. 

Nous présentons ici les principaux éléments de la méthode dont un exposé 

plus complet figure dans notre thèse (Lechevalier 1990). Nous l'avons nommée 

AFJ en raison du sens très large pris par le terme analyse factorielle. On pourrait 

aussi l'appeler ACJ (Analyse en Composantes conjointes) et nous laissons ce choix 

ouvert. 
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I - LES METHODES D'INTRASTRUCTURE 

Avant de traiter les données non-cubiques, rappelons que l'ACP permet 

d'obtenir facilement deux intrastructures, exactes ou non, pour des données 

cubiques XJJK — {Xk(n x p), k £ [tn]}. 

L'ACP du Tableau Conjoint Empilé (multicentré) Xe = présente un 

\xm/ 
positionnement simultané des m nuages définis par les tableaux (centrés) Xk, 

optimal -au sens de l'inertie- pour la réunion des nuages. L'intrastructure 

obtenue est exacte. 

• L'ACP du Tableau Moyen X = ^2kP^Xk, (P* > 0 et YlkPk = 1) a v e c P ro" 

jection des tableaux Xk en supplémentaires donne une autre intrastructure, 

non nécessairement exacte ni optimale. 

L'intérêt de cette seconde méthode est d'être adaptable au cas non-cubique 

des deux façons présentées ci-dessous, dans lesquelles, les poids pk peuvent être 

choisis pour retrouver les résultats des méthodes classiques. 

1.1.- Les i n t r a s t ruc tu r e s inexactes . 

a) L 'AFJl (ou l 'AFM) 

Pour tout k G [m], considérons : 

Xk = ( 0 : • • • : 0 : Xk '- 0 : • • • : 0 ) tableau (n x p) avec p = 
(ntp) 

/ M i 0 \ 
H2kPk et Ai = I I. Alors les triplets (Xk,Mk,D) et 

ip*p) \ 0 Mj 
(Xk, M, D) sont équivalents. Ce dernier triplet donne un positionnement du nuage 

Nk = \X'k\ dans l'espace Ep = 0 Ek et on le note : Nk = Xi 
Les triplets (Xk,M, D), k € [m] constituent alors un cube de données que 

l'on peut traiter par la méthode du Tableau Moyen. Il s'écrit : 

X = 5^p*<Xfc = ( p i ^ i : ••• •' PmXm) = Xp. 
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Dans l 'ACP du tableau moyen on diagonalise W0D = XpMX'pD = J^k P%wkD, 

avec : Wk = XkMkXk, pour trouver les éléments propres (Co,Ao). 

CQ est un tableau (nxr) (r = rangXp). Ses lignes sont les coordonnées des n points 

du nuage moyen dans la base (u>)je[r] du s ous -e space C o m p r o m i s Ec de Ep 

que ce nuage moyen engendre. La y/m- projection (projection multipliée par y/m) 

des tableaux Xk en supplémentaires sur ce sous-espace Ec définit l ' in t ras t ructure 

Xk = y/m~PkWkDCQAQ\ k e [m]. 

On vérifie que : X = ]T)fc pkXk est égal à y/mCo = C (les propriétés 

barycentriques sont conservées dans une projection, un changement de base et 

une homothétie). X = C définit un positionnement du n u a g e c o m p r o m i s 

homothétique du nuage moyen pour l 'homothétie de centre OEP et de rappor t y/m. 

Le nuage compromis est le nuage moyen des ^/m-projetés des nuages Nk sur Ec 

et C est le t a b l e a u c o m p r o m i s . L'utilisation d'une -^/^-projextion sera justifiée 

ultérieurement. Cet te méthode est appelée A F J 1 . Elle est proche de l 'Analyse 

Factorielle Multiple (AFM - Escofier et Pages : 1983 et 1988) qui impose des poids 

Pk proportionnels à \l\fx[ (ou une prémultiplication des tableaux par ce facteur) , 

avec À* première valeur propre de WkD, 

b) L ' A F J 2 ( o u Sta t i s ) 

L'opérateur WkD est caractéristique du triplet (Xk^Mk,D). Il en résulte 

que l 'ACP du triplet (Wk,D, D) redonne le positionnement des individus obtenu 

dans l 'ACP de (Xk,Mk,D). Pour ce dernier triplet, WkD admet les éléments 

propres (Cjt, A*) avec C'kDCk = Ak. Pour (Wk, D, D) on diagonalise (WkD)2 dont 

les éléments propres (Bk,Ak) avec B'kDBk = A*, vérifient Ak = A\ et donc 

Bk = Ckh\12, ou encore Afc = A \ J 2 et Ck = £ * A ^ 1 / 2 . 

L 'AFJ2 consiste à faire l 'ACP du Tableau Moyen sur le cube de données 

défini par les triplets (Wk,D, D), k G [m]. On trouve pour triplet moyen : 

(W = Y,kPk^k,D,D). La diagonalisation de (WD)2 donne (B, A) , puis A = A1'2 

et C = JBA"* 1^ 2 , OU encore, la diagonalisation de WD donne directement (C, A). 

Il reste à projeter les Wk en supplémentaires (dans TAFJ2 on considère 

des projections et non des y/m-projections), pour obtenir Wk = WkDCA'1^2. 

Peut-on en déduire un positionnement simultané Xk, k G K, des individus des 

différents tableaux ? Si on prend le positionnement simultané Wk, k E K et 

qu'on lui applique la règle de passage de B (qui définit le posit ionnement W 
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de W = W) à C = SA */2 (qui définit le positionnement X d'un certain X), 

on obtient : Xk = WfcDCA-^A" 1 / 2 = WkDCA'1, k € [m], et le compromis 

X = S * PJb-̂ fc = C • Alors C désigne le tableau des composantes principales de 

Xy/p = ( y/pïXi : • • • : y/pmXm ) considéré comme un tableau moyen X. 

On peut présenter ainsi l'intrastructure de la méthode Statis qui utilise des 

"poids" particuliers vérifiant J2k PÏ = l (Lavit : 1985 in SAD, et 1988). 

Remarques : 

1) Ces deux intrastructures sont inexactes sauf dans de rares cas particuliers que 

nous verrons plus loin. 

2) Une isométrie transformant n'importe quel tableau Xk laisse ces intrastruc

tures inchangées puisque Wk = XkMkXk est invariant dans une isométrie. 

3) Les appellations AFJ1 et AFJ2 peuvent surprendre puisque ces deux méthodes 

proposent des intrastructures très proches de celles de l'A FM ou de Statis. 

Nous les utilisons pour les raisons suivantes : 

• L'AFM ou Statis ne se réduisent pas à la recherche d'une intrastructure. 

• La pondération de l'A FM et celle de Statis sont fixées alors qu'elle est libre 

(à ce stade) dans l 'AFJl et TAFJ2. 

• Les intrastructures de l 'AFJl et de l'AFJ2 sont parfaitement identiques 

pour des poids égaux (d'où la ressemblance des noms). Comme nous utilisons 

l 'AFJl pour initialiser l'algorithme de l'AFJ et qu'elle fournit un critère 

permettant d'apprécier sa faisabilité, nous considérons l'AFJl comme la 

première étape de l'AFJ. 

1.2.- Les i n t r a s t ruc tu r e s exactes . 

a) La "superposition des axes principaux d'inertie". 

Notons q — supfc qk et considérons les tableaux Ck(n x <l) obtenus en complé

tant chaque tableau Ck(n x qk) par q — qk colonnes de 0. Pour tout fc, les 

triplets (Ck,Iq,D) et (Xk,Mk,D) sont équivalents. Donc les Ck définissent une 

intrastructure exacte dans l'espace (R f l , / ?) obtenue par superposition des axes 

principaux d'inertie de même rang. Si on remplace les Ck par les tableaux C* 

formés des s premières composantes, cette intrastructure limitée à s composantes 
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conserve le maximum d'inertie. Cette propriété mise à part, il n'y a aucune 

raison pour superposer les axes de même rang des différents nuages. Ainsi on 

peut imaginer deux nuages du plan tels que le critère "Procrustes" (ou Procuste) 

conduise à superposer les axes 1 et 2 et non les axes 1 comme le veut le critère 

de "superposition". En fait ces deux intrastructures ne sont pas nécessairement 

significatives du point de vue du critère basé sur la dualité que nous construirons. 

b) L'Analyse Procuste 

Dans Ten Berge et Knol (1984) le problème (orthogonal) procuste est ainsi 

posé : ayant n > pi > p2 > • • • > p m , on cherche les matrices T* de dimensions 

(Pk x pm) réalisant Min/(7^,T2 , • • •,Tm) = £ \\XkTk - X«2i||* , avec T'kTk = 
k<i Dl 

Jj>mî k e [m]. Ce problème dit "asymétrique" diffère du problème "symétrique", 

pour lequel pk = p,k £ [m] (données cubiques par exemple), par le fait essentiel que 

les matrices T* ne définissent pas des isométries de (Rp*, 7) dans (R P m , I). Ainsi on 

trouve une intrastructure exacte pour l'analyse orthogonale procuste généralisée 

symétrique, mais inexacte dans le cas asymétrique. En revanche, si on choisit des 

matrices Tk(pk x Pi) définissant des isométries de Rp* dans R P l , on a TkT'k = IPl 

et le cas asymétrique équivaut au cas symétrique obtenu en complétant chaque Xk 

par pi — pk colonnes de 0. 

Il existe donc bien deux intrastructures exactes pour des données non-cubiques. 

L'une s'obtient par la méthode de "superposition" et l'autre par l'Analyse Procuste 

"symétrisée" présentée ci-dessus. Nous verrons qu'elles ne sont significatives que 

dans de rares cas particuliers. 

1.3.- L'AFJ et les autres méthodes. 

a) Les méthodes d'intrastructure. 

Dans les deux parties suivantes, nous allons développer l'Analyse Factorielle 

conjointe - mais aussi l'ensemble des méthodes d'intrastructure - à partir de 

considérations géométriques qui généralisent la méthode dite "AFJ1". Celle-ci se 

résume très simplement : les nuages Nk sont positionnés dans l'espace (EP,M) 

somme directe orthogonale des espaces (Ek,Mk). Dans l 'AFJl l'intrastructure 

s'obtient en projetant les nuages Nk sur le sous-espace Compromis Ec et elle est 

nommée Intrastructure Compromis (I.C.). De même, l'AFJ est une méthode qui 

obtient une intrastructure exacte en projetant sur un sous-espace particulier de 
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Ep appelé sous-espace Equisecteur et donnant l'Intrastructure Equisecteur (LE.). 

Nous préciserons cette première définition de l'AFJ, puis nous définirons dans 

Ep le sous-espace Déformant donnant l'Intrastructure Déformante (I.D.), et nous 

évoquerons les sous-espaces procuste (cf 3.3.c), discriminant, de superposition, 

donnant les intrastructures correspondantes. Cette présentation établit donc un 

lien très simple entre toutes ces méthodes d'intrastructure. 

Le petit exemple suivant peut être représenté dans le plan ; il aide à bien 

comprendre l'exposé du problème dans le cas général. Deux paquets de une variable 

ont été observés sur deux individus, et on a : X\ = I /z j et X2 — I - j . 

L 'AFJl avec des poids égaux donne le tableau moyen Xp = \[ p: 1 I, et 

les individus moyens engendrent le sous espace Compromis Ec que l'on représente 

dans R 2 = R ® R comme suit : 

E2 = R 1 f EE : sous espace Equisecteur 

SEc : sous espace 

Compromis 

Ex = R* 

18» = ^ . * = 3 0 ° 

2 

Les projections des nuages Nk sur Ec sont définies respectivement par : -^X\ 

et \X2, donc les y/m-projections sont : X\ = 2X\ et X2 = 2X2 . Cette 

Intrastructure Compromis est inexacte et aucune homothétie ne peut la rendre 

exacte. 

Les projections des nuages Nk sur le sous espace Equisecteur EE (première 

bissectrice) s'écrivent : -h^Xk, k € K, donc les y/m-projections sont : Xk = Xk • 

Cette Intrastructure Equisecteur est exacte. 

b) Les méthodes de reconstitution des données. 



45 

Nous établirons cette deuxième définition : l'AFJ est une méthode qui 

recherche des triplets (Yk(n x q),I,D) équivalents à (Xk>Mk,D), k E K, des 

matrices diagonales Ak(q x q) et un tableau Y de dimensions (n x q) tels que : 

$(Yk,Ak,Y) = ^2k \\Yk — YAk\\^ soit minimale. Cette formulation est voisine 

de celle des problèmes INDSCAL et éventuellement Candecomp (Carroll et Chang 

1970) ou Parafac (Harshman 1970, 1984). Avec Kiers (1987, 1988), remarquons 

que Parafac et Candecomp cherchent une reconstitution des données sous la 

forme Xk = YAkT\ k e K, telle que £ * \\Xk - ^ 1 1 ^ s o i t minimale, la 

dimension (r x r) de Ak diagonale étant choisie. Pour sa part, INDSCAL recherche 

Wk = YA\Y', k£K, tels que £ * \\Wk - Wk\\%DD soit minimale. 

L'originalité de l'AFJ, qui a notre sens justifie qu'on lui donne un nom, ne 

tient pas tant au problème d'optimisation posé, qu'à la manière géométrique de 

l'aborder et de lui donner une solution : 

1) Nous ne cherchons pas la meilleure reconstitution des données (avec Xk ou 

Wk) mais une reconstitution exacte des données (avec Y*) permettant de plus, 

d'avoir une intrastructure significative. 

2) Nous établissons des liaisons simples entre toutes les méthodes précédemment 

citées. 

3) Nous contmisons un algorithme qui prouve l'existence de minima pour $ , 

avec une initialisation qui donnera, en général, une convergence rapide vers 

un éventuel optimum global. 

En proposant une double définition de l'AFJ, l'une géométrique, l'autre 

analytique, nous alourdissons nécessairement notre exposé. L'utilisation de la seule 

définition analytique permettrait de réduire l'exposé de la méthode à quelques 

pages (la proposition 11 du 3.2.b. et l'algorithme qui en découle en 3.2.c). Il 

nous faut donc motiver l'autre définition et les considérations géométriques parfois 

délicates qui sont développées en deuxième partie. 

Leur principale raison d'être, d'ordre "historique", tient au fait que l'égalité 

(1) de la proposition l i a été imaginée dans ce contexte géométrique. Cette raison 

historique, qui a un intérêt momentané, se double d'une raison "géographique" plus 

permanente : la géométrisation du problème permet de comparer simplement les 
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différentes méthodes (françaises ou anglo-saxonnes) et de choisir une initialisation 

très performante de l'algorithme. 

II - LES TABLEAUX A COMPOSANTES PROPORTIONNELLES 

Précisons le contenu de la deuxième partie : 

• En 2.1 on définit les concepts principaux de l'AFJ. Une application aux 

données cubiques est proposée. Pour les données non-cubiques, une intrastructure 

exacte et parfaitement significative n'existe que sous l'hypothèse de tableaux à 

composantes proportionnelles (elle donne son titre à cette partie). 

• Sous cette hypothèse, on compare en 2.2, les intrastructures de différentes 

méthodes. Pour obtenir des résultats précis, nous partons d'hypothèses encore plus 

sévères qui sont progressivement relâchées. Il s'agit d'une introduction à l'AFJ car : 

1) on montre que seule son intrastructure est exacte et significative. 

2) le Repère Déformant introduit dans cette démonstration, est un concept de 

base pour la construction de la méthode dans le cas général, faite en troisième 

partie. 

2 .1 . - Le R e p è r e Equisecteur . 

a) Les sys tèmes équisecteurs . 

Définition 1.- Soit (e*)fc€[m] une base ortkonormale de l'espace Euclidien 

Em = ( R m , I m ) . On appelle vecteur equisecteur de la base (e*) le vecteur 

unitaire de Em défini par : e = —jU 5ZjfcG[wil e* ' 

De même Ae est la direction équisectrice des directions Ae* . 

Remarques 

• Cette définition généralise à R n la notion de bissectrice. 

• Dans l'espace des variables F, si l n désigne le vecteurs de coordonnées égales 

à 1, l'axe A l n est la direction équisectrice des A/* et la J9-projection d'une 

variable sur A l n définit sa moyenne. 

• Les propriétés de ces objets vont être exploitées dans la généralisation suivante 

de la définition 1. 
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Déf in i t ion 2. - Soit E = (R m f f , Imq) l'espace Euclidien somme directe ortho

gonale d'une famille de m espaces Euclidiens de même dimension Ek = (TLq,Iq), 

k € [m]. Une base orthonormale (ej)je[q] de l'espace Ek plongé dans E, sera notée 

(ëj )>€[?] * On appelle s y s t è m e equ i sec teur de E le système des vecteurs ej} 

j £ [q], équisecteurs des (c j ) f c € [ m ] ; soit : {ej = ^ E * e [ m ] ê*, j E [q]} . 

R e m a r q u e s : 

• Le système equisecteur (ej)je[q] engendre un sous-espace de E noté Ee. 

• Le système de vecteurs (ëj)je[q],ke[m] constitue une base or thonormale de E. 

• Il faut bien noter que chaque Aej est direction équisectrice d'axes Aê£ situés 

dans des espaces Ek différents (ils sont supplémentaires dans E). Il n 'y a donc 

pas d'analogie avec les propriétés de A l n visibles dans F. 

Nous pouvons alors énoncer la proposition suivante : 

P r o p o s i t i o n 1.-

1) (ei)>€[?] est une oase orthonormale de Ee. 

2) Un vecteur quelconque x de Ek est caractérisé par un q-uple de coordonnées . 

x désigne ce vecteur plongé dans E et x sa y/m-projection sur le sous-espace 

Ee. Dans la base (ej) de E€ on a x ~ x (où ~ signifie que les deux vecteurs 

ont les mêmes coordonnées). 

3) Le système equisecteur, ainsi que le sous-espace Ee dépendent de l'ordre dans 

lequel sont rangés les vecteurs de chacune des bases (ej)jç[q], k G [m]. 

• 1) E étant muni de la métrique Imq = / , on a d'après la remarque précédente : 

V(.\j) € [*]2:e;/ei = ^ ê î ) ' / £ e î ) = ± $>1)'/ë* = *y 
m k t m k 

2) VA: G [m], Va: G Ek, on a : x = £ j = 1 x3e), et x e JSVs'écrit x = £ > x3e) . 

Sa v ^ - p r o j e c t i o n sur Aej s'écrit : x1 — \Z™eJJ(5^ • x3ëj), i G [q], soit : 

t 3 t 3 

xl = xl, i G [q] et x ~ x 

x est la y/m-projection de x sur le sous-espace Ee. 
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3) L'ordre dans lequel sont rangés les vecteurs d'une base est arbitraire et on 

peut construire un système equisecteur et un sous-espace Ee pour chacune 

des (q\)m~ façons de choisir, sans ordre, q m-uples de vecteurs du type : 

(e}i ' ej2 » * " ' » eTm ) ' c n a c u n donnant un vecteur ej . Ainsi dans R4 = R2 © R2 , 

on a la base : 

*\ = I 0 I « ê2 = | n I . e ï = 

qui donne deux systèmes équisecteurs : 

• «i = ^(e~i + è\) = £ I J j et e2 = ^ ( ë 2 +1 \ ) = ^ I J 

• / i = ^ ( « i + 2 Î ) = ^ I S j e t / 2 = ^ ( è j + èï) = ^ f ; 

Ils engendrent deux sous-espaces Ee différents. 

Le lecteur pourra vérifier qu'un changement des bases modifie le sous espace Ee 

sauf si les matrices de changement de base sont identiques dans tous les espaces 

Ek. m 

b) Signification statistique pour les données cubiques. 

Soit un cube de données XJJK- Dans chaque espace Ek = (R? fcx,/p), XJJK 

± 

définit un nuage Nk, noté Nk lorsqu'on le plonge dans £ = 0 £^ = ( R m p , / m p ) 

rapporté à la base (ëj)j€\p]tk€[m] (pour ce cas particulier, la dimension q des espaces 

Ek du cas général, devient p qui est le nombre de variables de chaque tableau). 

Considérons un système equisecteur quelconque : {e, = -4= J^A ê* , j G [p]}. 

Corollaire 

1) les y/m-projections Nk des nuages Nk sur un sous-espace Ee quelconque 

définissent une intrastructure exacte. Celle-ci coïncide avec celle qu'on ob

tiendrait dans Hp par superposition des axes Ae*,fc G K, en les associant 

comme les ë* le sont dans le calcul de ej 

2) H y a (p!)"1"1 sous-espace Ee différents et autant d'intrastructures exactes. 
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• 1) Chaque intrastructure est exacte car les images euclidiennes suivantes sont 

équivalentes : (Nk,Ek,Ip) «=> ( # * , £ , J m p) «=> (Nk,EeiIp). La première 

équivalence a été vue avec l 'AFJ l et la seconde résulte de la proposit ion précédente. 

2) Le dénombrement ( p ! ) m - 1 déjà calculé est aussi le nombre de permuta t ions 

des indices j G J , à la puissance m car il y a m ensembles J ; divisé par p! car les 

permutat ions des ej de Ee définissent le même sous-espace. • 

P r o p o s i t i o n 2.-

1) Il existe un système equisecteur qui possède un sens statistique : c'est celui 

qui, pour tout j G J, associe dans le calcul des ej, les axes Ae*-, k G K, liés 

par dualité à la même variable j (indice j attaché à une seule variable). 

2) L'intrastructure obtenue coïncide avec le positionnement simultané des nuages 

Nk réalisé dans HP par le Tableau Conjoint Empilé Xe. 

m 1) Le corollaire précédent précise que l ' intrastructure obtenue pa r y/rn-

projection sur Ee s'obtient également en superposant les axes Ae^ qui sont 

associés dans le calcul des ej. Une intrastructure obtenue par y/m-projection 

sur un sous-espace Ee quelconque a une existence géométrique mais, en général, 

aucun sens statistique puisqu'elle superpose sur un seul axe, des axes relatifs à des 

variables différentes (sauf cas très particuliers). En effet, la dualité stipule qu 'un 

axe quelconque de l'espace des individus est lié à une variable d é t e r m i n é e . Seul 

le cas mentionné ci-dessus permet une interprétation s tat is t ique puiqu' i l associe 

dans le calcul de chaque e j , et donc superpose, des axes liés à la même variable 

statistique j £ J. 

2) Le Tableau Conjoint Empilé Xe définit le nuage N = (J Nk 
kçK 

XXn/ 
qui réalise un positionnement simultané dans R p des nuages Nk. Celui-ci s 'obtient 

également en superposant les axes Ae* associés pour tout k, k G if, à une même 

variable j , j G J. • 

Déf in i t ion 3 . - Ce système equisecteur qui possède un sens statistique sera 

nommé R e p è r e Equi sec teur de E, et le sous-espace qu'il engendre s'appellera 

sous-espace Equisecteur de E, notée EE . 
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La dual i té nous permet aussi de définir une intrastructure de données non-

cubiques. 

c ) L e R e p è r e E q u i s e c t e u r p o u r les d o n n é e s non-cub iques . 

D é f i n i t i o n 4 , - Dans l'espace choisi pour représenter simultanément les nua

ges d'individus, l'intrastructure qui respecte les propriétés de dualité s'obtient en 

superposant les axes des différents nuages liés (par dualité) à une même variable 

ou plus généralement à une même direction de l'espace des variables. Une telle 

intrastructure est dite s ign i f i cat ive . 

Dans cet te définition, le premier cas envisagé (axes associés à une même varia

ble j) correspond à l ' in t ras t ructure des données cubiques. Celle-ci sera maintenant 

considérée comme l ' in t ras t ructure de la méthode du Tableau Conjoint Empilé. Le 

second cas définit l ' in t ras t ructure de données non-cubiques dans le cas de com

posantes (combinaisons linéaires de variables initiales) proportionnelles. En ef

fet des composantes proportionnelles occupent une même direction de l'espace 

des variables F = ( R n , £ > ) . Nous allons donc chercher des triplets (Yk,I,D) 

équivalents aux triplets init iaux (Xk,Mk,D) vérifiant, si possible, cette propriété. 

Soit qk = rangXjt avec Xk(n x pk). Si qk < pjt, il est préférable de par t i r des 

t r iplets équivalents (Ck,I,D) avec Ck(n x qk) définissant un positionnement des 

individus dans l 'espace Eq
k
k = ( R ? * ^ , Jgj t), k E K. 

D é f i n i t i o n 5,- La famille de triplets (Xk,Mk,D) est à c o m p o s a n t e s 

p r o p o r t i o n n e l l e s si pour tout k, k G K, il existe une isométrie Hk de Ek
k dans 

Ek = ( R 9 , J g) avec q = supk(qk), telle que Yk = CkH'k vérifie : Yk = YAk avec 

Ak diagonale (q x q) et Y(n x q). 

Nous dirons plus simplement : tableaux à composantes proportionnelles. De 

tels tableaux vérifient INDSCAL avec des semi-métriques car Wk =YA2.Yt. 

R e m a r q u e : Si pk = d i m E k < q, on peut compléter l'espace Ek par q —pk 

directions telles que l'espace obtenu Ek soit égal à Ek. Sinon on pose : Ek = Ek. 

On a ainsi : Ek C E\ - E% ou E\ C Ek = Ec
k, k£ K. 

P r o p o s i t i o n 3 . -

Pour une famille de tableaux à composantes proportionnelles : 

x 
i) Il existe un Repère Equisecteur dans EPc = Q)Ek. 
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2) En considérant les y/m-projections des nuages Nk sur le sous-espace Equi

secteur EE de Epc, l'AFJ définit une intrastructure exacte et significative 

appelée Intrastructure Equisecteur. Elle s'écrit : Yk = Yk , k E K, et 

pour le nuage compromis : Y = $^ t pkYk =Y £ f̂c pkAk . 

• 1) Il suffit de remarquer l'interprétation géométrique suivante, particulière

ment simple si M* = IPk : 

Le tableau Xk(n x pk) positionne le nuage Nk dans Ek = (R?*fc*, JPJk), 

Ck(n x qk) définit le même nuage par ses coordonnées dans le sous-espace Ek
k de 

Ek C Ec
k. 

Yk(n x q) définit le même nuage par ses coordonnées dans le sous-espace Ek de Ek 

avec ^ = ( ^ , . , , / , ) . 

Ce sont des changements de base orthonormale dans Ek avec variation du nombre 
x 

des composantes nécessaires à restituer Nk dans Ek. Alors l'espace Emq = 0 -E* 
x 

est un sous-espace de EPc = 0 Ek et le Repère Equisecteur de Emq est aussi le 

Repère Equisecteur de EPc. 

2) D'après les définitions et propositions précédentes, les v^_P r°jections des 

nuages Nk positionnés dans Emq, sur le sous-espace Equisecteur EE définissent 

une intrastructure exacte et significative. Emq C EPe donc l'AFJ est une méthode 

de v/m-projection des nuages Nk sur le sous-espace Equisecteur EE de EPe. m 

Remarques : 

1) Si un espace Ek a été complété à la dimension ç, on distingue EPc = 0 E% 

et Ep = 0 Ek pour constater que : 

- le sous-espace Compromis Ec vérifie : Ec C Ep C Ep?, 

- le sous-espace Equisecteur EE vérifie : EE C Emq C EPc mais pas : EE C Ep. 

Donc la comparaison de méthodes qui projettent les nuages Nk sur Ec (AFJ1) 

ou sur EE (AFJ) peut se faire dans EPc et non dans Ep. (L'hypothèse pk < q 

ou rang Xk = pk entraîne EPe = Emq). 

- l'exposé de l'AFJ seule se fait dans Emq. C'est la comparaison des méthodes 

qui impose d'introduire EP et EPc. 

2) Le sous-espace EE de EPc dépend des tableaux Xk, en particulier EPc dépend 

des dimensions pk et des rangs qk de ces tableaux. 



52 

3) L'AFJ déterminera l ' in t ras t ructure Equisecteur (LE.) sans préciser la position 

de EE sauf dans les rares cas particuliers où il coïncide avec Ec-

2 .2 . - I n t r o d u c t i o n à l ' A F J . 

Avant d'exposer en troisième part ie, la façon dont l 'AFJ détermine l'I.E. 

pour les tableaux à composantes proportionnelles (ou même dans le cas général) 

nous allons vérifier que les méthodes usuelles ne donnent pas des intrastructures 

exactes et significatives. En par tan t d'hypothèses très strictes, qui s'élargiront 

progressivement nous montrerons les lacunes de ces intrastructures. 

a) Les t a b l e a u x p r o p o r t i o n n e l s . 

D é f i n i t i o n 6.- La famille de triplets (Xk,Mk,D) constitue des tableaux 

de composantes proportionnels (ou tableaux proportionnels) si les tableaux des 

composantes principales vérifient : Ck = ajfcC avec a* G R + , k G K et C (n x q). 

Sous cet te hypothèse (opérateurs proportionnels) les nuages sont homothé-

tiques donc très simples à comparer. Pour tant , nous pouvons montrer que certaines 

méthodes proposent des intrastructures inexactes ! 

P r o p o s i t i o n 4, -

Pour les tableaux proportionnels qui vérifient Ck = a*C', k € K : 

1) l'AFJl à poids égaux et Statis définissent la même intrastructure inexacte. 

2) l'AFJl avec les poids pk = - ^ - (AFM à un facteur près), l'analyse procuste 

et la superposition donnent l'intrastructure Equisecteur Ck — Ck} k G K. 

m Explicitons les calculs relatifs à l 'AFJ l puis TAFJ2 

• Pour l ' A F J l on a : W0 = £ * p2
kWk = Y,k PWk^ avec W = CIC. 

Adoptons une normalisation des ak et de C telle que ]Tfc p\a\ = —. 

( C , A ) sont les éléments propres de WD, avec C'DC = A, et (C 0 ,A 0 ) ceux de 

W0D, avec C'0DC0 = A0. Comme W0D = ^WD, C et C 0 sont proportionnels, 

donc : ±WDC = CA 0 = ^ C A , et : A = mA 0 , C = y/m~C0. 

L'introduction du coefficient multiplicateur y/m dans l ' intrastructure Com

promis (I.C.) de l ' A F J l est ainsi doublement justifiée : 

- L'I .E. retient des ^/"^-projections. 



53 

En considérant les v ^ _ P r o J e c ^ o n s s u r Ie sous-espace compromis Ec, si 

Ck = ajfcC avec E t Pkafc = m » ^e fcaDleau moyen Co obtenu par diagonalisation 

de WQD. est remplacé par le tableau compromis : X = C = y/mCo . ^ 

Pour des tableaux proportionnels l'I.C. s'écrit donc : _. •* ~ (h- r^ 

Xk = y/m'pkWkDCoAô1 0 
= y/mpk€?kW(--=rrih 1 = mpkC?kC, k E K 

y/m 

et A" = C = y/mCo . 

• Pour TAFJ2 on a WJJ = E*/ 9 *^*» et les "poids" pk de Statis sont 

proportionnels aux coefficients a\ : pk = -¾ , A: G if . Ils vérifient Efc pj£ = 1, 

donc E f c a t = P2- Comme Wk = a*W\ les éléments propres ( C j / , A / / ) de 

WnD = E * ^alWD = /9WD, vérifient : A/ / = /9A et C / / = v # C . 

Statis normalise W>, pour que : \\Wfj\\ = ± E * l|Wk||, 11*7/11 = i E ^ Ï I I ^ I I 

et la normalisation E * a l = m conduit à : WjT = W (et non W>/ = /3W). 

L'intrastructure s'écrit : X = C et Xk = WfcDCA - 1 = a J C , fceK 

On a donc les résultats suivants : 

1) Si Ck = ajfcC, A: G -K" avec E * a * = m> l'intrastructure de Statis s'écrit : 

X = C et X* = ajtCjb, k € K (cas de l'interstructure non normée). 

Dans l'AFJl à poids égaux, pk — ~ et E * P*afc = m entraînent E * afc = m d'où 

1' Intrastructure Compromis : X = C et Xjt = ajtCjt, k G K. 

Ces deux intrastructures identiques sont inexactes car elles grossissent les gros 

nuages (a* > 1) et diminuent les petits. Mais elles sont significatives car elles 

superposent des axes (principaux) de l'espace des individus liés par dualité à des 

variables proportionnelles. 

2) Pour les poids pjt = - ^ - qui correspondent à la normalisation : E * T~ = m ? 

on a l'I.C. : X = C et Xk = akC = Ck , fc G if. Elle coïncide avec l'I.E. qui s'écrit 

C = C et Ck = C* , A: G i f (Pour ne pas alourdir les notations on a gardé le 

symbole C quoique ce tableau ne soit pas égal à celui du 1) ). 

Il est évident que la superposition des axes principaux donne la même intra

structure. Pour l'analyse procuste, la propriété a été démontrée sous l'hypothèse 

plus large qui va suivre. • 
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b ) L e s t a b l e a u x à c o m p o s a n t e s principales proport ionne l l e s . 

D é f i n i t i o n 6 b i s . - Les tableaux à composantes pr incipales proportionnelles 

sont tels que : Ck = CAk, avec Ak diagonale (Ak = diag(akj), j G [q]), k G if. Le 

tableau Ck (n x q) est le tableau Ck (n x qk) complété par q — qk colonnes de 0, 

dont les colonnes sont convenablement réordonnées. 

En effet la composante c\ de Ck peut être proportionnelle, par exemple, à c1 . 

Elle passe alors en première colonne de C\. Si qk < q, il existe q — qk indices j , 

j G [q], tels que akj — 0 et (Ck)
j = 0 R « . 

Les composantes principales ne sont plus globalement proportionnelles. Elles 

le sont individuellement. Donc les nuages ne sont plus globalement homothétiques 

mais ils le sont "axe par axe". 

On adop te la normalisat ion : Ejfc Pk^k = m^> e* o n s u P P o s e Q u e 

C = (cl : c2 : ••• : cq ) vérifie : H^H > | |c2 | | > • • • > ||c*||. 

Ici presque toutes les méthodes offrent une intrastructure inexacte ! 

P r o p o s i t i o n 5.-

Pour des tableaux à composantes principales proportionnelles : 

1) l'intrastructure Compromis (LC.) de l'AFJl : X = C et Xk = mpkCkAk} 

A: G i f est inexacte (elle déforme les nuages par des homothéties opérant dans 

les directions des axes principaux). Avec la normalisation adoptée, C est bien 

le tableau compromis du 1.2.a. 

2) S'il y a proportionalitê de la première composante des différents nuages (si 

VA: G i f , Vj G [q], on a : llajk^1!! ^ lla*jcJIIA aloTS les Voids pk = -^^ font 

coïncider le premier axe du nuage compromis de l'AFJl avec l'axe 1 du Repère 

Equisecteur (R.E.) de l'AFJ. Les coordonnées sur l'axe 1 de l'intrastructure 

Compromis sont exactes. C'est l'AFM à un facteur près, elle n'est donc exacte 

que pour la première composante de chaque nuage et sous les hypothèses 

considérées. 

S) S'il y a proportionalitê des composantes principales de même rang dans les 

différents nuages (VA: G i f : ||ajfcxc
11| > | |a*2c2 | | > ••• > ||ajfc,cff||^ alors 

l'intrastructure "de superposition" coïncide avec l'intrastructure Equisecteur 
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(LE.) de l'AFJ. Sinon, elle est exacte mais totalement dépourvue de signifi

cation. 

4) L'intrastructure Procuste coïncide avec l'intrastructure Equisecteur de l'AFJ 

qui s'écrit : Ck = C9
k = CAk, k G i f et C = Efc PkC9

k. 

5) La part d'inertie de chaque nuage conservée dans l'intrastructure Equisecteur 

limitée à s axes (s < q) vaut : psk = ( E j = i a f c ; A i ) / (E?= i a\j^i)> k e K. 

Pour l'ensemble des nuages c'est aussi la part de l'inertie conservée pour le 

nuage compromis : p3 = ( E j = i A > ) / ( E j = i *>)• 

• • Certaines propositions découlent de façon évidente de la proposition 1) qui 

sera seule démontrée. La proposition 4) n'est pas immédiate , sa démonstra t ion 

pourra être trouvée ailleurs (Lechevalier 1990). 

• On a : Cq
k = CAk, k E K avec E * plalj = £ , 3 € M- Soient (C,A) les 

éléments propres de WD = CCD, (Cq
k, Aj) ceux de WkD, keK. 

d = CAk =• AJ = \\c{\\2 = alsXJ9 j G [q] (ou A\ = AA 2 ) , k G if. 

Comme C (n x q) est de rang q : akj = 0 •<=> A* = 0, et 

WkDCq
k = Cq

k\\ < = • WkDCAk = C Ait A\ < = • WkDC = C A | . 

Alors W0DC = £ f c p\WkDC = C ( E * p\K) = C E * PÎAjA = C\± = CA„. 

Les éléments propres (Co,Ao) de WoD vérifient donc Ao = A / m et CQ = C/y/m. 

• L'I.C. de tableaux à composantes pr inc ipales proportionnelles s'écrit alors : 

X = y/mCo = C 
C 

et Xk = y/mpkWk DC0 AQ1 = y/mpkWkD—^mA-1 

y/m 

soit Xk = mpjkCi4fc = mpkCkAk , k £ K 

• L'I.C. avec des poids égaux s'écrit : X = C et Xk = Cj-A*, A: G i f et les 

déformations subies par les nuages sont évidentes. • 

Concluons en soulignant que sous l 'hypothèse de composantes principales 

proportionnelles seules l 'AFJ et l'analyse procuste proposent une in t ras t ructure 

exacte et significative. Nous verrons que pour des composantes (quelconques) 

proportionnelles l ' intrastructure procuste n'est plus parfaitement significative (voir 

proposition 12). Examinons donc le cas des composantes proportionnelles. 

c) Le R e p è r e D é f o r m a n t . 



56 

D é f i n i t i o n 7.- Soient les tableaux Xk à composantes proportionnelles avec 

les poids pk et (vj)j^[q] la base de Ek telle que Yk = YAkf k £ K. On appelle 

R e p è r e D é f o r m a n t (R.D.) de EPc le système de vecteurs défini par : {VJ = 

\ / m "E*€ i< ' PkakjVj , j G [q]}, et l'hypothèse de normalisation J2kPk^k = m-V ^ c 

R.D. engendre le sous-espace Déformant Eu ei les y/rn-projections des nuages Nk 

sur celui-ci définissent / ï n s t r a s t r u c t u r e D é f o r m a n t e . 

Le Repère Déformant est un Repère Equisecteur pondéré. Il nous donne une 

expression simplifiée de l ' in t ras t ructure Compromis qui éclaire la façon dont elle 

est inexacte quand les tableaux sont à composantes (quelconques) proportionnelles. 

Dans le cas général, l'I.D. consti tue un trait d'union entre l'I.C. qui est connue, et 

l ' I .E. que l'on recherche. 

P r o p o s i t i o n 6.-

Pour une famille de tableaux Xk à composantes proportionnelles : 

1) (vj)je[q] est base orthonormale de ED e< un vecteur quelconque 

V — (y11 • • • )2/7) de ^hyk) a pour projection sur Er){Vj) ' e vecteur 

y = y/m^kcikiy1,..., Pkdkqy
q). 

2) L'intrastructure Déformante s'écrit : Yk = mpkYA\} k £ K, 

et le compromis Y — E * pkYk vaut Y . 

3) Les sous-espaces compromis Ec et Déformant E& sont confondus. Donc les 

Intrastructures Compromis (I.C.) et Déformante (I.D.) obtenues par y/m-

projection sur Ec et EQ sont identiques. Leurs expressions diffèrent car elles 

ne sont pas rapportées à la même base (sauf si on a les composantes principales 

proportionnelles). 

M ! ) • V( t , j ) G [q]2 : v',Ivi = v ^ ( E * Pka^'I^Œe P^ivf) 

(vkYIv? = / 1 s i * = e e t •> = i 
K 3) l 10 0 sinon 

d 'où 
, T / ° si j ^ i 

VUVt = < v ^ 2 2 i 
3 \ ™ E * P * a A > = l s i ; = 2 

• y'Ivi = ( ^ y3vk
3)'Iy/m ^ ptat%v\ 

d'où y* = y'Ivt = y/mpkakiy
x 

et y = \^rn(pkakiy
1,...,pkakqyq) 
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Pour des poids égaux, la y/ïn-projection de y sur ED s'écrit : 

y = (auy 1 , ak2y
2,..., akqy

9). 

2) L'I.D. s'obtient par -v/"^"ProJec*;îoii des nuages Nk sur ED et donc les 

formules d'intrastructure découlent immédiatement de ce qui précède : 

Yk = mpkYkAk = mpkYAl, k £ K, et Y = E*P*** = Y, du fait de la 

normalisation : Y^kpWkj = à» J € [q]. 

3) Montrons d'abord Ec C ED, OU encore que tous les individus du nuage 

compromis (qui constituent un système de générateurs de Ec) sont dans ED- On 

raisonne dans Emq rapporté à la base (vk )>€[*],*€*• Dans Ek on a Yk = Y Ak , 

k £ K d'où les coordonnées de l'individu y* dans la base (^j)j^[q],keK -

Vi = EieW ***** + 0. avec y/* = a ^ . 

Le i-ème individu compromis y., i G i", est le >/m-bary centre des yk,k£ if, et : 

Vi = V'în^PJfcy* = V ^ » ^ P * 5 Z a f c j y / ^ = £ y ? V ^ ^ P * a * j û * = ^ y / u > . 
* k j j k j 

Tous les individus compromis sont dans ED- Comme Dim.Ec = DimiS/? = g, on a 

bien Ec = ED- L'I.C. et l'I.D. sont donc confondues mais l'expression de l'I.C. : 

Xk = mpkWkDCA~1 est relative à la base (u>)jeM portant les axes principaux 

du compromis (elle sera nommée Repère Compromis dans la définition 9), et l'I.D. 

à la base (vj)j€[q] (Repère Déformant) de ED = Ec- Soit Q = (uj)(Vj) matrice des 

coordonnées des UJ dans la base Vj. Alors Y = CQ' et Xk = YkQ , k £ K. • 

Définition 8,- L'intrastructure Déformante exprimée dans la base liée 

aux axes principaux du nuage moyen sera nommée Intrastructure Déformante 

Principale (I.D.P.) et cette base le Repère Déformant Principal (R.D.P.) ; sous 

l'hypothèse considérée l'intrastructure Compromis est identique à l'I.D.P. de même 

que le Repère Compromis (R.C.) coïncide avec le R.D.P. (UJ) 

Conclusion.- L'introduction du Repère Déformant nous a permis de montrer 

plusieurs propriétés de l'intrastructure Compromis de tableaux à composantes 

proportionnelles : 

- Elle est déformante, avec, si pk = ~ : Yk = YkAk,k £ K et Y = Y. Les 

déformations sont le fait d'homothéties de rapport akj et de centre 0 dans 

chaque direction AVJ. 

http://Dim.Ec
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- Elle est significative puisqu'on superpose les axes Au* des différents nuages, 

liés par dualité à la même direction AyJ de l'espace des variables, mais elle 

est inexacte. 

L'intrastructure Equisecteur de l'AFJ : Yk = Yk, k £ if et Y = Efc PkYk 

est exacte et significative car elle superpose les mêmes axes Au*. La différence est 

claire et bien maîtrisée : l'I.C. s'obtient en ^/m-projétant les nuages sur le sous-

espace ED engendré par le R.D., alors que l'I.E. est une v^m-projection sur EE 

engendré par le R.E. 

L'appellation "Repère Déformant" ne doit pas être mal interprétée. Tous les 

repères (considérés comme bases de sous-espaces particuliers) sont déformants, 

y compris le R.E. qui multiplie les nuages par 1/y/m. Ce nom précise que les 

déformations subies par les différents nuages sont encore très simples. Pour des 

tableaux quelconques, les déformations peuvent être, selon les méthodes (et donc 

selon les sous-espaces de projection), beaucoup plus complexes. 

Dans cette partie géométrique, nous avons montré la possibilité de définir une 

intrastructure exacte et significative de tableaux à composantes proportionnelles. 

Par ailleurs, nous avons établi que les méthodes classiques donnent une intrastru-

cure inexacte ou peu significative sauf dans des conditions très restrictives. Cette 

démarche permet maintenant de proposer une caractérisât ion des tableaux à com

posantes proportionnelles dont la mise en œuvre algorithmique donne une solution 

au problème de l'AFJ, y compris dans le cas général. 

III - L'AFJ D ' U N E FAMILLE DE TABLEAUX QUELCONQUES 

3.1.- Caractérisation des tableaux à composantes proportionnelles. 

Rappelons que l'hypothèse des tableaux à composantes proportionnelles 

(définition 5) permet-la vérification du modèle INDSCAL avec des semi-métriques. 

Ce modèle recherche pour une famille de tableaux Wk(n x n), un tableau Y(n xr) 

et des (semi)-métriques diagonales Dk tels que Wk = YDkY', k £ K. En 

général, le modèle INDSCAL ne se vérifie pas exactement. Les méthodes exis

tantes recherchent alors Y(n x r) et Dk, k £ if, tels que E * l|W* — KDjfcK'Hy 

soit minimale. On peut le voir dans Carroll et Chang (1970), Tucker (1972), De 

Leeuw et Pruzanski (1978) ou Lafaye in SAD (1985). Ici, nous minimiserons la 
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fonction E t 11^* — ^ M l y beaucoup plus significative pour la recherche d 'une 

intrastructure. 

En fait, nous allons travailler sur une autre fonction, qui lui est égale à 

une constante près, mais beaucoup plus simple à minimiser. Cet te au t re fonction 

a été trouvée en recherchant une nouvelle caractérisation des tableaux à com

posantes proportionnelles qui complète les caractérisât ions des tableaux vérifiant 

IDIOSCAL et INDSCAL énoncées par Glaçon (1981) ou de Leeuw et Heiser (1982). 

Cet te caractérisation traduit certaines propriétés géométriques des Repères Com

promis et Déformant. 

a) P r o p r i é t é s d u R e p è r e - C o m p r o m i s . 

± x x 

Considérons les espaces : Ep = @Ek, Emq = ®Eq
k et Ep* = ® £ £ définis 

dans la proposition 3, et reprenons dans Ep, l 'AFJ l qui définit l ' I . C , sous une 

autre forme que celle exposée en 1.2. a) . 

• Dans celle-ci, on considérait les triplets (Xk,Mk, D) et EP
ëk) c'est-à-dire Ep 

rapporté à la base (ëj)k£Ktje\pk]-

• On prend maintenant les triplets équivalents (Ck,Iqk,D) et £ , ¾ C Ep avec les 

conventions suivantes : 

- (UJ )jç[qk] est dite la base principale du sous-espace Ek
k de Ek car elle con

tient les vecteurs Mjb-orthonormés qui portent les axes principaux du nuage Nk. 

- elle peut être complétée pour donner (u*)>€[pfc] base de Ek ou (Uj)j^[g] 

base de E\. Le tableau Ck (n x qk) devient alors Ck = (Ck : 0) (n x pk) ou 

Cl = (Ck : 0) (n x q). Ainsi les propriétés obtenues dans E^qk s 'étendront à Ep 

et Emq. 

Déf in i t ion 9.- On appelle R e p è r e C o m p r o m i s (R.C.) la base (u>)>€[r] 

du sous-espace compromis Ec de E qk formée des vecteurs orthonormés qui 

portent les axes principaux d'inertie du nuage compromis N défini par le tableau 

y/rnCp = \ /^Ejfc PkCky de rang r. 

Cette définition crée une similitude des notations pour les sous-espaces EE, 

ED, EC et leurs bases appelées R.E., R.D., R . C 

Rappelons que Co(n , r ) désigne le tableau des composantes principales de Cp 

ou de X p , et que C = y/mCç est le tableau compromis. 
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P r o p o s i t i o n 7.-

Supposons que pk = —, k £ K . 

1) Les y/m-projections des bases principales sur le Repère Compromis sont les 

lignes du tableau Pk = C^DCA'1, k£ K. 

%) Ck = CPk,k £ K : chaque nuage Nk est le y/m-projeté du nuage compromis 

N sur le sous-espace Ek. 

• 1) Les tr iplets équivalents (Xk, Mk,D) et (Ck,I,D) définissent le même 

tableau Wk, k £ if, donc le même "compromis" Wb = E*PjfcW* et le même 

tableau C(n x r) des composantes du nuage compromis avec C = y/m • CQ. 

( C 0 , A 0) sont les éléments propres de W0D et on a, en ACP, les coordonnées 

des vecteurs (u>)j€[ r] avec : U = C^DCQAQ1 

U = — 
m 

/ C Î \ 

Ci, 

\cj 

y/m y/m 

P2 

\PmJ 

avec Pk = C'kDCA-\ k£ K. 

Le tableau { / (E* 9* x r) contient en élément ( E * = / <H + h i)> l a coordonnée 

du vecteur Uj sur l 'axe Aûf qui vaut : u'jlùf = (ûf)'Iuj. C'est aussi la coordonnée 

du vecteur ûf sur l 'axe A u , . On a : Pk = y/mÛkIU, k £ K. Ses lignes sont les 

y/m-projections des ûj- sur la base (UJ). 

Ce résul tat établi dans É^qk s 'étend à Ep et £m < ? en prenant C£ ou C£. 

On l 'obtient très simplement dans EP = (KP,M) en rappelant que 

U = X^DCOAQ1 et Û'k = (0 : • • • : A^C^DXk : • • • :0), et en remarquant que : 

y/m~Û'kMU = Vm'Ak
lClDXkMk — X'kD-ÇLmA-1 = C j ^ C A " 1 = P* , k G i f . 

m y 'm 

2) Dans notre première démonstrat ion du 1) on peut écrire la formule de 

-H 
y/m 

reconst i tut ion des données suivante : Cp = (CQA0
 1 / 2 ) A J / 2 J 7 ' = - 4 = C l / ' , 

Donc Ck = CP'k, avec P* = C'kDCA~\ k£K . 
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Soit x la ^m-project ion d 'un x quelconque de Ec sur Ek
k ; on a x = PkX. 

En effet, Vx G Ec '- x = E > = i zJ 'uj e* sa y/m-projection sur Au* s'écrit : 

£* = y/m'fâyix = y/mtâyiJïjX'uj = ( f t ) , x , et x = Pkx . 

Pjfc est un ^/m-projeteur de £?c sur Ek
k. • 

b) P r o p r i é t é s d u R e p è r e D é f o r m a n t . 

Le Repère Déformant nous permet de trouver ici une caractérisation des 

tableaux à composantes proportionnelles qui est à la base de notre méthode . 

Supposons que les tableaux Xk soient à composantes proportionnelles et 

considérons le Repère Déformant de Emq = @ Ek. Dans chaque espace Ek on 

dispose des bases orthonormales (?/*) et (v*j) et on note Qk = («*)(„*) le tableau des 

coordonnées des (u*) dans la base des (u*), d'où Yk = Qk(CkY, k £ K. De même 

dans le sous-espace Déformant ou Compromis (Ec = ED) on a : Q = («j)(»•)» e t 

Y' = QC <!=> Y = CQ' <F=> C = YQ. 

P r o p o s i t i o n 8.-

Soient, pour k £ K} les triplets (Xk,Mk,D) équivalents à (Ck,Iqk,D), C(n x r) 

et les tableaux P£ = (CkyDCA~x de dimensions (q x r) . 

1) ÏDIOSCAL admet une solution exacte à la Condition Nécessaire et Suffisante 

que : r = q = qkf (ou r = q = supfc qk si on accepte des semi-métriques). 

2) INDSCAL admet une solution exacte à la Condition Nécessaire et Suffisante 

que : r = q = qk (ou r = q = supfc qk pour des semi-métriques) et 

Pk = QkAkQ avec Q et Qk orthogonales (q x q)t Ak diagonale (s.)d.p., 

k £ K . Le cas (r = q = sup^ç*) et Pk = QkAkQ caractérise les tableaux à 

composantes proportionnelles. 

• 1) On utilise la proposition 7-3) : 

Ck = CP'k => Wk = CP'kPkC' = COkC1 avec Ok(r x r) s.d.p., k £ K. Donc 

ÏDIOSCAL admet toujours une solution exacte avec des semi-métriques. On peut 

exiger, en notant q = qQ = sup* qk, qu 'au moins une matrice OkQ soit une métr ique. 

Rang C = r > qk = rang Wk = rang Ok entraîne la CNS indiquée. 

2) CN : Pour des tableaux à composantes proportionnelles, r = q = supfe qk, et 

TI.C. coïncide avec l ' I .D.P . On a donc : Xk = WkDCA-1 = YkAkQ = C%Q'kAkQ, 

k £ K. Remplaçons Ck par Iq pour ^m-pTO}eter les vecteurs (u*) et non les nuages 
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Nk sur le sous-espace compromis, on obtient : Pk =^ Q'kAkQ, k £ K. La condition 

Ak s.d.p. revient à choisir convenablement l 'orientation des axes Au* de chaque 

nuage. 

CS : Wk = CPkPkC s'écrit sous les conditions retenues : 

Wk = CQ'AkQkQ'kAkQC' = YAlY' et, 

(Xk, Mk, D) est équivalent à (YAk, I, D), k £ K. • 

Cet te caractérisation des tableaux à composantes proportionnelles (proposi

t ion 8-2) équivaut à la caractérisation suivante établie par Glaçon (1981) : 

INDSCAL admet une solution exacte si r = q = supkqk, et si les Ok(q x q) 

solutions de Wk = COkC admettent un même système orthonormal de 

vecteurs propres. 

En effet : VA: G if , Ok = P'kPk = Q'AkQkQ'kAkQ = Q'A\Q . 

Dans un contexte plus large, de Leeuw et Heiser (1982) proposent une 

a u t r e caractérisation équivalente (avec comme deuxième condition : W\WWk = 

VKjfcWW/, pour tout A:, /, de i f ) , et la proposition suivante : 

P r o p o s i t i o n 9.- ( u n i c i t é ) 

Pour des tableaux à composantes proportionnelles, une normalisation et une orien

tation des axes données, l'écriture Yk = YAk, k £ K est unique à la Condition 

Nécessaire et Suffisante que pour tout i et j de [q], il existe k £ K tel que i ^ j 

entraine a*t- ^ akj . 

• Pour tout i ^ j de [q], il existe A: G if tel que les valeurs propres a£, et a]L du 

tableau Ok = Q1 A\Q soient distinctes. Donc le système Q1 des vecteurs propres 

or thonormés est unique (au signe près). L'écriture : Wk = COkC1 = CQ1 A\QCI = 

YA^Y', k £ K se vérifie pour des tableaux F* = YAk, k £ K uniques (car Ak 

s.d.p.). E t réciproquement. • 

Notre caractérisation est cependant plus utilisable car elle permet de vérifier 

l 'hypothèse ou de voir jusqu 'à quel point on s'en écarte. Il suffit pour cela de 

calculer la distance d = E * ll-Pjk — Q i^J tQ | | 2 . Le choix de la norme induite par tpiA 

donnera un résultat particulièrement intéressant. 

La condition nécessaire r — q — sup* qk mérite un commentaire : elle signifie 

que les variables des tableaux Xk engendrent dans R n des sous-espaces inclus 
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dans l'un deux. Pour l'Analyse Canonique Généralisée ce cas est trivial et dans 

l'intrastructure Discriminante associée (cf. Lechevalier 1990) tous les nuages sont 

confondus. Si en revanche on s'écarte trop de cette situation, c'est la notion 

d'intrastructure Equisecteur (et d'AFJ) qui perd tout sens et l'ACG permet de 

voir pourquoi. Ces deux méthodes sont donc complémentaires au sens où elles 

concernent des familles de tableaux aux caractéristiques différentes. 

3.2.- L'Analyse Factorielle conjointe. 

Nous abordons maintenant le cas général avec une famille de triplets 

n'admettant pas des composantes exactement proportionnelles. Les résultats 

précédents conduisent rapidement à l'algorithme recherché. 

a) Les composantes conjointes 

Avec des triplets (Yk,I,D) équivalents à (Xk,Mk, D), on peut écrire Yk = 

YAk -r Ck avec Ak diagonale s.d.p., 6k(n x q) et Y(n x q). 

Les tableaux e* peuvent s'interpréter comme les erreurs dans l'approximation 

de Yk par YAk, A: G if ; et s'ils sont nuls, les tableaux sont à composantes 

proportionnelles ce qui se vérifie très rarement. 

Définition 10.- On appelle composantes conjointes d'une famille de 

triplets (Xk,Mk,D) équivalents à (Yk,I,D), les q ensembles de m colonnes de 

même indice j dans les tableaux Yk, tels que : 

*(n,Afc,n = E I M 2 ^ = £ n n -YAk\\
2 

VDI 

soit minimale. Les composantes conjointes sont donc les ensembles {yk , A: G 

^}j€[g] Qu'on désignera simplement par composantes (des tableaux) Yk, k £ K. 

L'AFJ est une méthode de détermination de ces composantes qui sont 

les plus proches de la proportionalitê au sens des moindres carrés. 

A ces composantes sont associés un Repère Equisecteur et un Repère Dé

formant et les intrastructures correspondantes. L'I.E. calculée par l'AFJ est 

d'autant plus significative que $ est voisin de 0, ce que nous apprécierons à 

l'aide du rapport e = ( E * ||£*||2)/ro||y||2. L'unicité des composantes conjointes 

se vérifie sauf dans le cas où la fonction $ présente plusieurs optimums locaux 
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de même valeur auxquels correspondent plusieurs intrastructures dont aucune ne 

peut être considérée comme la plus significative. La multiplicité des solutions 

paraît d'autant plus improbable que e est petit (cf. proposition 9). Dans le cas 

contraire, l'I.E. étant moins significative, elle devra s'interpréter avec d'autant 

plus de prudence qu'elle est susceptible d'être multiple, avec des optimums locaux 

égaux qui seraient obtenus avec des initialisations différentes de l'algorithme que 

nous allons présenter. 

Proposition 10.-

1) Pour des couples (Yk,Ak)} k £ K donnés, avec E * A\ = mlq, $(Yk, Ak,Y) 

est minimale si : Y = — E * f̂ĉ Jfc-

2) Alors, si D = •£/„, les tableaux ek vérifient : ^2k£kAk = 0. 

• !) * = E * l l^Jfc~YMlD I = E * tr(YlDYk + Y'DYA2
k-2YlDYAk). Prenons 

D = —In pour simplifier les écritures. La minimisation de $ équivaut à la 

minimisât ion de 

,=i j=i jk k i j 

Ce minimum classique s'obtient lorsque : | ^ = 0, i G / , j G [q]. Avec les 

hypothèses de normalisation et de poids égaux on a Ejt a L = m, j G [q], et 

les solutions vérifient 2my\ = 2 Ejt vi.-a*J» i ^ ^ j € [q] î soit Y = ± E * ^ * -

2) L'intrastructure Déformante s'écrit : Yk = YkAk = YA\ +ekAk,k G K ; 

et le tableau moyen : Y = £ E * ft = ^ E t *\ + £ E t ekAk. 

On a aussi : Y = £ E * *W* = K et i E t *l = ' d'où E * e M * = 0. 

A l'optimum, on a donc : Y = ± E t **^* e t E * £kAk = 0 . • 

b) Nombre minimal admissible de composantes. 

L'optimum obtenu pour $ définit une Intrastructure (LE.) significative sous 

réserve que le critère e précédent soit suffisamment petit, par exemple inférieur 

à eo = 10 ou 20%. On dit alors que les tableaux sont à composantes quasi-

proportionnelles. 

Il serait souhaitable d'avoir un critère permettant d'apprécier, au début des 

calculs, la valeur de e. On a des composantes proportionnelles à la condition 



65 

nécessaire que r (le rang de C), soit égal à q = supJt(^jb), c'est-à-dire, pour les 

valeurs propres de WD: Àfl+i = Àg+2 = • • • = An = 0. 

On admettra donc la condition nécessaire : pq = (E*=i ^«)/(Er=i ^«) — Po 

avec po = 80 à 90% pour qu'il existe des composantes quasi-proportionnelles. 

Règle n° 1 : Soit q = s\ipkqk (éventuellement q = sup^p*), si la part 

d'inertie pq portée par les q premiers axes d'inertie du nuage compromis dépasse 

le seuil po on peut chercher une Intrastructure Equisecteur. Sinon, cette recherche 

est douteuse. 

Nous avons traité des cas pour lesquel pq =99% et on peut alors se limiter à 

un nombre s de composantes (s < q) tel que ps = (E?=i ^*)/(Er=i ^«) — Po a v e c 

Po = 95% à 99%, à condition que dans chaque nuage on vérifie également p j > pg-

Règle n° 2 : Si p3 > pj et p j > p j , A; G if, on peut remplacer les 

tableaux C(n x q) et Ck(n x q) par les tableaux Ca et C% obtenus en ne gardant 

que les s premières colonnes de ces tableaux. Les tableaux Yk(n x s) définissant 

l'intrastructure Equisecteur contiennent la même inertie que Cf. et donc perdent 

moins de 5% de l'inertie des nuages 2V*. 

Les seuils po et pj sont donnés ici à titre indicatif. Alors que po repère 

l'adéquation des données à un modèle hypothétique (Yk = YAk), le seuil pg 

exprime un abandon de précision dans le positionnement des nuages et on doit 

être beaucoup plus strict sur ce point. 

Proposition 11.-

Soient une famille de triplets (Xk,Mk,D), les tableaux Ck(n x s) des s premières 

composantes principales de chaque nuage (s < q), un tableau C (n x s) vérifiant 

C'DC = A (A diagonale définie positive), et les tableaux Pk = CkDCA~l, k £ K. 

Pour des matrices orthogonales Q et Qk telles que : Y = CQ1 et Yk = CkQ'k, 

k G if, et des Ak diagonales s.d.p., on a : 

1) E * \\Pk - Q'kAkQ\\liA +6, = Zk l in - YAk\\lDi . (1) 

2) C étant le tableau des composantes principales du nuage compromis, on a 6S = 0 

si s = q = r = rangXp . 

m 1) Rappelons que (A.B)^^^ = t r ( A ' M 1 M 2 ) = tr(BM2A'M1), 
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• MQ'K>Ak,Q) = | | ft - Q'kAkQ\\liA = WCiDCA-1* - Q'kAkQA\\ln, 

avec A2 = A. 

<pk(Q'K,Ak,Q) = tT(Ct
kD[CA'1CtD)Ck-rQtkAkQAQtAkQk-2Cl

kDCQlAkQk) 

= tr(C£D(PcCjfc) + AQ'AlQ - 2C'kDCQ'AkQk) 

Pc = CA~1CtD définit le projecteur d'une variable sur le sous-espace Fs engendré 

par les variables du tableau C. 

Si C est le tableau compromis et si 5 = r (alors 5 = q = r) , on a c{ G F s , donc 

PcCk = C* et tr(CiZ>PeCO = tr(Afc) = £ £ , A* = J* 

Sinon tr(C£i}PcCfc) <lk = E i = i *f > Qui est l'inertie du nuage k pour Ck(n x s). 

• *k(Yk,Ak,Y) = \\Yk -YAk\\lDi 

$k(Yk,Ak,Y) = tr(C*QiQfcCÏZ> + CQ'AlQC'D - 2QkC,
kDCQtAk) 

= tr(C££>C* + AQ'AjQ - 2C,
kDCQ'AkQk) 

$k(Yk,Ak,Y) = <Pk(Q'K,Ak,Q) + dh, en posant J | - tr(C£L>PcCjfc) = d* > 0. 

En sommant selon A;, on obtient (1) avec 63 = EîbLi <** ^ °- O n notera 

*a = V>s + ^3) où l'indice s rappelle que les calculs sont faits avec des tableaux C 

et Ck de dimensions (n x s). 

2) C étant le tableau compromis, s = q = r entraîne dk = 0 et Ss = 0. 

On retrouve que l'égalité Pk = Q'kAkQ est bien une propriété caractéristique des 

tableaux à composantes proportionnelles. • 

Cette remarquable propriété permet surtout de passer d'une caractérisation 

des tableaux à composantes proportionnelles, à la détermination des composantes 

conjointes de l'AFJ. Il suffit d'emboîter deux algorithmes simples. Le premier, dit 

interne (exposé en c l , c2, c3), travaille sur des tableaux (s x s) pour déterminer 

(Qjfc, Ak), k G if. Le second, dit externe (exposé en c4), traite des tableaux (n x s) 

pour déterminer Y et donc C. 

c) L'algorithme de l'AFJ. 

c l ) Principe et initialisation de l'algorithme interne. 

Les tableaux C et Ck, k £ K étant donnés, l'algorithme est fondé sur la 

possibilité de modifier un tableau Qk, Ak ou Q de façon à faire décroître la 
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fonction <p3 et donc aussi $ a . De même, une modification du tableau C pourra 

faire décroiître $ s . 

Comme le note Ten Berge (1986, 1988), cela montre qu'il existe des solutions, 

puisqu'on construit une suite de valeurs décroissantes pour $ s qui est minorée par 

0, et fournit une solution dans le même temps. Celle-ci peut être un minimum local 

ou global, d'où l'idée de faire plusieurs initialisations différentes pour comparer les 

résultats. 

Pour des composantes quasi-proportionnelles l'initialisation de C par le ta

bleau compromis de l'AFJl nous met suffisamment près de l'optimum global pour 

éviter les minima locaux liés à l'algorithme externe. 

On peut alors fixer presque arbitrairement Qkj Ak, k £ K pour chercher Q. Il 

semble que le choix Qk = Is et Ak = diag(P*), A: G if, avec renormalisation des 

Ak telle que E t ^t = m^» s°it simple et efficace. Dans le cas où une composante 

ck serait proportionnelle à c* (avec j ^ i) on pourrait trouver une initialisation 

meilleure, mais plus complexe. Cela se remarque à la forme particulière du tableau 

Pk. On peut aussi envisager plusieurs initialisations de l'algorithme interne pour 

vérifier qu'on atteint bien un minimum global. 

c2) Calcul de Q minimisant (ps. 

Pour (Qjfc, Ak) fixés, k £ K avec E A\ = ml. On a : 

m m 

$ a = £ Ai + mA - 2 t r ( ]T C'kDCQ'AkQk) = <Ps + *. 

et avec C'kDC = P*A on a : 

U\xapa <^ MKtr(Q']jr(AfcQfci\A)) 
Q Q k 

Avec la décomposition en valeurs singulières on écrit : ^2k(AkQkPk)A — VAUr. 

En appliquant le théorème de Kristof (Kristof 1970, Le Calvé 1976, Ten Berge 

1983), on trouve que l'extremum recherché s'obtient avec Q = VU'. 

c3) Calcul de Ak et Qk minimisant <ps. 

On détermine Ae, puis Qt, pour tous les éléments successifs l de if en 

supposant fixé Q, (A*, Qk), k G if — {£} 
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• Minr(A,) = Min[tr(A?QAQ') - 2tr(A/Q,P,AQ')] (Qe fixé). Ce minimum 

s'obtient en annulant toutes les dérivées : 

^ - = 2aeJ(QAQ'yj - 2(QiPeAQ'yj , j £ [s] 

d'où 

At = diag(Q,P,AQ/)[diag(QAQ')]"1 > < € if 

• M'mv(Qe) <=> Maxtr(Q€P*AQ'A,) (A, fixé). Avec la s.v.d. on a : 

PiAQ'At = ViAtU'v On obtient : 

Qi = V«E/J ou Qt = r/€v/, t G if 

On réitère le calcul de Q et (Ak,Qk),k £ K tant que <pa décroît de façon 

significative. La fonction $ s = E * lift - ^JfcH2 a évidemment subi la même 

décroissance et on la calcule uniquement lors de cette dernière étape. 

c4) L'algorithme externe : calcul de C. 

Pour Yk donc Qk et Ak fixés, A; G if, on calcule une nouvelle valeur de Y 

faisant décroître $ s . C'est : Y = ^ E * ft^* e n vertu de la proposition 10. 

On en déduit, au moyen de la s.v.d. par exemple, un nouveau tableau C(n, s) 

qui contient les composantes principales du triplet (Yy I,D). La s.v.d. de Y s'écrit 

Y = TAU1. On prendra C = TA et la matrice Q telle que y = CQ' est Q = U. 

Avec le nouveau tableau C, on réitère l'algorithme interne pour s'arrêter 

lorsque la fonction $ s = Ejt lift ~YAk\\
2 ne décroît plus de façon significative. No

tons qu'après cette première itération les tableaux Pk = C'kDCA~l ne représentent 

plus les y/m-projections y/rnUkMU puisque C et U ne sont plus relatifs au nuage 

compromis de l'I.C. 

3.3.- Les résultats de l'AFJ. 

a) Interprétation de la méthode 

• A l'optimum on connaît Y, C, Q,(Q'k, Ak, Ck), k £ K . 

On connaît donc l'I.E. : Yk = Yk = CkQ
f
ki k £ K et Y = ± E * ft ï 

on connaît aussi l'I.D. : Xk = YkAk = CkQ'kAk, k £ K et X = £ E * ** = Y. 
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• Si les tableaux sont à composantes proportionnelles, l'I.D. est confondue 

avec l'I.C. et le tableau compromis C vérifie C = YQ . L'AFJ se résoud sans 

itérer l'algorithme externe. Cela nous montre que la méthode est fondée sur la 

recherche de l'intrastructure Déformante (dont le tableau Y) et le fait que 

celle-ci détermine immédiatement l'intrastructure Equisecteur. 

• Si les tableaux sont à composantes quasi-proportionnelles, on montre 

une très grande proximité entre les sous-espaces Ec et Erj, avec des parti

cularités décrites par ailleurs (Lechevalier 1990). C'est pourquoi l'initialisation 

de l'algorithme avec le tableau compromis nous met très près de l'optimum. 

L'algorithme externe se réitère d'autant moins que les composantes sont proches 

de la proportionalitê. 

• Par analogie à l'I.C. ou l'I.D.P. (cf Définition 8) nous présentons l'I.E. 

dans la base de EE portant les axes principaux du nuage moyen, nommée 

Repère Equisecteur Principal (R.E.P.). L'expression de l'I.E. Principale est alors : 

Ck = YkQE = CkQ'kQE, k G if et C = YQE- Dans cette I.E.P. nous indiquons les 

directions des axes AVJ qui définissent les composantes conjointes Yk = YAk 4- £k 

avec E * IIe* II2 minimum. 

b) Applications 

Toutes les données traitées par INDSCAL, Statis ou l'AFM, en particulier 

les tableaux quantitatifs Xk(n x pk) ou (n x p) auront avantage à être traités par 

l'AFJ. 

• Le critère minimisé par l'AFJ est voisin de celui de INDSCAL qui s'écrit : 

MhiEfcli^ft — Wk\\2. Nous obtenons au plan théorique la démonstration de 

l'existence de l'optimum et un algorithme simple à convergence très rapide. Au plan 

pratique nous reconstituons Wk = YA2
kY*, k £ K avec en plus une Intrastructure 

Exacte : ft = Yk = YAk + £fc et la position des axes de plus grande proportionalitê 

relativement à ceux de plus grande inertie. 

• Nous avons vu que les intrastructures de Statis ou de l'AFM étaient 

inexactes. Nous y avons ajouté la possibilité d'en déduire une intrastructure exacte 

avec une formulation précise de la géométrie le permettant, et les conditions 

nécessaires à l'obtention de ce résultat. Elles n'ont presque rien à voir avec le 

choix des poids pk affectés aux tableaux. A priori, les meilleurs poids sont ceux 
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qui donnent aux tableaux pkXk la même inertie mais, d'un autre coté, les poids 

égaux sont les plus simples. Pour des données non-cubiques, les tableaux sont 

centrés et réduits et une prémultiplication par l/pk assure les deux conditions. 

Avec les données cubiques, pour éviter la prémultiplication des tableaux on peut 

prendre des poids proportionnels à l/||Xjb|| . 

• L'interstructure de Statis offre un critère suffisant pour que l'intrastructure 

soit significative : il suffit de vérifier que le premier axe de l'interstructure (nuage 

des Wk) porte plus de 70% de l'inertie totale. La dispersion des Wk n'est donc 

pas gênante à condition qu'elle se situe essentiellement dans une seule direction. 

Nous avons développés ces deux derniers points par ailleurs (Lechevalier 1990), de 

même que les exemples évoqués ci-dessous . 

Rappelons la condition nécessaire liée au compromis : pq > po ou p3 > pg, 

et à titre indicatif, donnons pour 3 exemples, les valeurs de ces deux critères et 

l'erreur moyenne constatée une fois l'I.E. trouvée (en pourcentages) : 

inertie axe 1 interstructure 

inertie 3 axes compromis 

erreur moyenne e 

Accidents 

96,36 

97,73 

2,30 

Cantons profils 

91,75 

94,58 

3,90 

Cantons bruts 

86,68 

94,80 

4,97 

Nous voyons que les deux conditions sont largement vérifiées et que les 

composantes sont presque proportionnelles (e < 5%). 

c) L'Analyse Procuste. 

Avec T(J2kqkX qm),qm=lnîkqk,r = (T[ \ ••• \ T^ ) et TkTk = IQm 

le problème procuste asymétrique s'écrit aussi Minz/>(T) = E * E * \\CkTk — CiTt\\2. 

L'interstructure associée n'est pas exacte et on peut maintenant lui substituer deux 

problèmes procustes symétriques. Le premier déjà signalé correspond à T(mq x q) 

avec q = sup* qk et TkTk = Iq. Il porte sur les tableaux Ck — (Ck : 0) (n x q)y 

k £ K. On peut aussi considérer les tableaux Ck(n x s) limités aux s premières 

composantes, à condition qu'ils contiennent une grande part de l'inertie des nuages 

Nk (plus de 95%), et faire une analyse procuste symétrique qui perd très peu 

d'information. On aura alors T(ms x s). Dans la suite nous ne distinguerons plus 

ces deux cas. 
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Proposition 12.- La minimisation de la fonction 0(T) de VAnalyse Procuste 

Symétrique (A.P.S.) équivaut à la minimisation de la fonction : $(Yk>IyY) = 

Efc lift ~~ YI\\^ qui est la fonction de l'AFJ contrainte par Ak = I, k £ K. 

L'APS est donc une AFJ contrainte. 

• En introduisant des poids pk égaux on montre que : 

E E H ^ - C<T'\\2 =2m E 1 1 ^ - è E c<T<n2 

Dans l'AFJ, on a : Yk = CkQ'k = CkTk avec Tk = Q't, fc € K et y = £ E * tt-A*. 

Si Vfc € K Ak = / , on a : Y = £ E * C*!*. Et on peut écrire : 

*(%, /, r ) = E * lin - y/||2Vi>/ = E* \\YkQ - YQ\\VDI = E * P * - eu 2 

Définition 11.- -De même que les composantes conjointes Yk = YAk+ek sont 

les composantes les plus proches de la proportionalitê, on appelle Composantes 

Procustes d'une famille de triplets (Xk,Mk,D), équivalents à (Zk,I,D) les 

composantes des tableaux Zk = C + €k minimisant E * IIe* II2 avec ^ = m 53fc ^** 

Ce sont les composantes les plus proches, au sens des moindres carrés, 

de l'égalité à des composantes principales. 

L'APS, en tant qu'AFJ contrainte par Ak = I, vérifie les mêmes propriétés : 

elle définit une intrastructure exacte par ^/ro-projection sur le sous-espace Procuste 

Ep. L'introduction de la contrainte Ak = I dans l'algorithme conduit à la solution, 

mais moins rapidement que dans l'AFJ classique car Ec est "moins proche" de 

Ep que de ED- L'intrastructure Procuste est moins significative que l'I.E. car bien 

évidemment Efc lift " YAk\\
2 < E * 11^* - C||2. L'AFJ devrait donc être préférée 

à l'Analyse Procuste, et à défaut, l'algorithme de l'AFJ contrainte par Ak = I 

donnera sans doute d'aussi bons résultats que les algorithmes classiques d'A.P. du 

fait qu'il travaille souvent sur des tableaux (s x s) et non (n x s). La recherche 

pourra être approfondie dans ce sens. 

En conclusion : 

Ce travail apporte les trois résultats suivants : 

1) Avec l'AFJ on dispose d'une méthode donnant une intrastructure exacte et 

significative. "Exacte" indique la possibilité d'obtenir des images euclidiennes 

équivalentes. "Significative" précise que le positionnement simultané respecte 
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"le mieux possible" au sens des moindres carrés les propriétés de dualité. On 

réalise ainsi l'Analyse en Composantes conjointes d'une famille de triplets. 

2) Plusieurs méthodes de l'analyse conjointe de tableaux de données ont été 

présentées comme techniques de v^m-projection sur un certain sous-espace, 

des nuages d'individus Nk , k £ if, positionnés dans l'espace somme directe 

orthogonale des espaces initiaux. Ainsi voit-on un lien très simple entre les 

méthodes d'origine française ou anglo-saxonne. 

3) Cette présentation a permis de dégager des propriétés duales sur les espaces 

des individus et sur l'espace des variables. 

• Pour que l'intrastructure exacte soit significative il faut que les sous-

espaces Fk engendrés respectivement par les variables des tableaux Xk 

soient inclus dans l'un deux. Elle l'est d'autant moins qu'on s'écarte de 

cette situation. 

• l'intrastructure Equisecteur correspond aux variables les plus proches de 

la proportionalitê au sens des moindres carrés. 

• l'intrastructure Procuste correspond aux variables les plus proches de 

l'égalité à des composantes principales. 

• l'intrastructure Compromis (non exacte) correspond aux variables cano

niques au sens de la liaison L2(y, Xk) (Escofier et Pages 1983, 1988). 

• l'intrastructure Discriminante (non exacte) correspond aux variables ca

noniques de l'ACG au sens de Carroll (Casin et Turlot 1986, Lechevalier 

1990). 
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