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Résumé : Soit (X-,Y.) i = 1,2,..- un processus à valeurs dans W * IR ; 

on suppose l'existence d'une fonction r définie sur , vérifiant 

Vi £ IN : E t Y ^ ) - rfX^ . 

On estime cette fonction r à l'aide de l'estimateur à noyau 

r lorsque le processus (X-,Ŷ ) , i e IN , est a-mélangcant 

et non nécessairement stetionnaire. 

On établit des propriétés de convergence de r vers r . 

Abstract : Let (X^.Y^) i = 1,2,... a process valued in 1RP * R ; we 
suppose the existence of a function r defined on W such that, 

Vi e IN : ECY^X.) = rtX^ . 

We estimate the function r with the kernel estimate when 

the process (X-,Y-) » i G DM is strongly mixing. 

We obtain asijmptotic propcx'ties of thc functional estimate r . 
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I - INTRODUCTION 

Soit u\ = ( X n- » Y ̂  ) , i = 1,2,... un processus a-mélangeant 
(non nécessairement stationnaire) dont l'espace de base est (n,A,P) 
et l'espace d'états (E * IR) 0 Ù E est un borélien non vide de IRP , 
p < 00 . 

On suppose l'existence d'une fonction r définie sur E telle 
que : 

E ^ / X j ) = r ^ ) , Vi e 11 . 

En tout point x de E , r(x) est estimée par r (x) défini par : 

rn(x) = I Y. K((x-X.)/hJ / l K((x-X.)/hJ , Vn e ]N 
" i=1 1 1 n i = 1 1 n 

où (h n) ] N est une suite réelle strictement positive de limite nulle et K 
est un noyau de IRP , c'est-à-dire, une fonction de 1RP satisfaisant : 

|K(.)| ^ < » , J | K(z) | dz = K < 

2P K(z) • 0 et f K(z) dz > 0 

Cet estimateur non-paramétrique introduit par Nadaraya-Watson ( [6j, [10J) a 
été étudié par de nombreux auteurs dans le cas où les couples aléatoires sont 
indépendants et équidistribués. Nous renvoyons à Collomb [3] pour une revue 
bibliographique. 

Il est clair que dans de nombreux problèmes de statistique appli
quée, ces hypothèses d'indépendance et d'équidistribution ne sont pas véri
fiées, alors que peuvent être plus acceptables des hypothèses d'indépendance 
asymptotique et de distributions non identiques mais possédant la même fonc
tion de régression. Nous mentionnons à ce sujet les articles de Collomb [4J, 
Collomb et Hardie [5]» Rahmania [9], Sarda et Vieu [10] qui utilisent la 
i/I-mélangeance et l'article de Peligrad [8] qui introduit la p-mélangeance. 
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L'hypothèse d'a-mélangeance,moins restrictive que la ip-mélangeance 

et la p-mélangeance, est plus réaliste dans le contexte des processus tels 

que certains ARMA par exemple, et permet d'avoir un champ d'application plus 

vaste, en particulier dans les problèmes de prédiction. ' 

Nous établissons ici la convergence uniforme presque complète de 

rn vers r en imposant des conditions aux suites h et a(n). 

II - CONVERGENCE DE L'ESTIMATEUR 

On désigne par G un compact de E et on suppose que : 

(H1) 3 Y > 0 , P(X. e B) > Y M(B) • Vi e IN , V B e B -
1 G 

où G est un e-voisinage de G dans E et u la mesure de Lebesgue 

sur IRP. 

En outre, les v.a. X^ et Y^ , i = 1,2,... sont assujetties 

aux hypothèses : 

(H2) }r < « , p(xi e B) « r U ( B ) , V i e m , Vfe e B Œ . 

i.e. la loi PY de X- est uniformément (pour tout i de IN) absolument 
*i ] 

continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur E . 

(H3) ]M < « , |Y.| c M , Vi c IN . 

Enfin, on désigne par (atn))^ une suite réelle telle que le processus 

{Ui = (X^Y.) , i e IN} vérifie : 

(H4) pour tous entiers n et k positifs 
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sup |P(A H B) - P(A) P(B)| é a(n) 
AeM* 

BeM h+k 

où M^ (resp. M n + k) est la tribu engendrée par la suite 

U1 , i = 1,...,k (resp. U\ = i = n+k , n+k+1 , . . . ) . Le processus 

^*VieIN* est dit a-mélangeant si 

(H5) a(n) • 0 
n+« 

Comme le fa i t remarquer [1], page 167, i l n'y a pas de restriction de géné

ral i té à supposer (^(n))^ décroissante. 

Théorème 1 , - Si la suite (h ) m vérifie conjointement avec 
(a jn) )^ l'hypothèse 

n'IN 

(H6) 

(H6.1) n hP / kn Log n 

où COIN est une suite entière croissante vérifiant V f l 
2k /3n 

(H6.2) 3A < « , n[a(kn)] n /kn Log n < A t | « kfl < n , Vn e W, 

alors on a r j x ) p.co. r(x) 

dès que x fixé dans G est un point de continuité pour r. 

Théorème 2. Si le noyau K est lipschitzien et si les hypothèses 
(H6.1) et (H6.2) sont satisfaites, alors on a : 

sup |r(x) - r(x)| Ei™2-+ Q 
xeG n n~° 

dès que r est continue sur un e-voisinage de G dans E . 
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Démonstration : L'estimateur r«(x) peut s'écrire : 

r n(x)=R 1 > n(x)/R 0 > n(x) 

où pour j = 0,1 : 

Rj,n(x) = ïï ] Yi K
n^-h] ' avec Kn ( u ) = h_P K$ • Vu € m? 

on a alors : rn(x) - r(x) = [(R 1 > nU) - E R1>n(x)) - r(x) (R0>n(x) - E R o n(x)) 

+ ( E R l i B ( x ) - r ( x ) E R 0 i n ( x ) f l / R0,n<*) . 

et en tenant compte de l'hypothèse (H3), on obtient : 

sup |r (x)-r(x)| < [sup |R. (x)-E R. (x)| + M sup |R (x)-E Rn _(x)| 
xeG0

 n xeGQ
 1,n ' »n xeG0 °'n 0,n 

+ sup |E R. (x)-r(x) E R_ n(x)|]/ inf R (x) 
xeGQ

 1,n 0,n xeGQ
 0,n 

(avec GQ = {x} pour le théorème 1 et G = G pour le théorème 2). 

Pour obtenir les 2 résultats énoncés, il suffit de montrer 

- la convergence presque complète vers 0 de 

sup |R. n(x) - E R. n(x)| , j » 0,1 (Lemmes 1 et 2) , 
xeG0

 J,n J,n 

- la convergence vers 0 du terme non aléatoire : 

sup |E R, n(x) - r(x) E Rn n(x)| (Lemme 3) . i,n o,n 
o 

- la minoration asymptotiquement presque complète de inf R (x) 
xeGQ * 

par un nombre strictement positif (Lemme 4). 
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Lemme 1. Soit H une partie non vide de E ; si ( k ^ est une 

suite entière croissante vérifiant l'hypothèse (H6) on a pour tout e > 0 : 

-bnhP/k 
sup P(|Rn(x) - E Rn(x)| > z) « a e 
xeH n n 

pour tout entier naturel n suffisamment grand ; a et b sont des cons

tantes positives indépendantes de n , hn et kn . 

Démonstration : Nous suivrons Collomb [4] dans la démonstration de 

ce lemme. 

En l'absence d'ambiguité les nombres hn et kn seront notés h 

et k respectivement. 

Posons : RR(x) = 1 j Zi ^(x-X^ 

où 2i = Yi s i = 1 n (cas Rn = R ^ ) 

Zi = 1 , i - 1.....n (cas Rn = R ^ ) 

donc , |Z.| s S < • (M = sup(M.D) 

pour tout x fixé dans H on a : 

Rn(x) - E Rn(xi - I ^ 

ou 

n 

i 
i=1 

avec : t>. = i (Zi K^x-Xj) - E Z,- K^x-X^) , i = 1 n 

Cette v.a.r. vérifie : 
- E ^ = 0 
- |A - | s d 

- E û 2 s D 

avec d = 2n'] h"P ft fc et D = h"? n"2 ?l2 K K r. 
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On pose : e = (8e M K)" 1 . 

En appliquant l'inégalité de Bernstein pour les processus a-mélangeants 
et non nécessairement stationnaires (voir [2]), on obtient : 

sup P(|Rn(x) - E Rn(x)| > e) * c. e"(nhP/k)t(e*k) (*) 
xeH n n K 

avec : ck = 2 exp(2 /i . a ( k )
2 k / 5 n . J) 

t(E,k) «B[e -Ô(£ + C^L] K k hp 

O ù : 6 = | M ; B = R T ; C = 32 K 

â(k) = l o(i) . 
1 = 1 

2 cas sont à envisager pour la suite croissante (k )«. . 

1er cas : " k r « " ; les hypothèses (H5) et (H6.1) montrent alors 
n-*» 

qu'il existe un entier n pour lequel on a : 

lc-1 < JL. et 2 i i L < JS- , Vn > nn n 4ÔB kn h
p 4ÔC ° 

d'où : t(e,kn) a p | , Vn a nQ . 

Il suffit de choisir k = kn , Vn a nQ dans l'inégalité (*) pour obtenir 
le résultat annoncé, avec 

b = 8 | et a = 2 exp(2/ê A) 

2ème cas : " ] r\} , kQ e « , kn = kQ , Vn e 3N , n à ^ " : l'hypothèse 

(H6) et l'hypothèse " a(n) — 

k indépendant de n tel que 

(H6) et l'hypothèse " a(n) - r ^ £ * 0 " montrent alors q u ' i l existe un ent ier 

k * le k"1 < - £ - et * i _ l < J L . 
0 4ôB k hp 46C 
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d'où : t(e,k) a 3 | . 

La décroissance de la suite (a(n))», et la condition (H6.2) permettent 
d'écrire que : 2j< /3n 

,k)2k/3n a(k ) ° 
n ̂ ^ < n ~ c A , Vn e IN , n a n1 . 

k 
En posant b = (B |) -5 et a = 2 exp 2 /ê A . 

On obtient l'inégalité annoncée pour tout entier n a n , avec 
nQ = m a x f M j ) . 

Lemme 2. Sous l'hypothèse (H6), on a pour tout x fixé dans G : 

Rn(*> - E R n ( x ) ̂  ° ' 

Si de plus K est lipschitzien, on a : 

sup|Rn(x) -ER n(x)[ £ j ^ 0 . 

Démonstration ; En appliquant le lemme l à H = {x} on obtient : 

v / -b r th
p/k 0 

Ve > 0 , l P(|Rn(x) - E Rn(x)| > e) < X a e n n n et l'hypothèse 
na1 n n na1 

(H6.1) entraine la convergence de la série constituant le 2 e m e membre de 
l'inégalité ci-dessus ; d'où le 1er résultat du lemme. 

Pour la démonstration de : sup |R (x) - E R (x)| p.co. 

on peut se référer à [4]. 

Lemme 3. $0us l'hypothèse (H6), on a pour tout x fixe dans G : 

Rô > 0 : l P(Rn (x) * 6) < « 
na! 0,n 

et si K est lipschitzien, on a : 

36 > 0 , l P(1nf Rn n(x) < ô) < « . 
n>1 xeG 0 , n 
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Lemme 4. Si r est continue en x , on a ; 

lER^xJ-rUJER^WI^O 

et si elle est continue sur un e-voisinage de G , on a : 

sup | E R 1 > n ( x ) - r ( x ) E R 0 > n ( x ) | — 0 

Pour la démonstration de ces 2 derniers lemmes, on peut se référer à [4j. 

III - REMARQUES 

i) Les résultats obtenus peuvent s'étendre aisément au cas de 

variables (Y^) , i e IN , non nécessairement bornées ; en effet, si on 

suppose que ces variables possèdent des moments absolus d'ordre 3 > 2 

ou des moments exponentiels d'ordre s > 0 , il suffit d'utiliser une 

méthode de troncation (voir [5] et [9]) qui consiste à introduire les v.a.r. 

n 

où (Mn , n e IN) est une suite strictement croissante de nombres réels 
positifs vérifiant : lim M = «> . 

n-«» 

i i ) L'hypothèse conjointe (H6) sur les suites (hJ™ et 

(atn))^ est vérifiée dès que l'une des trois conditions ci-dessous est 

satisfaite : 

- le processus (X^,Y-) , i e IN est géométriquement mélangeant, 

i .e. : ] p > 0 , a > 0 , p < 1 , a < « : a(n) * a pn Vn e IN et 

lim n hp/n6 Log n = « (1/2 < 6 < 1). 
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- ] a > 0 , s > 0 , a < « > , 

a (n) Ê a n"s , Vn e IN et lim n hp/n(Log n ) 1 " 6 = » 
n-H» n 

(0 < 6 < 1 ) . 

- ï l a > 0 , p > 0 , a < « > , p < 1 : 

a(n) e a pe , Vn e IN et lim n hp/n6 Log n = « 
n-«» n 

(0 < 6 < 1). 

iii) Lorsque le processus (Xi , Y,-) , i € m est (^-mélangeant 

l'hypothèse conjointe (H6.2) sur ( k ^ et (a(n))m devient: 

3A < « , n a(kn) / Kn Log n e A ; celle-ci est naturellement moins 
restrictive. 

iv) Les résultats de [8j relatifs à la convergence du régressogramme 
peuvent s'étendre au cas d'un processus (X. , Y.) , i e IN , a-mélangeant, 
Thypothèse conjointe sur ( k n ) w et (a(nj)m étant 
-, 2kn/3n 
jA < « , n[a(kn)]

 n / kn Log n « A. 
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