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Résumé : La fonction de concentration de Paul Lévy, relative aux intervalles

de 1R , peut être étendue aux mesures bornées sur M à partir des convexes

fermés. Nous dégageons les propriétés générales de cette extension.

Le problème de son estimation est résolu à l'aide des fonctions de

concentration des mesures empiriques d'un échantillon de cette loi. Puis des

théorèmes permettant d'estimer au moins un convexe fermé réalisant la fonc-

tion de concentration sont démontrée.

Enfin nous définissons et estimons, à l'aide de la fonction de

concentration, l'e-support d'une probabilité sur J7T.

Abstract : Paul Lévy's concentration functiont with respect to the real

intervais, may be extended to the bounded measures on M bhrough the

convex sets. We draw up the gênerai properties of this extension.

The problem its estimation is solved with the help of the

concentration functions of the empirical distributions. Then theorems9 wich

enable the estimation of one closcd convex set realizing the value of the

concentration function, are shown.

Finally we de fine and estimate, with the help of the concen-

tration function, the z-support of a probability measure on JET.

Mots clés : Concentration - Fonction - Mesure - Estimation - Support -
Vitesse de concergenoe.
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INTRODUCTION.-

C'est Paul Lévy qui, le premier, a défini la fonction de concentra

tion d'une probabilité ([ô]), notamment pour illustrer la dispersion d'une 

somme du variables aléatoires. Son étude porte sur les probabilités sur ]R. 

Etant donné une probabilité P , cette fonction, notée Q, est 

définie par : 

Vt c IR+ , Q(t) = sup P([x - 4 i * + |]) . 

xelR 

Puisque les segments fermés de ]R , de longueur t donnée, sont 

à la fois les boules de ]R de rayon -^ , les convexes fermés t les compacts 

de mesure de Lebesgue t et les translatés de l'intervalle 0" 7" » "ô"] » 

de nombreuses généralisations sont envisageables pour les probabilités sur 

1RN. 

En particulier Sevast'yanov ([9]) a comparé la fonction de concen

tration sur les convexes fermés et celle obtenue à partir des images par 

les transformations affines d'un convexe fixé ; Rogozin, dans IR ([8]) , 

et Essen, à partir des boules fermées d'un espace multidimensionnel ([7]), 

ont étudié le rapport existant entre les fonctions de concentration de 

plusieurs variables aléatoires et celle de leur somme ; Roger ([l]) et 

l'auteur ([lOJ) ont dégagé les propriétés générales de la fonction de concen

tration sur les boules fermées d'un espace métrique séparable et résolus 

quelques problèmes de continuité soulevés par cette généralisation. 

Cut article est consacré à la fonction de concentration sur les 

N 
convexes fermés de l'espace euclidien à N dimensions ffi. . 
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Dans le premier paragraphe nous dégageons les propriétés générales 

de cette fonction. Nous démontrons en paiticulier que la fonction de concen

tration d'une mesure bornée quelconque est croissante et continue à droite, 

que la concentration, à t fixé, est atteinte sur nu moins un convexe fermé 1 o 

de mesure de Lebesgue t et que le supremum de la définition peut n'être 

N 
pris que sur les convexes fermés inclus dans un compact fixe de 3R dépendant 

de t . 
o 

Dans le deuxième paragraphe, nous étudions quelques problèmes de 

continuité de la fonction de concentration. Nous prouvons notamment qu'elle 

est continue, un tant que fonction de deux variables, en un point si et 

seulement si elle y est continue par rapport à une de ses variables et que, 

si la mesure bornée p ne charge pas les frontières des parties convexes 

N 
de ]R , la fonction de concentration de u est continue. 

o 

Des problèmes d'estimation soulevés par cette généralisation de 

la définition de Paul Lévy et par le fait que la concentration est atteinte 

sur un convexe fermés sont étudiés dans le troisième paragraphe. Les estimateurs 

utilisés sont la fonction de concentration, et le convexe "réalisant" cette 

concentration, de la mesure empirique d'un échantillon. Nous obtenons, pour 

ces estimateurs, une vitesse de convergence exponentielle. 

Dans le quatrième paragraphe nous définissons, à l'aide de la 

fonction de concentration sur les convexes fermés, les e-supports et les 

pseudo-c-supports d'une probabilité P et nous montrons que l'c-support 

de la loi empirique d'un échantillon de loi P en est un estimateur 

convergent au sens de la distance de Hausdorff. 
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I - DEFINITION ET PROPRIETES GENERALES. 

On note C l'ensemble des convexes fermés compacts de l'espace 

N N 
euclidien à N dimensions 1R , À la mesure de Lebesgue sur TR et, 

pour tout t e 3R , C l'ensemble des convexes compacts de volume t : 

Ct = {C c C / \(C) = t} . 

C est alors le sous-ensemble de C composé des convexes 

compacts de dimension strictement inférieure à N. 

M désigne l'ensemble des mesures bornées sur la tribu 

N borelienne de 1R 

On appelle fonction de concentration l'application Q définie 

sur Ai * K + par : 

Vu e M , Vt e 1R+ : Q(u,t) - sup u(C) . 
CeC 

Et, pour u fixée, l'application Q(u,.) est appelée fonction 

de concentration de u . 

N 
d désignant la distance euclidienne sur 1R pour tout C e C 

et tout ô -> 0 , le dilaté fermé d'ordre & de C 

C 6 ] = (x c 1RN / d(x,C) $ 6} 

est encore un convexe compact et l'application qui à tout 6 î 0 associe 

X(C ) est continue et croissante. Donc, étant donné t. et t- véri

fiant 0 s t- < t9 , tout élément de C est contenu dans au moins un 

élément de C .11 en résulte que la fonction de concentration de toute 
t2 

mesure est non décroissante. 
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M

D'autre part, quel que soit t > 0 , 3R est réunion dénombrable

d'éléments de C . Donc Q(u,t) > 0 si t: > 0 et si u n'est pas la

mesure nulle.

Un des objuLs de ce paragraphe est de prouver que les convexes

importants dans le calcul de Q(p,t) sont tous contenus dans un compact

de IR et que Q(p,t) est atteint sur un élément de C si u et t

vérifient

Cette dernière condition découlera de l'égalité

lim sup u(B) = Q(u,O)
a-K) BeB

où B est l'ensemble des parties B de IR , appelées bandes de Et

de largeur a, vérifiant : il existe une forme linéaire f et

deux réels a et b tels que

B « {x e 1RN / a $ f(x) < bl

et a - (b-a) / (fCe^ 2 + ... + f(e N>
2) 1 / 2 ,

M
(e ,...,e ) désignant la base canonique de ÎR .

Ces trois propriétés seront démontrées à l'aide de deux lemmes.

Lii premier caractérise la limitejd1une suite convergente, au sens de la

distance d., de Haussdorff sur l'ensemble F, des fermés bornés de IR

H D
d'éléments de C ; le second établit un lien enLre le volume, le diamètre

N
d'un convexe et la largeur minimale des bandes de TR qui le contiennent.
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Etant donné 6 5 0 et un borélien B , on pose 

B6 = {x e K N / d(x,B) s 6} 

et 3fiB = B
6 fl (B C) 6 

C M 

où B désigne le complémentaire de B dans ]R 

I.A. - Lenroie.-

Soit ^cn^ne^*
 une suite d'éléments de C convergente, au sens 

de d , et C sa limite. Alors C e C et n o o 

lim A(C ) = A(C ) n o n *-+» 

N.B. - En particulier C et C , pour tout t :> 0 , sont des fermés de 

(Fb,dH). 

Démonstration : 

Quel que soit n c IN , si on pose d = du(C ,C ) , 
n H n o 

2d 4d 
CnC n * c " c n * C n = C . 
° nclN* n neJN* ° 

Or tout dilaté d'un convexe d'un espace norme est convexe. 

Donc C Q , qui est une intersection de convexes, est convexe et, puisque 

Co e Fb • Co c C • 

D'autre part so i t AQ la r e s t r i c t i o n de A au d i l a t é d'ordre 6 

* 
de C et n e IN te l que, s i n i n , d < 1 . ° o o n 

Alors , s i n ¾ n , o 
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2d Ad , 
C C c n c c " C c 6 

n o n o 
d 'où 

2d 
XJCJ $ A (C n ) ^ A (C ) + A ( J y j C ) . (1) o n o o o n o 4d n n 

Or, en étendant [2] p. 1-16 aux mesures bornées, on obtient 

lim A O . , C ) = 0 . 
o Ad n 

n-»-+<» n 

Ce qui, d'après (1), permet de conclure puisque 

2d 
lim A (C n) = A (C ) 

o o o o 
n-*+<» 

I.B. - Lemme,-

Soit t > 0 , C e C et d = diam(C). Alors C est contenu dans 

bande de ]RN de largeur "'^f- . 

Démonstration : 

Supposons, sans perte de généralité, que le premier axe de coor-

N 
données de ]R coupe C selon un diamètre maximal. 

Pour tout n e {1,2,3,...,N} , notons A (resp. B ) le point, 

ou un des points, de C ayant la plus grande (resp. petite) énième coor

donnée notée a (resp. b ). 

n n 

Puisque C est convexe, il contient le polyèdre convexe de 

sommets A,.,...,A^ , B.,... et B dont le volume est 

n=N 
d . Il (a -b ) / N! . 

n=2 n n 
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Finalement, s i on pose 

a = Min U n - b n / n t { 2 , . . . , N } ) , 

N-l n = N 

alors da /N! $ d . n (a -b )/N! s t 
n=2 n n 

et C est contenu dans une bande de largeur a. 

7.C. - ?KQpob.ltÀ.on. 

Soit u e M, . Alors 
b 

lira sup u(B) « Q(u,0) . 
a-H) BtB 

Démonstration : 

La suite décroissante ( sup u(B)) * a une limite t 
BcC1/n 

supérieure ou égale à Q(u,0). Supposons que n « t - Q(u,0) soit 

strictement positif. 

Soit B une boule fermée de IR vérifiant 

*j(BQ) > u(]RN) - r/4 . 

* 
Pour tout n c M , notons B un clément de 3- , tel que 

n 1/n M 

u(B ) •* sup u(B) - n/4 
fcB1/o 

e t posons 

C = B 0 B 
n o n 
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* 
Alors quel que s o i t n c ]N , 

u(C ) -> sup u(B) - n/2 . (1) 
n B c e i / n 

La s u i t e (C ) * é tant contenue dans l e compact B , e l l e 
n ne]N o 

possède au moins une va leur d'adhérence, pour d,, , C contenue dans B . r H o o 

D'après le Icmme I . A . , C e C 1 o o 

So i t (C ) . une rious-buitii de (C ) * t e l l e que la 
n, , _ * n nt)N ^ 

k kclN 

s u i t e ( \ \ IN* ' o u dk " dH ^C »c ^ » converge en décro i s sant vers 0 . 
k 

2d 
Pour tout k c IN , C C C ; donc 

nk ° 

î l m JJ(C ) S u(C ) S Q(u,0) . (2) 

Mais (1) entra îne : 

lira u'(Cn ) > lim sup p(B) - n/2 = n/2 + Q(u,0) . (3) 

1/nk 

Et (2) e t (3) sont c o n t r a d i c t o i r e s . |f 

Nous pouvons maintenant démontrer l e s deux propr ié té s importantes 

de ce paragraphe. 

l.V. - Théoiàme..-

+* +* 
S o i t ( u , t , n ) € M. * IR * IR t e l que 

Q(u,0) < n < Q(M,t) . 

On pose C = {C r C / p(C) > n} . Alors 
t , n t 
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1 ) sup diam(C) < + » . 
CtC 

t,n 
N 

2) Il existe une boule B de IR qui contient tous les 
o n 

éléments de C 
t,n 

N.B. - Cette dernière propriété entraîne : 

sup u(C) < Q(u,t) = sup u(C) 
CeCt CeCt 

CtfB CCB 
T o o 

Démonstration : 

1) D'après la proposition I.C, il existe a > 0 tel que , 

quel que soit a < a , 
o 

sup p(B) < n 
BeB a 

Donc aucun élément de C n'est contenu dans un élément 

de B et le lemme I.B. entraîne a o 

tN! 
d = sup diam(C) S >t '. 

C e C f n a
r t 

t,n o 
2) Soit (0,R) € IRNx 3R+* tel que 

u(B(0,R)) > u(mN) -n 

Alors, quel que soit C c C , 
t ,n 

C 0 B(0,R) * 0 . 

Donc C C { C c C / C C B = B(0,R + d )} . M 

t ,n t o o mm 
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7.E. - Jho.on.hnt. 

Soit u e M b . 

1) Il existe un hyperplan affine H de IR vérifiant 

u(Ho) = Q(u,0) . 

2) Quel que soit t > 0 tel que 

Q(u,0) < Q(u,t) , 

il existe C e C vérifiant 
o t 

JJ(CQ) = Q(u,t) 

Démonstration : 

* 
Pour tout n e IN notons H un hyperplan affine vérifiant 

u(Hn) > Q(u,0) - Q(u,0) / 2n . 

N +* 
Soit (0,R ) c ]R x 3R tel que 

u(B(0,RQ)) > u(3R
N) - Q(u,0) / 2 . 

Alors, quel que soit n e IN , A = H D B(0, R ) est de n * n n * o 

dimension N-1 et contenu dans le compact B(0, R ). Soit (A ) . 
\ keN* 

une sous-suite convergente de (A ) * pour d„ , A sa limite et & n ne IN r H ' o 

H un hyperplan affine contenant A . 
o Jtr * o 

Soit ee ~]0, Q(u,0) / 2[ et R > R Q tel que 

u(B(0,R)) > p(lRN) - e 

http://Jho.on.hnt
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R R 
La s u i t e (A ) . , obtenue en posan t A = H 0 B(0,R) , 

\ keW "k "k 
admet une va l eu r d ' a d h é r e n c e , pour d„ , A qui engendre également H 

H o o 
Donc 

u(H ) > u(AR) = l im u((AR) L) > Î Î S u (AR ) 
o o o . n. 

! -* •+» l-V+oo k . . 
î 

lim[Q(p,0) - $jg£l - t-] = Q ( | J io) -

où (A ) e s t une s o u s - s u i t e de (A ) . qu i converge v e r s A 
V . * n k keïïJ ° 

R R 
t e l l e que l a s u i t e ( d . ) . _.* , obtenue en posant d . = d„(A , A ) , 

i ielN r i H n. ' o 
k. 

soit décroissante. x 

t étant arbitraire, on obtient 

u(HQ) > Q(u,0) . 

Ce qui permet de conclure car, H étant réunion dénombrable 

d'éléments de C , 
o 

U(H Q) i Q(u,0) 

2) Soit t > 0 vérifiant Q(JJ,0) < Q(jj,t) . 

* 
Pour tout n c JN , notons C un élément de C tel que 

n t 

Q(u,t) Ï p(Cn) > Q(u,t) - (Q(u,t) - Q(u,0)) / 2n . (1) 
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D'après le théorème I.D., la suite (C ) * est contenue 
n nt 3N 

N 
dans un compact de ]R . Soit C la limite, pour d„ , d'une sous-

o H 

suite convergente (C ) . de (C ) _.* telle que la suite 
n, . * n neIN ^ 
k kc]N 

(d. ), * , obtenue en posant d - d (C ,C ) , soit décroissante. 
k 

Alors, d'après (1) , 

2dk 
u(Co) - lim u(CQ *) 5 lim u(Cn ) 5 Q(u,t) . 

k-'-H» k >-+«> k 

Finalement JJ (C ) = Q(u , t ) c a r , d'après I .A. , C e C . o o t 

I . F . - R&mcLAquo.. 

Seul le cas Q(u,0) = Q(u,t) pose problème. 

Si u est à support compact S , étant donné H vérifiant 

u(H ) = Q(u,0) , il existe un dilaté C de l'enveloppe convexe fermée 
o o 

de H M S qui appartient à C et *J(C ) = Q(u,0) = Q(p,t). 

Dans le cas contraire, le contre-exemple suivant montre que 

Q(jJ>t) peut n'être aLteint sui aucun élément de C 

N 
Soit 0 c JR et H un hyperplan afLine contenant 0. Soit 

* n 
p obtenue en plaçant, pour tout n t ]N , la masse 1/2 sur 

(B(0,n) - B(0,n-O) 0 H. Alors, par exemple, 

1 = Q(u,0) = Q(u,1) 

et aucun élément de C1 n'est de u-mesure 1. H 

Pour conclure ce paragraphe, nous allons montrer que le 

théorème I.D. peut être étendu à un voisinage de u pour la topologie 

de la convergence faible ; p désigne la distance de Prokhorov sur AI, . 
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T.G. - Vtiopo&ÀAÂjQn.-

Soi t (^0»to»n) e Mb x ]R x K v é r i f i a n t 

Q ( P , 0 ) < n s QGJ , t ) . o o 

Alors il existe 6 > O tel que, si Ô £ 6 . 
o n ' N o 

sup diam(C) < + «> 

CeC ° 
V11 

<5,JJ 
où C. " = (C e C / sup u(C) 5 n} 

V n t o ucMu 
D 

P p (M > t i 0 )S« 

Démonstration 

+* 
Pour tout d c IR , on pose 

C t = t C e C t ' d i a m ( C ) 5 d} 
o o 

et a(d) 
N - l / tN! 

= V — 
Alors , quel que s o i t (<S,d) c JR x IR , d'après l e lemme I . B . , 

sup sup u(C) $ sup sup u(B) 

" t Mb CcC* * c Mb B e B a ( d ) 

S sup n (B) 
B c e a ( d ) > 2 5 ° 



.73. 

Donc, d'après la proposiLIon I.C., il existe 6 assez petit 

et d assez grand tels que, si 6 < 6 

sup sup M(C) < n 

pp(p.».0><« c e \ 

d 6,JJ c 
Donc C ° C (C °) dès que 6 $ 6 . 19 

t t ,n ^ o 
o o' 

Nous avons vu que toutes les applications Q(u,.) sont monotones 

croissantes. L'existence d'une limite à gauche en tout point t > 0 est 

donc assurée. 

I.H. - Proposition. • 

+ A 
So i t (u , t ) e M . * Bl v é r i f i a n t 

o o b 

lim Q(u , t ) > Q(u ,0) . (0) 
t-^t 

Alors il exibte 6 > 0 tel que, si 6 £ 6 , 

inf Q(p,to) > Q(uo,0) . 
pcMb 

PP^.M0)S6 

Démonstration 

L'hypothèse (0) e t le théorème I . E . entra înent l ' e x i s t e n c e 

de x € ~ | 0 , t [" e t de C e C v é r i f i a n t 
o J Û U o t -x 

"o (Co> = ^o'W > Q ( V 0 ) + X o • ( 1 ) 
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L'application qui à y c IR associe ,\((C )y) étant continue, 

il existe y > 0 tel que 
o 

y 

Soit 

*«C 0) °) - t0 . (2) 

6 =|Min(xo,yo) . (3) 

Alors, grâce à (1) et (3), pour tout u tel que p (u,u ) S 6 , 
P o 

Q<*Jo.0) * Q(U Q,0) + xo - 26 < po(Co) - 26 < u((Co)
26) . (4) 

9 (S 
Or, grâce à (2) et (3), (C ) est inclus dans un élément de 

C . Ce qui, compte tenu de (4), entraîne 

i" f QCu.l ) > î n l u ( ( C ) 2 6 ) > Q(u , 0 ) . 
MLMU ° • - " ° ° ncM, 

p p < M , ) V S < S p p ( p » M o ^ $ 6 

I . I . - Piopo6i£ion.-

Sous l e s hypothèses de I . H . , i l e x i s t e (0 ,R ,6 ) e IRN x ïït+* x ]R+* 

t e l que 

6,M 
C,- ! C { C «- C , / C C B ( 0 , R ) } 

où n vérifie : inf Q(u,t ) > n > Q(u ,0) . (1) 
,cMb 

Pp(p,uQ)$6 

N.B. - Crâce à (1), cette proposition entraîne, pour tout u e M tel 
b 

que p (ji,^) £ 6 , 
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sup u(C) < Q(u,t ) = sup u(C) 
CeCt ° CLC 

o Co 
C Ç ! B ( 0 , R ) CCB(O.R) 

Démonstration : 

D'après la proposition I.H., il existe (6 ,n) e 3R+ x IR+ 

tel que 

inl' Q^-O > n > Q^rt»°> • (2) 
ucM, 

P p(u,^) S6 o 

N +* Soit (O.R.) e IR x ]R tel que 

uo(B(0,R1)) > uo(lR
N) - H. . (3) 

Soit 5 > 0 tel que, d'après la proposition I.G., 

d - sup diant(C) < + «> (4) 

CcC 1 ° 
Vn 

Enfin soit 6 = Min(ô , ô , £) . Alors, grâce à (3), quel que 

soit u vérifiant p (u,u ) $ 6 , p o 

u(B(0,R1 + £)) > u(]R
N) - ^ . 

Ce qui, compte tenu de (2) et (4) , enLraîne 

<5,u 
o 

"o 
C ° C {C e C / C C B(0, R1 + f + d ) . t , n t l 4 o 

Et il suffit, pour conclure, de remarquer que (2) implique (1) 

et de poser 

R = R, + - + d 1 4 o 
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II - CONTINUITE.-

Ce paragraphe est consacré à la résolution de quelques problèmes 

de continuité soulevés par la définition de la fonction de concentration. 

Deux résultats importants y seront démontrés : la continuité à 

droite de la fonction de concentration de toute mesure bornée et l'équiva

lence entre la continuité de Q en un point, en tant que fonction de deux 

variablfs, et sa continuité, en ce mPniu point, par rapport à une de ses 

variables. 

IR est muni de sa topologie usuelle, M. de la topologie de 

la convergence faible et M, * IR de la topologie produit. 

II.A. - Tkëotàme..-

Soit u e M. . Q(u,.) est continue à droite. 

Démonstration : 

1) Quel que soit t > 0 , tout élément de C est contenu dans 

un élément de 3 , * où a(t) = Max(2/t" , ~v/ /t~N!). En effet, étant 

donné t > 0 , C e C et d = diam(C), si d > /t" , d'après le lemme 

I.B., C est contenu dans une bande de largeur w /t N! et, si 

d S /t t C est contenu dans une boule de rayon /t , donc dans une 

bande de largeur 2 /F . 

Donc, quel que soit t > 0 , 

Q(u,0) $ Q(u,t) < sup u(B) 
Bce ,,v 

a(t) 
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Ce qui, avec la proposition I.C., entraîne la continuité de Q(u,.) en 0. 

2) Soit t > 0 et (t ) * une suite décroissante de réels 
o n neJN 

positifs convergeant vers t 
o 

a) S'il existe n e ]N tel que Q(u,0) = Q(u,t ) , alors, 
o 

quel que soit n > n , du fait de la non-décroissance de Q(u,.), 

Q(u,0) = Q(u,to) = Q(u,Ln) . 

b) Dans le cas contraire, notons a 5 Q(u,t ) > Q(JJ,0) la 

limite de la suite décroissante et minorée (Q(u,t )) * . 
n ne IN 

a) Si a = Q(u,0) , alors a = Q(u,t ) . 

3) Si a > Q(u,0) , nous pouvons grâce au théorème I.E. 

construire une suite (C ) * vérifiant : quel que soit n £ IN , 

(D cn t ct , 
n 

(2) u(Cn) = Q(u,tn) , 

(3) et C est contenu dans un élément C de C 
n n t1 

LCI que u(C') > a > Q(u,0) . 

D'après (3) et le théorème I.D., tous les termes de (C ) * 
n ne]N 

N sont contenus dans un même compact de IR 

Soit C la limite d'une sous-suite (C ) ... de 
k ke]N 

(C^) * , au sens de d , telle que la suite (d
k)k ™* » obtenue 

en posant d, = d u ^ ' Cn_ ̂  * S0^C d^ c r°i s s a n t e- Alors, d'après (2) , 
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2 dk 
u(C ) = lim u(C K) ï lim u(C ) = a 

0 k̂ +co ° k ^ n k 

Ce qui entraîne a = Q(u,t ) puisque a * Q(u,t ) et, 

d'après (1) et le lemme I.A., C c C . M 
o t 

o 

La proposition suivante nous donne une majoration du "module 

de continuité" de la fonction de concentration d'une mesure quelconque. 

Pour tout a > 0 et tout borélien B , on pose 

B""* = {x e 1RN / d(x,BC) * a } . 

II.B. - Proposition. -

Soit M ^ , t j O et 6 > 0 . Alors 

0 $ Q(u,t+ô) - Q(p,t) ^ sup u(9 M C) . 

C e C
t + 6 ^ 

Démonstration : 

Soit C e C„ A X et a > 0 tel que le convexe fermé c"a 

o t+o o 

soit de volume t. Soit x e 3C a ; un hyperplan affine d'appui de 

C passe par x . Donc 

A ( « f a ) C 0 B(x , N/fi-)> > I X(B(x, N/6" )) 5 6 

D'où X((c" a) N^ - C*a) 5 6 . 

Ce qui prouve que a î /ô car, puisque (c" a) a C C , 

AUc"")* -C' û) S 6 o o 

Finalement 
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q(n,t+&)-Q(n,t) = sup (u(C)-Q(u,t)) s sup (u(C)-u(C~ 6 )) 

C c Ct +6
 C e C

t + ô 

$ sup JJ(3„ C) 

Si u est absolument continue par rapport à A, ou plus généra-

N 
lement si u ne charge pas les frontières des parties convexes de K. » 

Q(u,.) est donc continue (et même uniformément continue puisqu'elle est 

monotone et bornée). En effet [2] p. 1-16 indique que, dans ce cas 

lim sup u(3 C ) = 0 . 
a-*0 CeC a 

La démonstration du deuxième résultat important de ce paragraphe 

se fait en trois étapes. Les deux premières montrent l'équivalence entre 

la continuité de Q(u ,.) en t et celle de Q(.,t ) en u et la 

troisième est un lemme qui prouve la continuité de toute fonction de deux 

variables ayant les propriétés de Q déjà démontrées. 

U.C. - Proposition,-

Soit (u , t ) e M, * IR te l que l ' app l i ca t ion Q(u , . ) 

soit continue en t 
o 

Alors Q(.,t ) est continue en u 
o o 

Démonstration : 

Soit e > 0. 

1) Soit x un réel vérifiant 0 < x< c/2 , x $ t et 
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Q(uo,to-x) 5 Q(Po,tQ) - £/2 + x 

Soit C t C tel que 
x t -x ' 

o 

uQ(Cx) ï Q(uo,tQ-x) - e/2 . 

Soit y > 0 tel que 

A(Cy) = t . 
x o 

Enfin soit 6^ = Min(x,y). Alors, si p (u,u ) S 6. , 

Q(u,to) > u(Cx ) > uo(Cx) - <51 > Q(*i0,to-x) - 6t - e/2 5 Q(*i0,tQ) - c 

M 

2) Soit B une boule fermée de IR vérifiant : 

u (ar - B ) S e/6 , 
o o 

et B, = B E / 6 . 
1 o 

Soit u vérifiant p {yi,^ ) $ e/6 , alors 

Q(u,t ) $ sup >j(C H B J + e/2 , (1) 
CeCt ' 

o 
N 

car u(IR - B ^ £ e/2 et, quel que soit C c C , 

u(C) * u(c H Bj) + u(]R
N - B ^ . 

D'autre part, soit A la restriction de A à B ^ 6 et 
o 1 

x > 0 tel que : 

Q(uo,tQ+x) * Q(uo,to) + E/3 . (2) 
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Puisque A est bornée et ne charge pas les frontières des 

N r T parties convexes de JR , |_2J p. 1-16 entraîne l'existence de a > 0 

tel qui; : 

sup A (C ) $ t + x . 
CeCt ° 

o 
« 2 ] 

Soit ô„ = Min(e/6 , a). Tous les convexes fermés (B. 0 C) , 

où C c C , sont de volume inférieur à t + x . En effet, si C e C 
o o 

6 ] 6 62 6 

A((B1 n c) z ) s A(B^ n c z ) s AO(C n . 

Donc, si p (p,uQ) S 62 , grâce à (1) et (2) 

Q(u,t ) 5 sup u(C H B J + e/2 
° CeCt

 1 

o 

. 6 2 ] 

È sup u ((Cti B.) ) + G/2 + 6_ 
CcCt ° 1 2 

o 

f Q(u ,t +x) + t/2 + 6 
o o ^ 

S Q(uo,tQ) + e/3 + c/2 + 5 2 ^ Q ^ , ^ )
 + C 

La proposition U.C. admet la réciproque suivante. La deuxième 

propriété qui y est énoncée montre de nouveau la continuité de la fonction 

de concentration de toute mesure bornée ne chargeant pas les frontières des 

N 
parties convexes de IR 

II.P. - PsioposiXion,-

Soit (p ,t ) e Af x IR tel que l'application Q(u ,.) 

soit discontinue en t . Alors 
o 
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1) L'application Q(.,t ) est discontinue en *j . 

2) Tout élément C de C, vériliant u (C ) - Q(u ,t ) a u t o o x^o o o 
sa frontière chargée par u 

Démonstration : 

1) u n'est pas la mesure nulle puisque Q(u ,.) admet un 

point de discontinuité. 

N 
Soit P Q * po(.)/po(îR ) et X une variable aléatoire de 

loi P . 
o 

* 
Pour tout n e M , notons P la loi de X = e * X où 

n n n o 
(e n) n e ] N* converge en décroissant vers 1. Alors la suite (u ) * , 

N 
obtenue en posant un = PO(1R ) x P , converge faiblement vers u et 

Q ( V t o ) > lim Q ( V t /eJ> = lim Q(un,t ) , 
n->+« n-*-n» 

car C c C t équivaut à — x C c Cfc / e n e t , quel que s o i t C e C 
* o Ln o o 

e t n e ]N , 

M O - M * N ) * Pr(cnxXo c C) - p (3RN) x p r (X e - L * C) = u (-1- x C) 11 w n o o o e Oe 
n n 

2) Q(uQ».) étant continue à droite, croissante et discontinue 

en tQ , Q(po,tQ) > Q(uo,0) ; et, d'après le théorème I.E., il existe 

CQ e Ct vérifiant U Q(C O) = Q(*i ,t ) -
o 

o 

Puisque C - U Ca , u OC ) = 0 entraîne 
0 a<0 ° ° ° 

o 

Q ( V C o } = 'W = Um- "o<Ç> S lim- M c ô> S Um Q<*Vc) ' 
a-K) a-K) f*t 

o 



.83. 

Ce qui contredit la croissance et la discontinuité en t de Q(u >•)• • 

II.E. - Lamine.-

Soit (X,d) un espace métrique et f une fonction de X x IR 

dans IR vérifiant : 

a) si f(x,.) est continue en t , f(.,t) est continue en x. 

b) pour tout x e X , f(x,.) est croissante. 

Alors f est continue, pour la topologie produit, en tout point 

(x ,t ) vérifiant : o o 

c) f(x ,.) est continue en t . 
o o 

Démonstration : 

f(x ,.) étant croissante, il existe deux de ses points de 

continuité t et t„ qui vérifient tj < t < t_ et 

0 s f(xQ,t2) - f(xo,tt) s e/2 . 

Soit n e ]0, c2_tiC Cei *lue d(x,x ) S n entraîne 

|f(x ,t.) - f(x,t.)|$ L/2 pour i = 0 , i = l et i = 2 

So i t t e [ t - n , t +n] e t x t e l que d(x ,x ) g n . 

Si f ( x , t ) > f ( x , t ) , a l o r s 

0 < f ( x , t ) - f ( x Q , t o ) < f ( x , t 2 ) - f ( x Q , t o ) s | f ( x , t 2 ) - f ( x o , t 2 ) | + 

i f ( x n , t 9 ) - f ( x ,t ) | * e . 
o ' " 2 ' " o ' o 
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M

La fonction de concentration sur 1R , Q , vér i f i e , d'après

le premier paragraphe et la proposition U.C. les conditions a) et b) de

ce lemmu. Nous pouvons donc énoncer, sans autre démonstration, Le théorème

suivant :

II. F. -

Soit (JJ ,t ) t M. x ]R . Les trois conditions suivantes sont
0 0 D

équivalentes :

Q(u »•) est continue en t

b) Q(*»t ) est continue en u

c) Q est continue en (u ,t ) .

Notons que l'existence d'un élément de C , réalisant
o

Q(u ,t ) , dont la frontière n'est pas chargée par u entraîne, grâce

à II.D.2.) et II.F., la continuité de Q en (%»£<>) (O-

Le nombre 0 joue un rôle tout à fait particulier. En effet

la fonction de concentration de toute mesure bornée est continue en 0

puisqu'elle est continue à droite et pourtant l'application Q(.,0) n'est

pas continue comme le montre le cuntre-exemple suivant, où 6 désigne la

mesure de Dirac au point M :

N = 2 . Soit po = 6 ( o o) + 4 ( 1 > o ) et

pn =1 6(o,o) +I 6(o,1/n) + 6(1,o) ' P o u r t ° u C n e M* . Alors

(pn>n£lN* converge faiblement vers ^ et Q(p ,0) = 2 alors que

Q(»in,O) = 1,5 pour tout n e IN . H
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Cependant 0(.,0) est continue en u si JJ ne charge pas 
o o 

N 
les frontières des parties convexes de IR .En effet, si on pose 

p - p (p,u ) et si on reprend leb notations de la démonstration de II.A., 

quel que soit t > 0 , 

26 
0 £ Q(u,0) $ Q(u,t) $ sup u(B) f sup p (B ) + 2p 

Beea(t) BeBa(t) ° 

$ sup p (B) + 2p . 

Be6u(t)+4p ° 

Et cette dernière quantité tend vers Q(u ,0) ~ 0 quand t et p 

tendent vers 0 , d'après I.C. 

Cette dernière propriété entraîne, grâce à (1), la continuité 

de Q en tout point (p , t ) de M, x K tel que p ne charge pas 

N 
les frontières des parties convexes de IR . 

Enfin, toujours dans le cas où sup p (DC) = 0 , si (u ) * 
J
 c £ o Hn nclN 

converge faiblement vers u , la suite de fonctions (Q(p ,.)) * 

converge uniformément vers Q(p ,.) puisque, d'après [2] p. 1-16 ; 

lim sup |p (C) - p (C)| = 0 . H 
n->+~ CeC n ° 

Le théorème II.A. et la proposition U.C. pourraient laisser 

croire qui.-, étant donné (p ) _t C JU convergeant faiblement vers p 
n ne JN b o 

et (t ) ^ C IR convergeant en décroissant vers t , la suite 

(Q(p , t )) converge vers Q(p , t ) . Le contre-exemple suivant montre 

que ce serait une erreur. 
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N - 2 . Soit % = V l ) + V-0 + 6 ( 1 , o ) " • p o u r tout 

n € M * ' % = 6 ( o , l ) + 6 ( o , - 1 ) + 6 ( 1 + 1 / n > 0 ) • A l o r s V n e M c o n v ^ g e 

faiblement vers p^ , (1 + -r-) * converge en décro i s sant vers 1 e t , 
o zn nf;JN 

pour tout , Q ( P Q I 1 ) = 3 a lors que, quel que s o i t n e IN , 

Q(pn ,1+ 1/2n) = 2 . M 

Cependant nous verrons dans le troisième paragraphe de cet article 

que, si P Q est une probabilité , si P désigne la loi empirique d1un 
échantillon de taille n de loi P et si t + t alors 

o n o ' 

Pr{w/ lim QttJJ.t > = Q(PQ,t )} = 1 . 
n-*+«> 

Pour conclure ce paragraphe nous allons donner le pendant 

pour les applications Q(.,t) , de la proposition II.B. qui nous 

permettra, dans la suite de cet article, de préciser la vitesse de convergence 

des estimateurs qui y seront définis. 

Etant donné e > 0 , t e 3R et (u ,u, ) e M, x M si 
O 1 D D 

p ( u o , p 1 ) < c , a l o r s : 

|Q(iJ ,C)-Q0i , t ) | $ sup |u (C)-p (C)| f sup n(d0 C) + 3e 
CcCc ° 1 CeCt ° 2 E 

En e f f e t , quel que s o i t C c C , 

p (C) - p (C) $ p (CE) + e - p (C"C) + e 5 M ^ ) - u (C~£) + 3e 
*-» l l o o o 

e t 

P.(C) - u (C) g p (CC) + c - »AC~C) + c s p <CE) - p (C"2C) + 3c , 
• « *J I o o 

puisque ( C ' C ) C CT C , ( C ~ 2 t ) L C C"f: e t ( C L ) E = C 2 E . 
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III - ESTIMATION. -

Ce paragraphe est consacré à l'estimation de la fonction de 

N concentration d'une probabilité quelconque P sur IR et d'un convexe 

qui, à t fixé, réalise Q(P ,t) ainsi qu'à l'étude de la vitesse de 
o 

convergence des estimateurs uLilisés. 

Soit (x
n)n iM* une suite de variables aléatoires, d'un espace 

probabilisé (fi,A,Pr) dans IR muni de sa tribu borélienne, indépendantes 

et de même loi P . La tribu A est supposée complète. Pour tout 

(n,aj) e IN x fi, on pose 

u 1 
î-n 

P" - I 5Y («) n n i=1 Xn 

* 
Quel que soit (n,u>) e JN x fi, P est une mesure discrète ayant 

n 

un nombre fini d'atomes. Une fois déterminés les volumes des enveloppes 

convexes de toutes les parties de l'ensemble des atomes de P , le calcul 

de Q(P ,.) et la mise en évidence d'un convexe réalisant, à t fixé, 

Q(Pn»t) se ramènent au calcul du maximum d'un nombre fini de réels, même 

pour les valeurs de t vérifiant Q(P ,t) = Q(P ,0) . 

Les arguments utilisés par P. Roger (LU p- 46) prouvent que 

Q(Pn,t) est une v.a.r. pour tout (n,c) e ]N x 3R . 

Le théorème suivant montre que Q(P ,.) est un estimateur 

convergent de Q(P ,.) au sens de la convergence simple. Aucune hypothèse 

n'est faite sur P ; ce n'est donc pas une simple conséquence des résultats 

figurant dans le deuxième paragraphe et de la convergence faible presque 

sûre de (P ) vers P . 
n o 
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III.A. - Théorème.,-

Pr{ w / Vt c 1R
+ , lim Q(PjJ.t) = Q(PQ,t)} « 1 . 

n>+» 

Démonstration : 

Q(p
0»-) est continue à droite et monotone ; l'ensemble de ses 

points de discontinuité est donc au plus dénombrable. On le note 

^Ci*ielN* en y incluant ° à cause du rôle particulier que joue ce 

nombre dans les problèmes de continuité. 

Le théorème I.E. indique l'existence, pour tout i e IN , d'un 

convexe fermé C. de volume t. vérifiant 
i i 

Posons fio={w / (pJJ) ne]N* converge faiblement vers P } 
* 

et, pour tout i e IN , 

R- -U) / lim P*(C.) = P (C.)}. 
1 n-M- n x ° 1 

Alors, grâce en particulier à la loi forte des grands nombres, 

p r ( n fl.) - 1 . 
ielN * 

Soit w c C\ fi. . 
itIN x 

Quel que soit t e 1 + - {ti*ie]N* » puisque w e fi , le 

théorème II.F. entraîne 

lim QCPjJ.t) = Q(P.t) 
n->+« 
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Soit t. c {t.}. * et c > 0 . Il existe un point de continuité 
j i ielN r 

T > t. de Q(P ,.) qui vérifie : 

0 S Q(P 0»T) - Q(P0,t.) $ e/2 . (1) 

Soit n c IN tel que, si n > n , 

|Q(ÏJJ.T) - Q(P0,0| S E/2 . (2) 

* 
Puisque CJ € fi. , il existe n. c IN tel que, si n 5 n1 , 

lPn(Cj) " W 1 * ' ' (3) 

A l o r s , s i n ï Max(n t n J , d'après (1) e t (2) , 

Q ( P ^ , t . ) - Q ( P 0 , t . ) s Q < P " , T ) - Q ( P 0 . T ) + Q ( P 0 , T ) - Q ( P 0 , t . ) S € 

e t d 'après (3) , 

Q ( P o . t . ) - Q<p£.C.) = P o (C . ) - Q ^ . t . ) « P o (C. ) - P- (C. ) S e 

Si l'application Q(P ,.) est continue, en particulier si P 

N 
ne charge pas les frontières des parties convexes de 3R , la convergence 

simple de Q(P ,.) vers Q(P ,.) entr.iîne s.i convergence uniforme. Dans 

ce cas, un obtient donc 

Pr{w / lim sup+ |Q(P" t) - Q(P ,t)| = 0} - 1 
n->+» telR 

La vitesse de convergence de Q(P ,t) vers Q(P ,t) à t 

fixé, et celle de la convergence uniforme de Q(P ,.) vers Q(P ,.) 

dans le cas où Q(P ,.) est coniinue découleront de la vitesse de 
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convergence de P (B) vers P (B) , où B est un borélien quelconque 

N 
de TR , et celle de la convergence de P vers P au sens de p 

n o p 

Pour la première, en appliquant l'inégalité de Bemstcin-Fréchet 

([12]) à la suite (1fl(X )) * de variables aléatoires de Bernoulli de 

* i r paramètre P (B) , on obtient, pour tout (n,e) e IN x J0,1|_ » 

2 
Pr{P*(B) < P (B) - L} s e"2nE 

n o 

2 

et Pr{P (B) $ P*(B) - e) $ e~2nE ' (*} 

o n 

J. Geffroy a obtenu la vitesse de convergence de P vers P , 
n o 

au sens de p , dans le cas où P est la loi d'une mesure aléatoire à 
P o 

valeurs dans l'ensemble des mesures positives et finies à distance finie 

d'un espace métrique séparable. Mais il n'utilise pas le fait que les 

réalisations des variables aléatoires sont des mesures. 

En voici une démonstration dans le cadre qui nous intéresse. Les 

notations sont celles de ce paragraphe, mais P désigne une probabilité 

sur la tribu borélienne By d'un espace métrique séparable X quelconque. 

III.B. - Lfcmme (du à J. Gziiroy). 

Quel que soit c > 0 , il existe K > A tel que, quel que soit 

* 
n e IN , 

Pr{p (P\P ) * e> S K e -
2 n ( £ / K ) 2 . 

p n o 

Démonstration : 

Soit e > 0. X étant séparable, il existe une partition V 

de X à l'aide de boréliens de diamètre inférieur à e. 
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Soit M le cardinal d'une partie finie P de P vérifiant 
o 

P ( U A) ï t - e/4 . (1) 
° AeP o 

A 

Soit n e ]N et 

En * ° { Pn ( A ) ' P o ( A ) ~ c/2M) » AcP o 

En = ° {Po(A) 5 P n ( A ) * E/2M} ' AeP o 

et E" - {P* ( U A) S e/2} . 
n n AcP-P o 

Soit w e En 0 E^ 0 EJJ . Alors p (PW,P ) s c .En effet, étant donné 

A e Bx et t?A = {A e V I û 0 A / 0} f 

A C o A C AE . 
AePA A 

D'où, d'après (1) et puisque w e E et M = Card P , 
n o 

P (A) S P ( LJ A) $ P ( U A) + t/4 $ £ (PU(A) + G/2M) + c/4 
° ° AcPA ° AePA 0 P AcPA n p n 

A A o A o 

S P^(AE) + 3e/4 

et, puisque w e E' 0 E" , ^ n n 

P n ( A ) $ P n ( ^ A) * Pn ( U *) + e/2 $ £ (P (A) + E/2M) + c/2 
n U A c P %

 n AeP 0 P AcPA n p ° 
A A o A o 

S Po(AE) + c . 
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Ce qui permet de conclure en posant K ~ 2(M+î) car , d 'après 

(*) , 

2 2 2 
1 - Pr(En 0 E! fi E") S M exp( - ^ ) + M e x p ( - ^ ) + e x p ( - ^~) 

n n n 2M2 2M2 8 

2 2 
£ 2M exp( S L _ ) + exp( ^E—=-) 

2(M+1)Z 2(M+1T 

2 
$ 2(M+1) exp( - 2n - =•) . (2) 

(2CH+D) 

III.C. - Proposition. -

Quel que s o i t ( n , t ) c ] 0 , l [ >< IR , i l e x i s t e deux r é e l s p o s i t i f s 

* K et K' t e l s que, pour tout n e IN , 

P r ( | Q ( P n , t ) - Q ( P Q , t ) | 5 n} S K e"n K ' . 

Démonstration 

So i t ( n , t ) e ] 0 , 1 [ x ]R+ . 

Si t est un point de continuité de Q(P , . ) , alors le théorème 

II.F. indique que P est un point de continuité de Q(.,t). Il ne reste 

2 
plus qu'à appliquer le 1emme III.B. en posant K' = 2(e/K) . 

Sinon considérons E > t , point de continuité de Q(P ,.) , 

vérifiant 

0 S Q(P ,T) - Q(P .t) S n/2 o o 

et C e C, tel que 
o L 

A 

Alors, pour tout n L JN , 

W = Q(VC) 
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{|Q(l^,L)-Q(Po,t)| > n) C {Q(P^t) > Q(Po,t)+n} U{Q(Pn,t) $ Q(Po,t)-n} 

<=- {Q(Pn,T) > Q(P .T) + r,/2} U {P(C ) i P (C )-n} 
n o n o o o 

Donc, grâce à (*), au théorème II.F. et au lemme III.B., il 

existe deux réels positifs K et Kl tels que 

-nKÏ « 2 
Pr(|Q(Pn,t) - Q(PQ,t)| 5 n) 5 Kt e

 1 + e~2nn . 

Ce qui permet de conclure en posant K = K. + 1 et 

K' - Min<K| , 2 n
2 ) . K 

Dans le cas où Q(P ,.) est continue on obtient même 
o 

-nK' Pr{sup + |Q(Pn,t) - Q(PQ>t)| > ni < K e~
nK , pour tout n e TN , car 

te IR 

on a vu que dans ce cas, si (TT ) * converge faiblement vers P , 
n neiN o 

(Q(ïïn,.))n€:K* converge uniformément vers Q(P ,.) . 

La dernière propriété énoncée dans le deuxième paragraphe 

et l'inégalité (2) de la démonstration du lemme III.B. montrent que 

pour préciser les nombres K et K' il suffirait de connaître les 

nombres sup P (30 C) , pour c > 0 , et un borélien rassemblant la 
CtCc ° lZ 

masse de P Q à e près. Nous verrons dans le quatrième paragraphe 

de cet article qu'il est possible d'estimer un tel borélien de volume 

minimal. 

Il a été annoncé, dans la conclusion du deuxième paragraphe, que 

l'ensemble des w tels que, pour tout t e ]R+ et toute suite (t ) * 
o n neîN 

de réels positifs convergeant vers t par valeurs supérieures , 
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li-Q(P™.c ) -Q(P0,t0) ; 
n-M-t» 

est de probabilité 1. Cela vient du fait que cet ensemble contient 

G1 = {(Q(P ,.)) ]N* converge simplement vers Q(P ,. )}. En effet soit 

w e &' , t e IR et (t ) * convergeant vers t par valeurs 

supérieures. Q(P ,.) étant continue à droite et croissante, pour tout 

e > 0 , il existe n > 0 tel que 

lim Q(PjJ,tn) $ lim Q(P".tQ + n) - Q(Po,to+n> $ Q(PQ.t ) + E 
n-*-+œ n-*+«» 

Donc lim Q(PjJ,t ) S Q(*0.t > 
n-*+» 

Ce qui permet de conclure puisque 

Un,Q(P^tn) 5 Un. Q ( P > 0 ) = Q(P0.t ) 
n-H-« n-*-K» 

Cependant cette propriété n'est plus vraie si la suite (t ) * 
r n'nclN 

converge vers t par valeurs inférieures, comme le prouve le contre-exemple 

suivant : 

N - 2 . Soit P « -J- ô, v + \ 6(i , + \ 6, ^ et t = 1/2 . 
o 3 (o,o) 3 (1,o) 3 (o,1) o 

Alors si m est tel que (Q(P ,.)) * converge simplement vers 

Q(P , . ) , et (t ) * telle que t t t et t ^ t pour tout n e 3N , 
^ o n ne IN n n o n o r 

Tm Q(l'W,t ) g Tïïn ( Uni Q(P u , t ) ) n n n m n-n-00 n++°° m-M-» 

du fait de la croissance des fonctions de concentration. 

Mais Q(P ,1/2) = 1 et, puisque les fonctions de concentration 

sont continues à droite et monotones, 

lim ( lim Q(P£,t ) = lim_ Q(P ,t) = 2/3 . 
n-H-» m-H-» c+t 

o 
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L'estimation d'un élément de C réalisant Q(PQ,t) découle du 

théorème, plus général, III.E. qui se démontre à l'aide du petit lemme suivant. 

III.P. - Lejnme..-

S o i t (VnclNCFb e C K ) n E l N C M b ^ l l e s que 

l im d__(F ,F ) = 0 
n-^co H n ° 

e t l im p (p p ) = 0 
n̂ -H» p n o 

Alors lim "n(Fn) $
 u

o<
F
0> 

n-*-+« 

Démonstration 

* 
Pour tout n e ]N , posons 

d = du(F ,F ) n H n' o 

et 9n - Pn(vn>V„) -
n p n o 

Alors, quel que soit n e 3N , 

2d 2d +2p 
u (F) * u (Fn n) f u (Fn n ) + 2 pn n n n o o o n 

Ce qui permet de conclure puisque 

2d +2P 

n F o « K o ne IN 

On suppose, dans ce qui suit, que P n'est pas portée par 

un hyperplan affine, c'est-à-dire Q(P , . ) ^ 1 . Le cas Q(P ,t) = Q(P ,0) 

sera étudié à la fin de ce paragraphe. Quel que soit t e IR vérifiant 
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Q(PQ,t) > Q(PQ,0) , on pose 

rt = {c c ct / P O(C) - Q(Po,t)} 

et, pour tout (n,w) e IN x n , 

rn, u, t - <C c C
t / 0

C> = < » t ) } « 

Tous ces ensembles sont non vides ; même si Q(PU,t) = Q(P ,0) 

car, dans ce cas, Pfl étant à support compact K , si on note H un 

hyperplan affine vérifiant P^(H) = Q(PW,0) , il existe un dilaté de 

l'enveloppe convexe de K H H qui appartient à C . 

Pour tout c > 0 , rE désigne le dilaté d'ordre e de T 

dans l'ensemble des fermés bornés de IR muni de la distance de 

Hausdorff d^ ; c'est-à-dire rE - {C c Ffe / d (C,T ) < e}. 

III.E. - Théorème..-

L'ensemble des u vérifiant la propriété suivante est de 

probabilité 1. 

Quel que soit t e JR vérifiant Q(P ,t) > Q(P ,0) et 

Quel que soit E > 0 , il existe n c IN tel que, pour tout n 5 n , 

r c rE 

n,w,t t 

Démonstration : 

Posons de nouveau 
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Q ~ (w / (P ) * converge faiblement vers P } 
o n neJN o 

e t fl' = {u / (Q(P , . ) ) _ * converge simplement vers Q(P , . ) } . o n n C j N » r ^ o 

Alors Pr(Q 0 fl* ) • 1 . o o 

Soi t w e n n fl» . 
o o 

Soit t € ]R tel que Q(P ,t ) > Q(P ,0) et e > 0 . o ^ ^ o o ' x o 

Un petit raisonnement par contraposée montre qu'il s'agit de 

prouver que toute suite (C ) _* obtenue en prenant, pour tout n e IN , M n nclN i » r 

un élément quelconque de T est relativement compacte, pour d„ , 
* * o 

et admet comme valeurs d'adhérence des éléments de T 
o 

So i t (CW) * une t e l l e s u i t e e t a = Q(P , t ) - Q(P ,0) > 0 . n nelN o o o 

(C ) __* e s t re lat ivement compacte car tous ses termes sont inc lus dans n nelN 
N * 

une même boule de IR . E n e f f e t , puisque w e Çl , i l e x i s t e n. e M 

t e l que, s i n 5 n , 

P X > = ̂ n ' V > Q(Po'Co> ~ f " " > Q(Fo.0) • (D 

Donc, si lim Q(P ,t) > Q(P ,0) , il suffit d'appliquer la 
t->t ° ° 

o 

proposition I.I. car u) e fi . Et, dans le cas contraire, étant donné une 

boule B(0,R) vérifiant P (3B(0,R)) =̂  0 et 

P Q ( B ( 0 , R ) ) > 1 - (Q(PQ,0) + |) , 

* 
il existe n„ e IN tel que, si n > n? , 

P"(B(0,R)) > 1 - (Q(PQ,0) +|) ; (2) 
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e t la propos i t ion I .C . indique l ' e x i s t e n c e du S t e l que 

d = sup diam(C) < + » ; 
6 ,p 

CeC ° ° 

soit n tel que, si n 5 n , p (P ,P ) < <S ; alors, grâce à (1) 

et (2) si n 5 Max(n ,n9,n ) , 

C*11 C B(0,R+d) . 

Soit C la limite d'une sous-suite convergente (C ) * 
0 n* k e l N 

de (C ) * . Le lemme I.A. montre que C e C .Ce qui permet de 
o 

conclure car, d'après le lemme III.D. , 

Q(P0.to) = lin, Q(P«,t0) = Tî^ Q(P"t o) = TTS P < ) S Po(Co) . 
n-M*o k->-H» k k-*+** k k 

Cette démonstration n'utilise que la convergence faible de 

(P ) „ * vers P et la convergence de Q(P ,t ) vers Q(P , t ). nncjN o n o o o 

Il en résulte que, étant donné (*J ,t ) e K * IR tel que Q(JJ ,.) 

soit continue en t et Q(p ,t ) > Q(p ,0) et (p ) * convergeant 
o o o o n ncjN 

faiblement vers p , quel que soit E > 0 il existe n c IN tel que, 

si n 5 n , 
o 

r c rc 
n,t t 

o o 

rt = (C e Ct / pQ(c) = qC0.to)} 

r = {c c c / „ <c) = Q(Mn.t0)) 
O O 
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Le théorème précédent montre également que, si T est un 
o 

singleton (C }, toute suite (C ) * est un estimateur convergent 
o n nci 

de C au sens de du . 
O n 

La vitesse de convergence de cet estimateur découle de la 

proposition plus générale III.G. qui se démontre à l'aide du lemme 

suivant. 

Soit t e ]R+ vérifiant Q(P ,t ) > Q(P ,0) . 

N 
Pour tout e > 0 et toute probabilité P sur IR , 

on pose : 

Q (P,t ) =* sup P(C) 
E ° CeC 

o 
c*rE 

o 

III.F. - Lejmme..-

Soit (TÏ ) * une suite de probabilités convergeant faiblement 
n neJN 

vers P et e > 0 . Alors 
o 

TISQc<vt ) s Qc(P0,co) . 
n-*~K» 

Démonstration 

D'après le théorème I.E., il existe un hyperplan affine H 

vérifiant 

Soit 0 e H . Alors 
o 

W = Q ( Po' 0 ) 
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Q(Po,0) = PQ(Ho) = Uni P (H D B(0,R)) . (1) 

Pour tout R > 0 , il existe un dilaté fermé de H 0 B(0,R), 

noté C„ , qui appartient à C 
K t 

Le théorème I.D. entraîne 

t 
o 

Donc d = sup diam(C) < + ~ 

o 

sup diam(C) < + « 
Ccr 

Finalement, si R > d,/2 , C_ i rE et, d'après (1) 
1 K t 

£ 

O 

Qc(P0,to) >, Q(Po.O) 

Supposons que 

a = lim Q (II ,t ) > Q (P ,t ) > Q(PQ,0) = b . (2) 
n->+« 

Soit (Iïn ) A une sous-suite de (Il ) * telle que, quel que 

soit k e IN , 

k 

Pour tout k e IN , notons C, un élément de C 0 (rE ) c 

o o 
vérifiant 

\ ( ck> >a - ̂ f • (3) 
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Les arguments utilisés dans la démonstration du théorème III.E. 

montrent que la suite (C.). * est d - relativement compacte. Soit 

C la limite d'une sous-suite convergente (C, ) a. de (C. ). * ; 
o k. . .* k keJN 

i ielN 
a l o r s , d'après l e lemme I . A . , C c C e t , d'après ( 3 ) , C i YZ . 

o o 

Donc le lemme III.D. entraîne 

lia, H (C ) i p (co) s Q£(P0,c0) . 
i->+« k. i 

1 

Ce qui contredit (2). fâ 

III.G. - Proposition.-

Quel que soit e > 0 , il existe (K,K') e 3R x IR tel que, 

pour tout n € 2î , il existe B e À vérifiant 
n 

et Pr(B ) > 1 - K e n* . n 

Démonstration : 

Soit e > 0 . 

1) Supposons Q (P ,t ) = Q(P ,t ) et, pour tout n e IN , 
e o o o o 

notons Cn un des éléments C de C D (rE ) C vérifiant 
o o 

P„(C) î Qe(P0.t0) " (Q(P0.t0) " Q(Po,0)) / 2n . 

Grâce aux arguments déjà utilisés, (C ) * est d -

relativement compacte et la limite C d'une de ses sous-suites convergentes 

(C ) A vérifie 
k KL IN 
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C € C 
o *• t 

o 

P ° ( C o ) 5
 k S 'o^t " ̂ V'o* = 1(Po'eo> • 

Donc C Q c Tt . Ce qui est absurde, puisque (C ) C C H (rE ) C . 
0 "k to o 

Donc 0 < a = Q(P .t ) - Q (P ,t ) . 

0 0 E 0 O 

Le lemme III.F. peut se traduire par : quel que soit 6 > 0, il 

existe n > 0 tel que (p (TT^ ) < n) implique (Q (TT, t ) $ Q (P , t ) + 6). 

a . * 
En prenant 6--^-, on obtient n > 0 tel que, quel que soit n e IN , 

Or, si (n,w) vérifie lQ(P„.t0) -Q(Po,to>| < a/2 et 

o o 

MV^ m ^C'c* * ^o'^ ~ a/2 - W'o* + a/2 • 

Donc, pour tout n c B , 

{" I Tn.».t^V\j ' ({W ' iQ^o^V^I < a'2> 

n , - ' r n , - l t /
r ! o » 

U<{« / lQCP^to)-Q(Po,tQ)| ï a/2> 

f- t« / r </ rE }) 

<- U / Pp(l^,Po) i n> U tu / lQ(Pn,to)-Q(PQ,to)| ï a/2> 

_ . * 
Or, si pour tout n e IN on pose 

Bn = tu/ pp(Pn'Po) 5 , , U l " / iQ^n'^ " ̂ V ' o * 1 3 a/2* ' 
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le lemme III.B. et la proposition III.C. entraînent l'existence de 

quatre réels strictement positifs K. , K2 , K et K, tels que , 

quel que soit n e ]N , 

-nK9 -nK 
Pr(B^)< K, e " + K. e * . 

n 1 3 

Il ne reste plus qu'à poser K = Kj + K3 et K1 = Min(K2,K4). • 

Si r est un singleton {C }, la proposition précédent entraîne : 

o * * 
pour tout E > O , il existe (K,K') t IR x IR tel que, quel que soit 

la suite (C*) * et quel que soit n c 3N , tu / d„(CW,C ) > c} contient n ncin ri n o 

B e A tel que 
n 

Pr(B ) > 1 - K e"1*' . 
n 

Nous allons maintenant étudier ce que devient le théorème III.E. 

lorsque t vérifie Q(P ,t ) = Q(P ,0) > 0 . 

Si P est à support compact, Q(P ,0) est atteint sur une 

partie compacte d'un hyperplan affine de IR et tout ce qui précède 

reste valable. 

Dans le cas contraire il s'agit de mettre en évidence un hyperplan 

affine H vérifiant o 

W " Q(po'0) - ^ « W • 

On note TQ et T , pour tout (n,u>) c IN * fl , l'ensemble 

des hypcrplans qui réalisent respectivement Q(P ,0) et Q(PU1,0). 

Soit 0 un point de IR . Soit R c ]R+ tel que 
o 
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Po(B(OfRo» > 1 - Q(Po,0) / 4 . 

Soit Ù l'ensemble des u e Cl vérifiant 
o 

(P ) _.* converge faiblement vers P , 
n neJN o 

lim p"(B(0,R )) = P B(0,R ) 
n-M-œ ° ° 

et lim Q(P™,0) - Q(P ,0) 
n>-+«> 

Le théorème 111.A. eL la loi forte des grands nombres 

entraînent : 

Pr(fiR ) = 1 

* 
Soit u e ftD e t n E IN t e l que. s i n > n , Ro o o 

PjJ(B(OfRo» > 1 - 1 Q(Po,0) 

e t Q(P",0) > j Q(PQ,0) . 

Alors les ensembles 

r0,R = { H n B ( 0' R ) ' H e Fo } 

et r - {H 0 B(0,R) / H e r } , 
n,u,K. n,u) 

pour tout n > n et tout R > R + 1 , sont non vides et ne contiennent 

que des parties d'hyperplans affines de diamètres supérieurs à 1. 

Soit R 5 R + 1 . 
o 
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Les arguments utilisés dans la démonstration de la première partie 

du théorème I.E. et dans celle du théorème III.E. montrent que toute suite 

(A ) , obtenue en notant A , pour tout n 5 n , l'un des éléments 
n n-̂ n n o 

o 
de T est d„ - relativement compacte et possède pour valeurs n ,u, K ri 

d'adhérence des parties compactes d'hyperplans affines contenus dans des 

éléments de f 
o 

Ce qui permet d'estimer T si T est un singleton et, d'une 

manière plus générale, d'obtenir : 

quel que soit E > O , il existe n1 5 n tel que, si n ï n1 , 

r c rc 

n,u,R 0,R 
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IV - E - S U P P O R T . DEFINITION ET ESTIMATION.-

Le support de la loi normale centrée et réduite II est IR ; 

N c 

mais, si 0 est l'origine de IR , II(B(0,3) ) est très petit. Il peut 

être intéressant de connaître, s'il existe, un convexe compact C, de 

volume minimal, rassemblant la masse d'une probabilité P à e près, 

où c c ]0,l|_ ; c'est-à-dire vérifiant P(C) = 1 - E . Un tel convexe 

existe si P est absolument continue par rapport à X. Mais si P est 

quelconque, il est possible que, pour tout borélien B , P(B) ̂  1 - e. 

C'est pourquoi nous définissons l'E-support d'une probabilité 

quelconque de la manière suivante. 

Soit P une probabilité vérifiant Q(P ,0) ̂  1 ; autrement 

dit P n'est pas portée par un hyperplan affine. Soit E un réel tel 

que 0 < E < 1 - Q(P ,0) . Puisque Q(P ,.) est monotone et continue à 

droite, le nombre t = inftt t M / Q(P ,t) > 1-E} existe et vérifie 

Q(P ,t ) > 1 - E > Q(P ,0). Alors l'ensemble S = (C e C / P (C) 5 1 - E} 
o o o c t o 

o 
est non vide puisqu'il contient {C e C / P (C) = Q(P ,t )} qui, 

o 
d'après le théorème I.E., est non vide. 

On appelle e-support de P tout élément de S . 

Tout E-support C de P vérifie : quel que soit C e C 

tel que A(C) < X(C ) , 

P (C) < 1 - E . 
o 

N 
C est donc un des convexes fermés de IR , de volume minimal 

t , qui rassemblent la masse de P à c près. 
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Mais, comme le montre l'exemple suivant, cette définition ne 

permet pas d'estimer un E-support de P à l'aide d'un E-support de 

la loi empirique d'un échantillon de loi P 

N = 2 .On reprend les notations du troisième paragraphe. 

2 
Soit 0 l'origine de JR et A = (0,100). Si P a pour 

densité par rapport à X la fonction ^ { Q t U ^ ) +{ ' B U . 1 / ^ ' 

alors B(0,1//2TT) est l'unique j - support de P et 

(u / ]nQ E ]N tel que, si n > nQ , B(0, 1//2ÏT) est un T - support 

de P } est contenu dans n 

tu / ]nQ t W* tel que, si n > nQ , P^(B(0,1//57)) > P^(B(A, 1//u)) } 

qui est de probabilité nulle ; en effet -1 , par exemple, est un état 

récurrent de la chaîne de Markov (Z ) * définie par : quel que soit 
n neJN r t n 

* 
n e IN , 

Yn ' Wl//5T> (V " W.I/Z^V et Zn = T \ • • 

Toutefois Po(B(A,1//ïT)) = 1 - -i CL, quel que soit C e C 

tel que A(C) < A (B(A, \//n) ) , Po(C) £ 1 - | ; donc B(A, Î//ÎT) a 

des propriétés proches de la définition d'un — - support de P . Nous 

dirons que c'est un pseudo E-support de P 

Plus généralement on appelle pseudo E-support d'une probabilité 

quelconque P tout convexe fermé compact C vérifiant : 

P (C ) > 1 - E 
O L 

e t , quel que s o i t C e C t e l que ,\(C) < A (t ) , 
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P (C) i 1 - L . 
o 

Dans ce qui suit S désigne l'ensemble des pseudo E-supports 

de P et on pose : 

A(e) - { t e IR+* / Q(PQ,t) - t -e} . 

S'il est clair que S conLient S , il est des cas où ces deux 

ensembles coïncident. C'est l'objet de la proposition suivante. 

IU.A. - ProposÂXÂMYi.-

S = S si et seulement si A(e) est vide ou réduit à un point. 
e E 

Démonstration : 

a) Supposons que A(E) soit vide ou réduit à un point. Alors, 

quel que soit t > t , Q(P ,t) > 1-e et, quel que soit t < t , 

Q(P ,t) < 1-E . Donc si C e S_ , alors A(C ) = t et, puisque 

P (C ) 5 1-e , C e S . 

o e e e 

b) Le dernier cas possible, compte tenu de la croissance et 

de la continuité à droite de Q(P ,.) , est A(e) B [t , t.[ où t > t . 

£ 
Soit C1 e C tel que PQ(C1) » Q(Po,t1> . Alors C1 e S 

mais, puisque S C C , C. i S . 
o 

Nous avons restreint notre étude au cas E < 1 - Q(P ,0) afin 

d'être assuré de l'existence d'au moins un e-support grâce au théorème 

I.E.. Mais si P est mesure discrète ayant un nombre fini d'atomes, 

nous avons déjà remarqué que, quel que soit t e IR , il existe C e C 
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tel que P(C) = Q(P,t) même si Q(P,t) - Q(P,0). Nous pouvons donc étendre 

la définition de l'e-support au cas où 1 > e > 1-Q(P ,0) et où P est 

la loi empirique d'un échantillon de loi P 

Cola va nous permettre d'envisager l'estimation d'au moins un 

e-support ou pseudo e-support de P 

Reprenons les notations du troisième paragraphe et, pour tout 

(n,u) e ]N * 9, , notons S l'ensemble des c-supports de P 
e,n,u " n 

n *̂ n *v* 
Pour tout n > 0 , S (S.) désigne le dilaté d'ordre n de S (S ) 
dans (W-

Il/.B. - Théorème.-

L'ensemble des u vérifiant la propriété suivante est de 

probabilité 1 : 

Quel que soit n > 0 , il existe n tel que, si n 5 n , 

S C S si A(e) est vide ou réduit à un point 
Li ^ I l | lu £ 

e t S C Sn s inon 
e,n,u e 

Démonstration : 

Soit Q l'ensemble des œ tels que (Q(P ,.)) * converge 

simplement vers Q(P ,.) et (PU) * converge faiblement vers P . 
o n ne JN o 

Alors, grâce en particulier au théorème III.A. , 

PrK^) - 1 

Soit u e îî. et n > 0 
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D'après la proposition IV.A., il s'agit de montrer que toute 

suite (cn)nc]M* » obtenue en notant C un élément quelconque de 

* 
Se n u Pour t o u t a e IN , est d - relativement compacte et possède 

pour valeurs d'adhérence des éléments de S . 

e 

Soit ^cn^n-jM*
 u n c telle suite. Pour tout n e IN , posons 

c
n ~ *(

c
n) • Alors la suite ^j^n-™* e s t bornée. En effet, puisque e 

est strictement positif et lim Q(P ,t) = 1 , il existe T e 3R+ tel 
t->+» ° o 

que 

Q ( P O , T O ) > 1 - e ; 

itt puisque lim Q ( P ^ , 0 ^ Q < P „ » 0 » i l e x i s t e n, e M t e l que, 
n ^ œ "' ° 1 

s i n > n , 

Donc, s i n > n , 

So i t T . = sup . t < + 
nclN 

1<Pn'V * ' - £ • 

n o 

* u 
Quel que s o i t n e IN , C e s t contenu dans un élément C' 

n n 

de C qui vérifie : 

Pn ( Cn } * ] " C > Q ( P
0'

0 ) * 

Les arguments utilisés dans la démonstration du théorème III.E. 

prouvent que tous les termes de (C^) * sont contenus dans une même 
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boule de ïï< . C ' e s t dune a u s s i l e cas des termes de (u ) _.* . 
n neIN 

Soit C la limite d'une sous-suite convergente, au sens de 

du » (C
u ) * de (Cw) * . Le lemme III.D. implique 

H nk keIN
 n n€lN 

1 - E <: Tïm" PW (Cw ) $ P (C ) 
. n. n. o o 
k >+» k k 

f i A(C ) - t , C e s t un t.-support de P . 

Sinon, d 'après l a d é f i n i t i o n de t , A(C ) > t ; e t C 
o o o ' o 

est un pseudo e-support de P .En effet supposons qu'il existe un 

convexe fermé C. vérifiant 

t. = A(C.) < A(C ) 
1 1 o 

et P (C.) > 1 - e . 
o i 

* 
Alors il existe k c IN tel que, si k ^ k , 

o o 

Q(P* ,t ) > 1 - e . 
k 

D'où, si k 5 k , 

c S t. < >.(C ) . 
n, 1 o 
k 

Ce qui c o n t r e d i t l e lemme I .A. qui indique 

lim A(CW ) = A(C ) . fl 
k->+<*> k 

Si S est un single ton, ce théorème permet son estimation. 

Dans le cas contraire, toute suite (C ) * permet d'estimer au moins 

un pseudo e-support de P 
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CONCLUSION.-

En l'état de ces travaux, rien ne prouve que tout convexe 

"réalisant" Q(P,t) soit, presque sûrement, une valeur d'adhérence 

des su Lies (C ) définies dans le troisième paragraphe. Cela ouvre 

des perspectives de recherche intéressantes surtout si on s'aperce

vait que tous ces convexes n'ont pas la même "probabilité" d'être 

une valeur d'adhérence. 

Il reste, pour compléter le quatrième paragraphe, à étudier 

la vitesse de convergence des estimateurs de 1'e-support d'une proba-

N 
bilité sur IR . Les résultats obtenus dans le troisième paragraphe 

nous poussent à penser qu'elle est exponentielle. 

Paul Lévy a démontré la décroissance en — vers 0 de la 

concentration, en t fixé, de la puissance énième de convolution 

d'une probabilité sur IR. L'auteur de cet article ( [i ij ) a pu établir 

2 
que, si P est une probabilité sur IR , la concentration sur les 

convexes fermés décroît vers 0 en — alors que la concentration 

. . . ^ i 
sur les boules fermées décroît vers 0 en -• . Les arguments figurant 

dans [j 1] nous permettent d'augurer, dans le cas d'une probabilité sur 

N 1 
IR , la décroissance vers 0 en — de la concentration sur les 

-N/2 ^ 
convexes fermés et en n de la concentration sur les boules fermées. 
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