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STATISTIQUES EXHAUSTIVES COMPLETES SUR
DES ECHANTILLONS CORRELES
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Reésume: L ‘erude des statistiques exbavsaves sur des echantillons carrelés condurt & cansiderer fes
Lamillescomplétes: lorsquelsstatistigue exbaustive ea n+ ! est faaction de /8 vaniable aléataire ea
a+1 et dep statistigues definies surl échuntillon de tadlle a, ' évelutian du reppact de vraisemblaace
ae dépead que del aléz ean+ | et des p statistigues.

Abstruct We consider complete famulies for sufficieat stat'stics . syppose that the sullicieat
sagsae 4 ome a+1 is & function of the random varinble and of p fixed statistics at ome o . it Is
prouvvedthutthe likelihoodratio L 5, /L, depends aaly on the random vartsble at time a+/ aad an
Lhep stutistcs.

Mots-cles: Exbavsuivire, Completion, Echaatil/oa correle.
Indices de classification STMA: 01-080, 02-070, 04-0%0.

1-INTRODUCTION

La notion de statistique exhaustive fut introduite vers 1920 par R.A. Fischer (5). En 1935, les
celebres ravaux de Darmois (4) oat établi [a refation profonde eatre I'exhaustivité et la famille
exponentielle dunsle cas d'¢chantillons a iragesindépendunts. Versla méme époque, Neyman (7)
remarquait la fuctorisation de la densite duns le cas d'échantillon corrélé. Biea plus tard, en 1950,
Lehmann et Scheffé (6) ont moatré I'unicité des statistiques complétes. En 1954, Bahadur (1) a
introduit la notion de stalistique exhaustive traasitive pour étudier des décisions séquentielles.
Depuis, a I'exception de quelques progres sur la loi exponentielle, I'intérét pour ces questions
semble se ralentir. On peut trouver une synthése sur ces travaux dans J.R. Barra (3) ou dans
O.Barndorff Nielsen(2).
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Cet article precise le role de la complenion dans 'etude de I'exbaostivité sur des échaatillons
correles: si 1'alea admet ua reswne exhausuf fy, 1 (resp.fy) 2 l'epoque a+1 (resp.s), on peut
toujours ¢cnre que fp 4 1 est fonclion de xp, 1 et de p statisiques (gl,gz,..,gp)=gp. définies sur
I'échanullonenn; s1ls familie estcompleie, onmontre que ladensité de la transition entre n et a+1
(lerapport des vraisemblances Ly, 1/Ly) ne depend que de xp, 1 et des p statistiques de Ep Si, de
plus, T, estreli¢ afy parune relution derecurrence, les transitions sont markovienaes.

2-NOTATIONS ET STATISTIQUES EXHAUSTIVES

Xy et un aled A valeur dans D C RX daat laloi depend d'uu paraméire 8. Notoas x,=(x1.x,...Xg)
un échaatillon corrélé de taille n ; soient Ly=p(x, | 8) la deasité de X, sachaat 0 dans 6=RY, et
fy=f5(xy). un nésumé exhuusiif de x ;.
En n+1,0n considére |'échantillon correle x, 1, la statistique exhaustive fp, | et la densité de
Xo1-Loe 17P(Xg4 1 18). On suppose que £, | dépend de x,, | et de p statistiques réelles sur Xq,
camposanies de gp=(gl 821 .gp) :

fav1=lp, 141 Bp) )
1 va de soi que I'on peut toujours écrire fy), | sous cette forme : il suffit, pour le vérifier; de choisir
p=nk et de poser xn=gp(xn). mais les cas inléressants seronl ceux o8 p est petit devant 1, ou
encore, p estfixequand n augmeate .

Le theoréme de Neyman(1935) permet de factoriser la densite L lorsqu'il existe un résume
exhaustif:

Ly=Aqg(xg) By(fy. 6) al'époque n
Lo+ 1=An+1(Xn+1) Ba+ 1(fn+ 1. 0) 4 l'époque n+1

ou les fonctions A ne dependent pasde 6 etles B ne dépendent que du résumé exhaustif et de 6.
Lalot de X, suchant Xy, auraune densiteégale aLy, /Ly, notee:

L+ 1/g( Xg4 -2 (X4 1) b(fpe 1. fp. 6) @
avec:
2(Xp41)=Ans 1(Xny1)/Ag(Xp)
e b(fa+1. fn. 8)= Bay1(fa+1, 8) 7 By(fy, 6)
Onadmetquetoutesles conditions mathématiques de dérivation ou d'intégration sont remplies pour
justifier les calculs.
3-STATISTIQUES COMPLETES.

Ladefinition d'une famille compléte s'¢critici (voir Barra):



. 3.

Definition
Lafamilledeloisde X, 1, sachantx,, dedensité Ly, 1/L;. est compléte si, pour toute statistique
W=w(Xp,1), vérifiaat : | Dw(xn+1) {Ln+1/Ly)(xy, 1) dxp 4 1=0; pour tout 8 dans © et pour tout

xnﬁxe. ona: W=0.
4-STATISTIQUES EXHAUSTIVES COMPLETES

Rappelonsque, si laloi est complete, il y a unicité de la statistique ayant une espérance fixee d'aprés
lerésultat de Lehmann-Scheffe (7)

Proposition §
Soient une statistique exhausuvefy, 1, 4 1'époque n+1, de la forme fy, 1=fn 4 1(Xn+ 1. Bp) ety a
I'époque n; si la famille de lois de Xn+1, suchant x,, dedensité Ly, 1/Ly, est compléte et a un
support D indépendant de Xy, alors, cette deasite s'écrit :

Lo+ t/ln(Xae1)=2 (Xp4+1, Bp, f0) blfny1. 1. 8)  (3)

ov ane dépend pas de § et ou b ne depend que defy, 1, f; et 6 .En outre, fy s'exprime en fonction
des seules statistiques Ep.

Démoanstration

* 11 suffit de démontrer que le terme a(x,, 1) dans Ly, 1/Ly, dans la formule (2), ne dépend que de

Xg+1. Bp. fa . Encecas, larelution (3) est vérifi¢e et,entenant compte de la relation (1), I'équation :
®8p: 0)=] D {Las1/Ln} (Xn41) dxgyq -1=0

détermineuaerelatianentre gy et fy vérifiee quel que soit 6.

*Sait larelation d'équivalence entre deux echantitlonsfixésdetaillen:

Xp~Yn
sietseulementsi:

fn(xp)=Tn(yn)

8i(xn)=8:(yn) i=1,.....p
Cette relation induit les relations suivanies:
-sur les resumés exhaustifs, en vertu de larelation (1) :

f0+1(n+ 1, Xp)=ln+ 1(Xn+ 1. Yo) pour tout X, 1 de D.
-et, sur les densités :

Lo+ 1/ln} X0+ 1. Ya)=a(Xn 4+ 1. Ya)o(fqs 1. T, 6)
=a(Xp4 1. YnVa(¥n4+1. Xp) {Lns 1/Ln}(Xp41. Xp)-

*Or, on a, pour tout xp, fixe :

I D {Ln‘f‘ l”‘n}(xn'l' 1 ‘n)- dxn+ l=l
Deméme, pourtout y, ~Xg: ’



I D{Lp+ t/La}(as 1. Yo)- dxpy =1
mais, la relutionsur les deasités permet d'écrire

| D #Xn+1. Yn)/alXn+1. Xn){Lns 1/ln}(xp, 1. Xp)dXp4p=1
dés que xp~yy.
Enretranchant la derniére équation de la premiére, onoblient :
D (1-algy 1, yoValiar 1. Xp)H{ Loy 1/La} (a4 1, Xg)d¥p41=0
Comme lastatistique est compléte, ag endéduit que: 1-a(Xp 1, Ya)a(¥y4 1, Xp)=0 désque x,-y, .

1-Enfait, larelulion d'équivaleace ne porteque sur gp, puisque fy s'exprime vniquement ea fonction

de gp .

2-Laproposition conduitarechercher les statistiquesgp sur X, les plus globales possibles, au sens od

le npombre p de camposantes de ¥p distinctes doit étre le plus petit possible: g sera plus global que h si:
fo+ 104t Bp)=Tn 1 &nyy Bg) @)

pourtout X, 1, avecp <q.

Parexemple, on peut eventuellementtrouveruae fonction g qui soit fonction de plusieurs fonctions h,
etainsi de suite. Si p est minimum, on diru ulors que gp est lamemoire de X4 sur Xy,

3-Danslecasoufpyq=f (g, . fy) la deasite de Xp, 1, sachuar x; ne dépendra que de xg, 1 et
defy.

S-INDEPENDANCE DE Xg,1 ET DE X, CONDITIONNELLEMENT A’ gp.

Ceci résulte du fuitque D ne depend pas de xq et de (3).

Sous les conditions de la proposition 1, X, g et Xy sont independants conditionneliement & g,
Demonstration:

Soient A un évésement ne dépendant que de Xy, 1 et B un événement ne dépendant que de X;.0n se
fixe gp et on compléte labase formeée par cet ensemble de composantes par (g p+1 v-Bnk)~Bnk/p ,

de sorte que (Xp, |, Xp) soil enbijection avec (Xp4 1, gok)-Soit] lejacobiende cette trandformation : i
ne dépend que de X, . Laprobabilite de A, B suchant Bpsécrit:

Prob (A, Bigp}=] Alg a1 (BYgp I (Lavi/la)ln Ygakip Sxaet

Or,J Ly ne depend quedexy, et {Ly,1/Lg}, que de Xp, | erde gp, etest ainsiindependant de Bak/p’

Prob {A, B/gp} S| Algplgnk/p'l(ﬂ)/SP (Xn+1.Xp) Ln dgnisp Hne 1
=]A,gp{]~n+ 1/La) a1 X)W g gy} (BYigp I Lad8niplvast



.S,

'IA/gp {La+1/La} (¥g+1.X0)) dxne1) Bnk/p'l(B)/gp JLg dBnklp
=Prob[A/gp}Prob{ B’Ep’

d'ou, le resuluat.

6-GENERALISATION ET INTERPRETATION

Daas ce qui precede, le domaine D est indépendant de X, ; I'examen des démonstrations montre que
I'on peutassouplir cette condition restrictive et laremplacer par: D est fonction de Bp sans changer les
conclusions obtenues.
Enréesumé, I'échantillon x, se décampose en deux sous échantillons: le premier, 8p. conditianne
Xq+1, etle secand, engendre par goy, estindépendantde X, 1, conditionnellement au premier.
On peut aussi constater, sur lu structure de Ly, 1/Ly, que les seules statistiques exhaustives possibles
sont:
-8 1'époque g, des fonctions de Bp:
-al'époque n+1, des fonctians de Bpetdexy,q.
wnais , oa ne peut ,actuellement , preciser lerole de gp dans {, car les deux relations entre Bpetiy:
fart=fpy 1 &ap Igp)
et
(3 fn )=0
ne permetient pas, sans lrypotheéses supplementaires, d'exprimer gp en fonction de f Par exemple,
notoas f (fy ....fp)  si fppy=f, () +l.fn), oa af =gp, muis la relation Of . I )=0 peut éure
vérifiée,a priori , par des statistiques trés variées snrin.

7-RECURRENCE DES RESUMES EXHAUSTIFS

Ounsuppose maintenantque fy et fy, | sont liés par une relation de récurrence du type:
fn+l=fn+l(xn+l-fn) )
€L, que ceite relation réalise unebijection entre f a+1 € Xn4 1, pour £ fixe.

On retrouve ea ce cas un résultat indiqué par Bahadur, sans démonstration, en 1954, et sans supposer
lacomplétion

Définici
Soit {5, une suite de statistiques exhaustives ; f,, est transitive si, pour tout événement A, ne dépendant

que de Xy, 1, luprobabilité conditionnelle de A, sachant x,, ne depend que de fa.
Encecus:

Proposition 3 ;

Soit une suite de statistiques exhauslives completes, reli¢es par larelation (5); f, pestiraasitive.



Demenstrution:
11 suffit deremplacer fy, .. pur (5) dans lu formule (3).

Pour que lu moyenne soit exhaustive <t compiéte, elle doit, au moins, avoir des transitions
markovieanes.

8-EXEMPLES

Les exemples qui suivent, ne font qu'adupter au cas qui nous interésse, des résultats connus sur fa
fumille exponentielleet permetient de caructeriser campletement luloi d'une transition en fonction de
Xoppfpetf g
xemplel
Determinonsa(xg, 1, Bp. fg) quand b(fy, 1, fy, 8) est définie par:
b(fa+1. fo. 8)=h(8) exp(-<Cp,+1(8), Ty, 1>+<Cq(B). f>}
I'equation K¥p: {p)=0s'¢€critici:
Ipb(8) expl -<Cn1(8). I, ;>+<Cq(B). f,>} dxgy1=1
Si fn+1estenbijeaionavec Xp4+1 €t si on suppose Cp,1(6) =6, on a une transformation de Laplace
(lastatistique est donc campléte) et on peut resoudre aisement cette ¢quation en cherchant :
-0(xp41. f,, 1) sotution de:
fpu exp{ -<8.fp,1>} dxp,y1=Cy(8)
V(Xg4l, fm_ 1) solution de:
fpv exp( -<8.fns1>) dxn+1=h(9)
On en déduit I'expression de u:
a=Z (-1)P/p! v*( <y, fn>)'P

Exemple?
Si: fori=lp, 1 () +y
on pose : dn=e-Cn(e)
Si u et v sont solutions de :
fpu exp{ -<8. lp41>) dxg,y=dy
fp v exp{ <6.1p41>} dxg, 1=h(B)
on obtieat:
a=Z (L/p!) v*(<u,f>)°P
mais, ic1, Ut v ne dependent que de X |-

Tous ces resultals sont bien conformes a ceux prevus par la proposition 1.
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