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Résumé : Reprenant les travaux [9] [19] [2], nous présentons les 

distributions asymptotiques des estimateurs du maximum de 

vraisemblance approchée pour un modèle de régression dont les 

résidus constituent un processus spatial stationnaire coloré. 

Comme illustration de ce modèle, nous considérons le problème 

classique de l'ajustement d'une surface spline bicubique, mais 

avec des écarts d'ajustement spatialement autocorrélés ; une 

méthode numérique est proposée. 

Abstract: Following the papers [9] [19] [20], we présent the 

asymptotic distribution of the approximated maximum likehood 

estimâtes for a régression model whose the residuals are a 

colored stationary spatial process. To illustrate this model, 

we consider the classical probien of the fit of a bicubic 

spline surface but with colored spatial déviations; a numerical 

method is proposed. 
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I. INTRODUCTION 

Les modèles de régression avec résidus non indépendants 

ont été largement étudiés. Le plus souvent, les résidus sont 

asujettls à un modèle ARMA et l'estimation des paramètres est 

pratiquée en maximisant une approximation de la vraisemblance, 

Pierce [16]. Ces dernières années, des travaux ont étendus ces 

résultats à des modèles avec résidus spatialement autocorrélés 

Ord [15], Mardia [13]. Pour situer les notes qui suivent, 

citons deux domaines d'applications qui prennent en compte 

l'autocorrélation spatiale: les expériences sur champ, Martin 

[14], l'analyse de texture et la restauration d'image, Kashyap 

[11], Chalmond [7]. 

Le modèle de régression spatial s'écrit: 

zr»s ~ Ç Ç X ( P l S ) , ( k l l ) Ait,* + y r f S (*) 

2 

où (r,s) 6 % . En posant t=(r,s) et q=(k,l), on notera: 

zt - Z L Xt,q 0, + yt - Xtj3 + yt 
t 

Le processus z a été observé aux sommets d'une grille de 

taille n-ntn2 suivant: {z r, s; Kr<n l t l<s<n 2). Les Xc,q sont 

des variables certaines et les 0q sont les coefficients 

de régression inconnus. Le processus des résidus y est un 

processus statlonnaire au second ordre, centré et régulier. 

Dans l'application [7], les résidus constituent un bruit 

ou une texture et la composante Xt0 de la régression représente 

l'image dêbruitée ou la surface portant la texture. Les 

objectifs poursuivis dans [7] sont: le débruitage, la caracté-

rlsation de texture, la détection de bord et la compression 
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d'image. Dans ce but, il faut alors définir les résidus et la 

surface, se donner une méthode d'estimation ainsi que les 

propiétês de cette estimation. 

Au paragraphe II, nous rappelons des résultats maintenant 

classiques sur la définition des processus spatiaux, Guyon 

[10]. Dans cette esprit, y n'est pas défini par un modèle 

paramétré particulier, mais par une densité spectrale, ce qui 

permet de travailler dans un cadre général et ainsi d'énoncer 

des propriétés statistiques valides pour plusieurs classes de 

modèles. L'étude du comportement asymptotlque des estimateurs 

basés sur une approximation de la vraisemblance est menée 

directement à partir des travaux de Whittle [20], Walker [19] 

et Guyon [9]. Au paragraphe III, un modèle de régression 

particulier est entrepris, permettant l'estimation de la 

tendance spatiale: les Xt,q sont des fonctions splines 

bicubiques, DeBoor [2]. La mise en oeuvre numérique est faite 

pour des résidus régis par un processus spatial autorégressif 

unilatéral (ARU). 

II. REGRESSION AVEC RESIDUS SPATIALEMENT AUTOCORRELES. 

II. 1. Définition des_ résidus. 

Le processus des résidus y du modèle (1) est une suite de 

variables aléatoires indexées par Z , telle que E[yr,s]<«>. y r, s 

appartient donc à l'espace IL des v.a. possédant un moment 

d'ordre 2: cet espace est hilbertien pour le produit scalaire 

<x,y>=E[xy], Le processus y est stationnalre au second ordre et 

centré: E[y r t S]=0, Cov(y r, S,y r + k, s + t)-r k ,i=r-*.-t . Vr,s,k,fi. 

Le processus y a alors une mesure spectrale que l'on suppose 

absolument continue de densité spectrale î{®i,&2). Le processus 

étant 1 ' échantillonnage {...,y(r-nA,s-mA),...,y(r,s),...} avec 

A=̂ l d'un processus continue, la fréquence spatiale {mlt(o?) 
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varie dans T̂ ]-7t,ït] . On montre alors que: 

rk 
1 f Koijk+Waft] 

i * —i f ( © i , « 2 ) e 
4K J 

dm 

î(m1,©2) - E E rkf» e 

(kfB)6Z
2 

•I (û»1k + (02 £ ) 

(2) 

(3) 

L'ordre lexlcographique sur Z est l'ordre total suivant: 

(r1,s1)<(r2,s2) si et seulement si r1<r2 ou r1=r2 et s 1<s 2. 

Ainsi pour tout (r(s), on fait apparaître une notion de "passé" 

et de "futur". Les résultats de la théorie de la prédiction 

linéaire dans L , Anderson [1], s'étei 

y est dit régulier lexlcographique si: 

linéaire dans L , Anderson [1], s'étendent à % . Le processus 

a = Exp[-
1 f 

; 2 L o g f (<Bj f 
4* J 

Û > 2 ) d o ] > 0 (4) 

a est la variance du processus d'innovation e, bruit blanc, 

dans la décomposition de Wold: 

Yr.s = e r . s + L L "i,J * r - I i s - J 

<i,j)>0 

(5) 

qui est une représentation spatiale moyenne mobile unilatérale 

d'ordre infinu MAU(~) . Sous la condition J*f" (a>1 t<û?)dm < *>, on 

a de plus la représentation autorégressive unilatérale d'ordre 

infini ARU(~): 

y r , s
 + E E 9i,J Yr-i.s-J * er,s 

(i,j)>0 

et aussi la représentation markovlenne: 

(6) 

y r . s
+ L L ^ i . j y r - i . s - i ^ e r . s 

< i , j ) * 0 

(7) 



où e r t S est un bruit stationnaire coloré, orthogonal à y t, u si 

(t,u) * (r,s). Le processus est dit alors régulier non ordonné. 

Pour chacune de ces représentations la densité spectrale d'un 

tel processus est: 

, - Iû»* - I<U2 2 

f («lv«,) - * I8(e ,e ) | (5.1) 

- ff |!P(e \ e ) | (6.1) 

y -IOI, - I © 2 

- <r2/A(e Je ) (7.1) 
e 

avec: 8(B 1 VB 2) - 1 + E E «i.J Bt B2 (6.2) 

(i.J)>0 

-P(Bt>Bs) - 1 + E E «M.J BÎ BÎ (6.2) 

(i,J)>0 

A(B 1 (B 2) - 1 + E E *i.j BÎ BÎ (7.2) 

(i,J)*0 

(6.1) peut encore s'écrire: 

-K©il + (»2J) -2 

(i,j)>0 

où dj,j-q>i,j/ff avec 90,0=1. En développant cette expression, 

f"1 est une série de Fourier de coefficient a k ( 4: 

-I(»1k+02B) _! t % 

t(<ùltu9) - [ E E «k.ie ] (8) 
(k,l)€Z8 

où: «k.i = E E di fj d i + k t J + l 

(i,J)>0 
(i+k,j+fi)>0 

i r , i ( « & k . 0 2 i 

4K J 
dû) (9) 



Par la suite, nous supposerons que la densité spectrale est 

définie par un nombre fini de paramètres 77. 

11.2. Approximation de Whlttle de la vralssemblance. 

Si on suppose pour l'instant que le processus des 

résidus est gaussien, alors sa densité de probabilité s'écrit: 

p(y) - (2jra2)"n/2|V(Ç)|'1/2Exp[ 2 Y'V(Ç)"
ay] 

2a 

2 2 

pour la paramétrisation >? = (£,a ) et où a V(Ç) est la matrice de 
variance covariancede y. Le logarithme de la vraisemblance est: 

MC,or2|y) - - -Log|V(Ç)|- - Log(2ff<72) 2 y ' V m ' N 
2 2 2a 

Une première transformation de cette expression consiste 

à travailler conditionnellement au bord, c'est à dire à 

reprendre la transformation (6) en posant yr,s « 0 si (r,s) 

n'appartient pas à la grille d'observation D. Ainsi, le passage 

de e à y est unlvoque et: 

MC.cr'ly) * - -Log(2ffaa) 2 E Ek Ur. sIY 0)
: 

2 2a (r,s)6D 

où Y0 rappelle le conditionnement. La somme des carrés 

résiduels conditionnels notée S(Ç), se dévellope comme suit: 

s(ç) - E E. n C E E *i,t yr-i.s-j]
2 

(r,s)€D (i,1)>0 
(r-l,s-j)€D 

et approximativement: 

SU) # n ['L n*L c*.iC ME, l a n ^i-^i*k.J*t] 
k=~n,+l ft=-n2+l (i,j)>0 

(i+k,j+k)>0 

(10) 



c k, 4 = - E E. n 
n (r,s)€D 

(r+k,s+ 

Yr f s v r + k # s + I 

*)€D 

En tenant compte de (9), il vient l'approximation: 

— 2 - # n E E C k ( l *kll(ri) 
a (k,T)€© 

où © désigne le domaine ]-nj,n:[x]-n2,n2[ . Pour des problèmes 

de biais qui seront précisés plus loin, 11 est proposé dans [9] 

de remplacer Ck , ê par l'estimateur Gk , i=n1n2Ck,,/((nj-k)(na-l)) 

estimateur non biaisé de Tk.t: 

S(Ç) 
2- * U(>?) - n E Ç Gk,, «„,,{17 (k,T)çï) 

(il) 

L'approximation du logarithme de la vraisemblance est à 

une constante et un facteur près: 

L(ÎJ I y) - -n Loga - U(n) 

>gf(©,») da> - U(>?) 
n f - ~ 2 Loi 

4x J 
(12) 

U(q) peut revêtir une expression approchée si on Introduit 

l'estimateur de f appelé spectrogramme: 

,c-) -cï.W" c -I(©!k+©2 fi) 
(13) 

et à p a r t i r duquel: 

1 f Kft.k + tfa*) 
. t ~ - - 2 P ( « ) e 

4x J_ 
do» 
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D'où en tenant compte de (8) 

U(T?) # -
n f F(<») 
— ? d» 

* J f(û>,7î) 

(14) 

II.3. Distribution asymptotique des estimateurs. 

Revenons au modèle de régression (1). Les paramètres 

inconnus £ = (n,0) sont estimés en maximisant la fonction: 

L T I U I Z ) 

n f 
— 2 Logf(o>, 
4 K J 

>?) do» - U f lU) (15) 

On note: q=(k,£), t-(r,s), a».q*(»1k+w2l, n q-(n a-k)(n 2-E) 

n f F(Û»,|3) 
U n(Ç) - n Ç a q(rj)G qO) # --2 7 7 — 7 7 

qeï) 4* J f(o»,p) 
dû» (16) 

Gq(/3) E (Zt-Xt0)<Zt+q-Xt + q0) 
nq tÇD 

t + q€D 

ô* J 
la», q 

F(û»,j3) e dû) 

F(o>,0) - E Gq(|5) e 
q€D 

-lai. q 

fo - (lot^o) désigne les vraies valeurs des paramètres et £ n 

leurs estimations. 

Les hypothèses sur le modèle (1) sont: 

(1) le processus des résidus yt a une représentation station-

naire du type ARMA unilatérale ou du type markovien de 
2 -la» 2 ~Itt* -t 

densités spectrales respectives f(a»,7j)«=a |9(e ) | \9{e ) | 

et f(w,îj)=(F2/A(e ) où 9, «p, A définis par ( 5 . 2 ) , ( 6 . 2 ) , (7.2) 
e 

sont d'ordre fini, c'est à dire qu'ils n'ont qu'un nombre fini 

de paramètres non nuls. (D'autres formes sont possibles [ 9 ] ) ; 
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(ii) les variables de régression Xt,| sont telles que: 

-1/2 -Iffl.t 
lim n Z X t lje est définie Va€T et la natrlce de terme 
n*> t€D 

lim n" Z E <*u- t ('ïo )xt » ixt , J est Inversible, 
n» t,u€D 

Proposition: Pour ce modèle et la vraisemblance (15) les 

propriétés asymptotiques classiques s'étendent: 
A 

. £n converge en probabilité vers (0. 
1/2 A 

. n (€n~fo) converge en loi vers une gaussienne centrée 

de matrice de variance covariance V (donnée à la fin de ce 

paragraphe). 

La démonstration de ces propriétés suit celles données 

dans [18], [19], [9]. Ici, nous donnons seulement les éléments 
A 

de la démonstration de la seconde propriété. (n est solution du 
( j > A 

système Ln (£n)=0, l'indice supérieur j désignant la dérivée 
ieme 

par rapport au j paramètre de f. La distribution asympto-

tique des estimateurs du maximum de vraisenblance s'obtient en 

partant du théorème de la moyenne appliqué à Ln (€ n): 11 
A A 

existe un vecteur €»€[Ç0tfn3
 t e l que: 

où plim f,~êo- Sous forme matricielle, il vient: 

Hn<£.) n W 2 ( ê n - « 0 ) - Bn(£0) 

avec: H,, ( 6. ) i j — n Ln (£,) et Bn(£0)j - n Ln ({<,)• 

La convergence en distribution de n (£n~(o) découle de 

l'étude la convergence en probabilité de Hn((«) et de la 

convergence en distribution de Bn(€o)- Pour 0O connu, la 

conclusion est donnée par la proposition 4 de [9] qui étend 

le théorème 2 de [19] dont la démonstration dans le cas de % 

est très détaillée. Pour notre modèle de régression cette 

démonstration est peu sensiblement modifiée: 
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a) plim Hn(£.)-H„(i)0). Pour cela, on considère: 

n - i L : i j ,
( { . ) - - - i [ L : i , , c e . > - L : i j , c e . ) ] • 

n _ 1[Li I J ,(e.)-B[I.; U >«.)]] • n-'EtL^'lf,)] 

• Le premier terme de cette décomposition converge en probabi
lité vers 0. Il s'écrit: 

1 f f(«»,». 
— 2 Log 
4* J F<»,0 O 

\<* - c u ; l J > ( « . ) - u ; l J , ( « o ) ] 
0 ' 

L'intégrale converge en probabilité vers 0 car elle est conti

nue en )?.. Quand les dérivations portent 77 et /3, la différence 

des u; U ,est: g ^ ' ' (». )GJ J ' (*. )- «q ' ' ( „0 )Gq
 J ' O 0 ) 

En appliquant le théorème de la moyenne à GqJ>: 

G^'o.) - oi J ,o 0) + £(0.-0o)k 6i
Jk)(/s.) 

où 0 +€[0 o,0,], cette différence devient: 

K q€X> qçfl 

Vk, en notant h=f , l e premier terme de c e t t e somme s ' é c r i t 
comme ( 1 6 ) : 

U.-0o>k 7~J F U k V ^ + ) h ( 1 , ( a . , ï î J 
4K J 

dû> 

dont la majoration 

IP."PoU "-J |F ( J k ,(»,P +)| 4K J do» 

converge vers 0 en probabilité car pour n suffisamment grand: 
\n*-riQ\<ô et M est la borne supérieure de |h c * ' (0, 17) | en 
m et 77 avec |ï7-rj0|<5 et par ailleurs: 
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r ( l k > / a * ^ / , ( J k , * « v - I » - q 
F (w,P+) - E A Gq (J3+)e qÉD 

2 -I©.q 2 -I©.t I«.t 
~ £L -.5« xt+q,jX t,k

e * ~ E xi.Je E X l f ke n q6© t€D n t€D t6D 
t+qeo 

est difinie quand n—>«• de par (il). Le deuxième terme de la 

somme s'écrit aussi: 

1 f r t J > / 
4ff J 

fio) [h (»,?),)-h '(«.^oîld» 

qui converge en probabilité vers 0 suivant les mêmes considé

rations que précédemment par majoration de la différence des 

h en utilisant une nouvelle fois le théorème de la 

moyenne. Quand les dérivations portent sur fi seul ou sur 77 

seul, la convergence est établie de manière semblable. 

* Le deuxième terme de la décomposition converge en probabi

lité vers 0. Quand les dérivations portent sur r\, la variance 

de ce terme tends vers 0 par application de la proposition 2 de 

[9] entraînant la convergence en moyenne quadratique et donc 

en probabilité. Quand les dérivations portent sur fi, ce terme 

est nul et quand les dérivations portent sur »? et fi, la 

convergence s'obtient par un développement comme ci-dessus. 

• On a donc: plim -n " lL^ 1 J *(£,) — l i m E[n" 1hi
ft
 lJ } ( £0 )] - H J J U O ) . 

Quand les dérivations portent sur ri, alors d'après [19] , [9] : 

u ,* . A „« ,* , X f 3Logf(«,î7o) 3Logf(©,i)0) 
H|j((o) - H l u ( £ 0 ) - — ?

 d" (18) 
4JC J dm 3T7J 

Quand les dérivations portent sur n et fi : E[n"*L**J*(£0)]«0. 

Quand les dérivations portent sur fi : 

Hij(£0) - lim E «q(7?0)Gq
iJ)(Z30) 

n*> q6£ 
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2 2 
# lim - E «q(>?o) E xt.i xt+q»J — H * — E E *u- t ( *ïo ) x t . lxu . J 

n~ n q€D t€D n~ n t€D 
t+q€D uÇD 

et d'après (9) et l'hypothèse (il): 

2 f -Io>. t Io>. u _ « 
Hij(£0)=lin H E x t . i e E X U ( J e f (o»,n0)d« (19) 

n~ n4* I t€D u€D 
T 

que l'on note H2]j(£ 0). H(£ 0) est une matrice bloc diagonale 

qui ne dépend pas de j90; on la note: 

t rHl(77o) 0 ] 

L 0 H2(»0)J 

b) B n(£ 0) — > B: LG ( 0 , W(T7 0 ) ) . 

lim E[Bn (£0 )]*=0. Quand la dérivation porte sur riQ,la. nullité 

de cette limite tient au fait que Gq a été considéré au lieu 

de Cq ; sinon, il existerait un biais asymptotique [9]. 

Exprimons alors: 

lim E[n" 1Li i )(£ 0)Li
J )(£ 0)] = W(£ 0) 

Quand les dérivations portent sur 77, alors la sous matrice 

correspondante dans W, notée Wl, s'écrit d'après [19], [9]: 

A 
Wl(£ 0) = 2Hl(r70) + F(TJ 0) - W 1 ( T ) 0 ) 

K 4 f 3Logf (Û>,T70) f ôLogf {©,»7o) 
Fij(*o) - 7 — - 4 d© dm (20) 

(2K) J BïJi J 3?7j 
T T 

où K 4=E[e t]. Quand les dérivations portent sur n et fi: 
wij(fo) = 0- Quand les dérivations portent sur fi seul: 

n Ln ( £ 0 ) = n E aq{ri0)Gq (fi0) 
q6D 

# n ' 1 / ? E^ L « t - u ( » ? o ) ( - x t , j y i i " x u , j y t ) 
t€D uÇD 
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E[n - 1L^ l ) (fo)L^J>(£0)] » - E L «t-u«r- sE[X t, i y uX r i Jy s] 
n t,u r,s 

4 
— — £ x t t i X P t J E T u _ s

a t - u a r - s 

n t, r u , s 

Or avec (9), on montre que EU7U-s«t-s^l si t«s et 0 sinon. Par 

conséquent : 

W u ^ ) - lim - E Ln
 xt.iXr.J«t-r<»o> 

n» n t€D r€D 

qui n'est autre que l'expression 2H2jj(£0) à un facteur près: 

A 
Wij(£0) = 2H2M(r70) - M i j ( » 0 ) (21) 

Enfin, la limite gaussienne se démontre comme dans [19]. 

Epilogue: n (£n-£o) — > H ( TJ 0 ) " B. La matrice de 

variance covariance asymptotique est: 

-1 -1 F vMiîo) 0 1 
V(i7o) - H(770) W(n 0)H(ï7 0) -

L 0 V2()7o) J 

. " 1 

0 " 
OÙ: Vl(77o)=Hl(>j0)"

1[2Hl(>7o)+F('7o)]Hl(>7o)"1, V2 (î|0 )=2H2 (r)0 ) 
A A 

sont définis par (18), (19) et (20). i7n et fin sont asymptoti-

quement non corrêlês. 

II.4. Cas particulier: modèle ARMAU, 

Le processus des résidus y est régi par le modèle ARMA 

spatial unilatéral d'ordre fini: 

9 e 
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où D et D sont inclus dans le demi-plan positif {(i,j)>0), 
9 9 

avec g>0 , 0=1 , 0O,O-1. Sa densité spectrale est: 

* -la» ? -la» _ * A » 
f(©,77) - a |8(e )| \9(e )| * - a g(a»,Ç) 

e t étant un processus d'innovation, 11 vient à partir de (4): 

r a 
Log g(û»,Ç)da» « 0, | — - Log g(a»,Ç)d« » 0 (22) 
Log g(a»,Ç)da» = 0, 

Ces égalités permettent d'exprimer W. Par exemple, pour la 
Aa A 

covariance asypmtotlque V u entre a et 0 J t on calcule: 

Fi j (77)-0 et 

Hlij(T7) « — 2-9 
4R a 

•la», j 

-la» 
8(e ) 

da» = 0. 

Cette dernière est nulle car elle correspond à (22) avec 
_ la» 

g(o»,Ç) « 6(e ), 6 étant unilatéral. Les autres termes FJJ et 

Hlij se calcule de façon semblable; ainsi, pour la covariance 

asymptotique entre Oj et 0j , on calcule: F£j(77)=0 et 

Hlij(ij) 2 

4x 

-Ia»(i-j) 
e 

do» * 2r 
-1a» 9 9i t 

|8(e ) | 2 iJ 

(23) 

Le résultat est: 

Vl(ff ,*,9) 

a (2+ K 4) 0 
r r 

9 %9 
r r 

99 e 

A 2 A A 
a et («», 0) sont asymptotlquement non corrélés. r définie en 

e 
(23) n'est autre que la fonction d'autocovarlance associée au 

-la» _ 2 
spectre |8(e )| . Similairement, r est la fonction d' 

9 
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- 1 « _ 9 
autocovarlance associée au spectre \9(e )| et r est 

- l a » , -la» _ j 99 
associée au cospectre [9(e )9 (e )] . Enfin, en développant 

-la» -la» -la», q 
9{e )/9(e ) suivant E #qe , de (19) il vient: 

q?0 

[ V2(n)- 1] l J « lim — 2 E n [ ~ T
x t . i ] C ^ x t , j ] 

n« na tÇD 8(B) 8(B) 

où B=(BlfB2) est ici vu comme l'opérateur retard ligne-colonne 
k t 

sur t=(r,s): B tB 2X { P, s,,i=X ( r_ k, s. (,,j. On retrouve ainsi, les 

expressions données par Pierce [16] dans le cas de régression 

avec résidus ARMA sur Z. 

III. RECHERCHE DE LA TENDANCE SPATIALE. 

Le processus z observé {z r, s; K r ^ j j K s < n 2 ) est mainte

nant régi par un modèle ARU non stationnaire au premier ordre: 

Zr.s - Pr.s + yP,S (24) 

Pr » s:s=E[Zr , s] est la tendance spatiale qu'il s'agit d'estimer. 

III.l. Régression sur fonctions splines bicubiques. 

Mr. s est supposé être l'échantillon d'une surface bicubi

que par morceaux de la manière suivante, DeBoor [2], Prenter 

[17]. Soient <r0,...,r } et (Àlt...,Â } deux sous ensembles 
K+l L+l 

d e '* ni) et {1 n 2 ) . Ils constituent chacun une 

partition Pr sur l'intervalle [l.nj et fPÀ sur l'intervalle 

[l,n2] telles que r0-l<r1<. . .<r =nt et Â^KÂ^K. . . « «n2 

et de là une partition P sur [1 ,na]x[l, na] s u i v a n t e s 

rectangles R k 4=[r k.j,r k[x[* 4. a , Xt[. On suppose que les pas 

p s»rk-rk_a et p ssXi-Ài_1 sont constants. 
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On définit les fonctions splines bicubiques sur IP comme: 

S « (f:[1,na]x[l,n?]—> R telle que: 1°) f est un polynôme de 

degré 3 en r et s, V Rkt; 2°) fÇ. C4 : 3 * f/3r 3s est continue 

pour 0<p,q<2). S est de dimension (K+4)(L+4). Donnons une 
P 

de cet espace à partir des fonctions B-splines sur IPr et P/t. 

On définit les B-splines de rang k sur Pr au moyen des 

différences divisées d'ordre 4: 

r k-4 3 k-4 
Nk(r) = E,(r-r,)t / IlCrj-t,) 

i=k j=k 

où re[l,nj], k=l K+4 et (r-r i ) «.«r-r j si r>ri( 0 sinon. Nk 

est nulle en dehors de l'intervalle [tk-4»rk]« Cette 

définition nécessite d'étendre l'ensemble <rk) suivant 
r 

le pas p : r_3<r_2<r_j<r0<...<r <r <r <r . {Nk; k«l,.. 
r K+l K+2 K+3 K+4 

..,K+4( est une base des fonctions splines cubiques sur Pr : 

S - (f:[l,n3]—> R telle que: 1°) f est un polynôme de degré 
Pr P P 

3 en r, V[r k„ 1,t k]; 2°) 3 f/dr est continue pour 0<p<2}. On 
définit de même sur PA la base (Nft; ft»l L+4) de S . L a 

r À \PÂ 
base de S est alors {NkNt; k=l,...,K+4; (»1,...,L + 4} , (voir 

figure 1): VfÇS , Vr,se[1,na]x[l,n2], f(r,sHEkEiPk,Nk(r ) Nt ( s ) 
P 

et en particulier: 

K+4 L+4 r À 
f*rs - E E N k ( r ) N f t ( s ) 0 k l 

k=l H-l 
(25) 

III.2. Mise en oeuvre numérique. 

Dans ce paragraphe, un tableau de nombres, disons t, a 

deux représentations possibles: la forme matricielle notée 

[t] et la forme vectorielle notée t. t est remplie suivant 

l'ordre lexlcographique ligne à ligne sur [t] , c'est à dire 

la première ligne de [t] est placée au début de t, puis la 

deuxième, etc.. Avec ces conventions, le système (25) peut 



17 

s'écrire fi « Xj3 , où X est une matrice (n «n 3 , ( K+4 ) (L + 4 ) ) dont 
- r X 

la ligne (r-l)n2+s est le vecteur ((N k(r)N ((s); t»l,..,,L+4); 

(k=l,...,K+4)). Même pour des champs de petite dimension un tel 

système est gigantesque et donc impraticable. Il faudra donc 

essayer d'utiliser la propriété de séparabilité de la base des 

B-splines blcubiques qui permet de réécrire (25) suivant: 

r X1 

(26) 

r r XX 
où N r k=N k(r) et N s l=N4(s) sont des matrices bandes blocs de 
largeur 4. Le modèle (24) est: 

r X' 
[z] - N [0] N + [y] 

.5.5 )CD Ql,jyr-i»s-J * «p,: (27) 

9 

où D c{(i,j)>0} avec p 0 ) û = l . L'estimation des <p et fi s'obtient 
9 

en maximisant l'approximation du logarithme de la vraisemblance 

décrite au paragraphe II: 

2 2 - 2 

L(<ptfito | z ) = - n L o g a - a $ ( ? , £ ) 

S(<p,j3) - E E n [ E E ^ fl>i.j(2r-i,5-J-(XP)r-l,s-J)]2 ( 2 8 ) 
( r , s ) Ç D ( i , j ) 6 î > 

9 

où maintenant on travaille conditionnellement au D-bord observé 
9 

Dans ce cas, l'espression qui suit (10): 

S(<p, /3) - n E E^ G k . i ( , Ç E , ^ <Pi,3<Pi + k . J + ft) 
( r , s ) 6Ï> ( i , j ) 6Î> 

«P 

est une écriture exacte. Sous forme matricielle, il vient: 

S(<p,j9) - [l,ç>'] EEv 
d a> J U J 
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où l e s é léments de d et D son p r o p o r t i o n n e l s à l ' e x p r e s s i o n : 

EEr,s<Z-X0>r-l.5-j(z-Xe>r-k,s-«. 

La minlmisation de $(¢),0) en (32) est un problème d'opti

misation non linéaire. Cependant à <p fixé, l'estimation de fi 

est la solution des moindres carrés généralisés (MCG) et à fi 

fixé, l'estimation de p est - D~ d. Ainsi, est-on conduit à une 

méthode de relaxation, Céa [5] [6], déjà proposée par Ord [15] 

dans le cadre de certains modèles de régression spatiale. La 
A ( j j A ( j ) 

procédure est Itérative: à l'étape (1), q> =0 et fi est 1' 

estimateur des moindres carrés ordinaires (MCO); à l'étape (p), 
A(p-i) A(p) 

on minimise S(p,j9 ), puis S(<p ,fi). Ici, cette procédure 

converge vers un minimum local car à chaque étape on minimise 

une fonction quadratique et par conséquent la suite décrois

sante et bornée résultante converge vers une limite [15]; 

cependant nous ne sommes pas assurés d'un minimum global. 

Il reste à résoudre efficacement la minlmisation de 
* ) 

tfi) à l'étape (p) dont la solution es 

on réécrit (27) sous forme vectorielle: 

A ( p ) 

S(<p tfi) à l'étape (p) dont la solution est celle des MCG. Si 

A 

z = M + y *(B)yr,s - e r t S (29) 

alors cette solution est aussi celle des MCO relative au 
A A 

"système blanchi": 9{ B) zP , S=*P( B)j«r , s +eP , s . L'opérateur 9{B) qui 

transforme le bruit coloré y en un bruit blanc e, est défini 

par (6.2). Plus précisément: 

A< P>-I-J 

i)€ï> 
*(B) - E E •I.JBJBJ , Po,o=0. 

9 
A 

La "moyenne blanchie" [t « ^(B)jir,s est définie par: 
°r , s 

A(p) A ( P ) 

Dr,s (l.j)€© (K,T) (ï.j) 

9 
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= E Ç (*<B)Xfrt9lf ckfn)ffk.i = Cf(B)X)£. 

A 
On note donc abusivement p. «=(?(B)X)0. Malheureusement, la 

—b 
propriété de séparabilité (26) ne s'applique plus à p et on 

b 
est donc tenu de travailler vectorielleraent. Or, des essais 

numériques menés sur des champs simulés ont montré 

l'inconsistance de cette démarche, même pour des champs de 

petite taille. Ceci est du au mauvais conditionnement de la 
A 

matrice explicative *P(B)X quand la structure d'autocovariance 

devient forte. (Pour ces essais, la transformation de 

Householder et les programmes de Lawson [12] ont été utilisés). 

Nous proposons donc l'artifice de calcul suivant qui 

permet d'utiliser la séparabilité. En posant p « Xfi , 
—b b 

l'espérance blanchie est estimée par les MCO sur le modèle: 
A r X ' A 

[*>(B)z]=N ifi ]N +[e]. La solution 0 est donnée par le 
T ' T X' X r' A X A T A * ' 

système: N N Ifi ]N N =N [*(B)z]N , d'où [tf ]=N [S ]N 
b A b b 

Pour obtenir l'estimation p de l'espérance j/, il suffit de 
A 

"colorer" fi suivant la rêcurence: 
b 

A A ( p ) A A 

Vr>*=X 5. .. *i.J *r-I.s-J + /^ (3°) 's [ï.îîfo •*•" -• b r f S 
l)6D 

9 

II1.3. Expériences et commentaires. 

Un exemple de traitement d'un champ obtenu par simulation 

est maintenant présenté. Les résidus sont régis par un ARU 

suivant: y r, s=0.y r.j, s+0.7y r, s_ t+0.3y r_ x ,9.1+er,s, avec a=l et 

l<r,s<64; la moyenne du champ est /Kr,9*=0, Vr, s, (figures 2 et 

3 ) . fi est alors modélisê par une fonction spline bicubique 

suivant (25) avec K*L=2, les noeuds étant également espacés. 

L'estimation des MCO de fi, c'est à dire l'étape (1) de la 

procédure de relaxation, est donné en figure 5. L'écart 

quadratique moyen relativement à ft=0 est EQM=1.41. On devine 
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sur ces figures que cette estimation suit les basses fréquences 

des résidus. La relaxation a été poursuivi en supposant connu 

l'ordre de l'ARU soit çll0» ¢0,1 et q>ifl inconnus. L'algorithme 

a convergé à l'étape (3); l'estimation des MCG estimés de \i est 
A A A 

porté en f igure 4 et Î » 1 ( 0 = 0 . 0 3 , ¢ 0 , 1 ^ - 6 8 , 9 l l t " 0 . 2 7 , EQM-1.04. 

L 'es t imat ion des MCG avec 4>i,o> 9 o , i * ¢1 ,1 connus a a u s s i é t é 
A 

faite: l'estimation fi est très peu différente de la précédente 

et EQM=0.93. Ceci laisse croire que le minimum local atteint 

par la relaxation est en fait un minimum global pour cette 

expérience. 
Ces résultats seraient à juger en tenant compte des 

intervalles de confiance associés, Intervalles que l'on 

pourrait approximer grâce aux lois asymptotiques du paragraphe 

II, [7]. Cependant pour certaines applications, par exemple la 

restauration d'image [7], où le but est l'affichage de la 
A 

surface fi nettoyée du bruit y, on est amené à se demander ce 

qu'apportent les MCG pour le lissage d'un champ par régression 

spatiale polynomlale. Pour cela, rappelons un résultat sur 

l'estimation du paramètre fi du modèle de régression z=X/3+y où 

les résidus y sont autocorrélés de matrice de variance 

covariance E : quand les colonnes de X sont des combinaisons 

linéaires des vecteurs propres de E alors les estimateurs des 

MCO et des MCG de |3 coïncident, Durbin [4]. Quand y est une 

série chronologique stationnaire de taille n, ce résultat est 

catrastophique pour la recherche d'une tendance polynomlale. 

En effet, dans ce cas E est approximativement une matrice de 

Toplitz et donc ces vecteurs propres sont approximativement 

les vecteurs de Fourier de la (n,n) matrice de Fourier ¥. 

Ainsi, lorsque les colonnes de X représentent des polynômes 

pouvant être approchés par des séries de Fourier, on se trouve 

dans la situation rappelée. Quand y est un processus spatial 

stationnaire de taille (n,n), cette remarque ne s'étend pas 

sauf dans le cas particulier où y est un ARU factorisant: 
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Y r . s + P l V r - l . s + ^ Y r . s - l " <P i «>2 Y r - i , s - l 

Pour ce processus, la matrice W des vecteurs propres de E 

s'écrit approximativement suivant un produit matriciel de 

Kroneker: GiMF®^, où $* est la (n,n) matrice de Fourier. Cette 

propriété entraine que si x est une combinaison linéaire des 

vecteurs propres: x= W# <==> [x]=?[^]î'', soit: 

-in-1 n-1 -I(r<wk + s©|) 
xr,s = n .E E *k. fie 

k=0 fi=0 
(31) 

où o*k« 2xk/n. Ainsi, lorsque les colonnes de X représentent 

des surfaces polynoraiales pouvant être approchées par une çérie 

de Fourier suivant (31), on se trouve encore dans la situation 

rappelée. 

Pour terminer ces notes, citons une intervention de Diggle 

[3] sur le problème du lissage d'une série chronologique par 

une spline non-paramétrique. A partir d'un processus AR(1) 

simulé, il présente une estimation de la tendance sensiblement 

meilleur que celle estimée sans prise en compte de l'autocor

rélation. Cette démarche semble être une alternative à la notre 

tout au moins dans le cas des séries chronologiques. 

Figure 1. 
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Figures 2 et 3. 
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Figures 4 et 
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