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Résumé : Moyennant une notion concrète de "degré d'appartenance" d'un indi

vidu à un profil de comportement défini par une classe d'attributs "orien

tés", une variable qualitative ordinale "floue" B a sa \-ème modalité défi

nie par une telle classe 8. de tels attributs, Î Â A. 

Entre la suite ordonnée {0./2<\£A} et celle {c^/HZ^L} des modalités 

d'une variable q,4alitative ordinale "nette", nous proposons un coefficient 

d'association conforme à nos indices de proximité entre variables. Ce nou

veau coefficient généralise celui que nous avions élaboré entre deux varia

bles qualitatives ordinales, ce dernier généralisant de façon adéquate le T 

d& M.G, Kendall. 

La nécessité du coefficient que nous établissons ici s'est imposée à 

nous dans la pratique pour évaluer la performance d'un type de régression 

qualitative entrs une variable "cible" et la suite ordonnée des classes 

issues d'une classification automatique d'attribut s-modalités. 

Ab s tract : Saak modality of a fuzzy ordinal qualitative variable S, is de-

fined by a classe B, of "directed" attributes, 2<HA. This définition makes 

use of a concrète notion of a "degrée of belonging" of an individual to a 

profile of behaviour determined by a class of "directed" attributes. 

Accordingly to our gênerai notion of proximiby between variables, we 

construct hère an association coefficient between an ordinary (said "net" by 
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différence with the fuzzy case) qualitative ordinal variable and a fuzzy 

ans. This coefficient généralise those that we hâve established to compare 

two qualitative ordinal variables and which generalizes in a suitable way 

the M. G, Kendall's coefficient. 

This new coefficient is àble to evaluate the quality of a spécial type 

of an ordinal discreete régression between ordinal qualitative variable to 

bs explained and an ordered séquence of classes issued from an automatic 

classification of a set of attributes-modalities. 
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I - INTRODUCTION 

La donnée est définie par la description d'un ensemble fini E d'indivi

dus au moyen d'un ensemble fini V de variables qualitatives. Pour dissiper 

toute ambiguités mais sans entrer dans un fondaiisme excessif, nous allons 

eontffier.car par préciser notre terminologie. 

^n attribut est un éléntsnt d'un ensemble fini de qualités établies pour 

la description de E. A un attribut de description a_, on peut associer une 

variable logique a à valeurs 0 ou 1 dont la valeur l(resp. 0) chez un indi

vidu donné, indique la présence (resp, absence) de l'attribut chez cet indi

vidu. Nous représentons un attribut ûonnt a par le sous ensemble E(a) de E 
formé des individus qui possédant l'attribut : ̂ (a)=of (1)a 
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Les valeurs d'une variable qua l i ta t i ve sont appelées modalités et 

chaque modalité détermine un a t t r i bu t qu'on pourra dans ce cas appeler 

at t r ibut-modal i té . Comme c'est le cas généralement, nous supposons que 

l'ensemble des attr ibuts-modali tés d'une même var iable qua l i t a t i ve forme 

un système exhaustif ; c 'es t -à -d i re , que ces modalités sont mutuellement 

exclusives et complémentaires ; ou encore, chaque indiv idu possède exac

tement une modalité de la variable qua l i ta t i ve . 

Enfin, nous dirons que B est une classe d ' a t t r i bu t s "or ientés" s ' i l 

n'existe pas dans B plus d'un seul a t t r ibut -modal i té d'une même var iable 

qua l i ta t ive . 

La c lass i f i ca t ion hiérarchique d 'at t r ibuts-modal i tés provenant de 

variables qual i ta t ives ordinales où on distingue une var iable " c ib le " 

qu ' i l s 'ag i t de "comprendre" par rapport aux autres var iables, a conduit 

à une forme régressive de l ' i n te rp ré ta t i on JJALLUR(1982), LERMAN(1983)] . 

L'exemple concret qui a directement motivé cette forme de l ' i n t e r p r é t a t i o n 

et le calcul présenté i c i , est une étude épidémiologique sur les facteurs 

du risque cardiovasculaire où la variable "c ib le " à "expl iquer" est la 

Tension Ar té r ie l l e Systolique. A ins i , une même var iable qua l i t a t i ve o r d i 

nale peut provenir du découpage en in terval les du domaine de var ia t ion d'un 

paramètre au départ quan t i t a t i f . Dans le cas mentionné, ce découpage a été 

effectué par le médecin ; toute fo is , nous disposons d'un algorithme 

quasi-optimal de d iscrét isat ion de variables s ta t is t iques numériques 

[KERJAN(1978), LAFAYE(1979a),(1979b)]. 

La méthode évoquée ci-dessus nous permet de d é f i n i r un couple de suites 

ordonnées qui se correspondent 

( { B - / U « k } f { c . / K j f t } ) , 

où B. est une classe d 'a t t r ibu ts dont chacun représente la réunion d'une 

suite connexe de modalités d'une même variable qua l i t a t i ve ordinale et 

où c. est un a t t r i b u t résultant de la réunion d'une sui te connexe de mo

dali tés de la variable " c i b l e " , c. correspondant à B., 1CKk. 
J j 

Pour mesurer la qual i té de l 'adéquation ordinale entre la sui te des 

modalités de la variable à "expliquer" c et la sui te des classes B,, K j ^ k , 

nous avons à dé f i n i r une mesure de l ' i n t e n s i t é du l i en entre la var iable 

qual i tat ive ordinale, que nous dirons "net te" c, et c e l l e , que nous dirons 
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"floue", dont chaque modalité est définie par une classe d'attributs 

"orientés" (i.e. rappelons-le, telle que deux attributs correspondants 

à deux modalités exclusives d'une même variable qualitative ne peuvent 

tous les deux y appartenir). 

Si on n'avait pas à tenir compte de l'ordre, notre problème se trouve 

résolu au moyen d'un indice d'association que nous avons mis au point et 

développé entre une variable qualitative nominale "nette" c dont une même 

modalité est c. et celle "floue" dont une modalité se trouve définie par 

la classe B. d'attributs [LERMAN( 1979,( 1981 ) Chap.3]. Cette construction 

suppose la notion, que nous utiliserons ici de "degré d'appartenance" d'un 

individu donné à une classe d'attributs "orientés". Mentionnons que, dans 

la référence citée, nous étudions le cas le plus général du croisement de 

deux classifications "floues". 

La situation qui se présente à nous ici de comparaison d'une variable 

qualitative ordinale "nette" avec une variable qualitative ordinale "floue" 

-dont chaque modalité se trouve définie par une classe d'attributs- est 

donc nouvelle et originale. Cette comparaison généralise celle entre deux 

variables qualitatives ordinales définissant un couple de préordres totaux 

sur l'ensemble des individus. Enfin, cette situation peut être généralisée 

par la comparaison de deux variables qualitatives ordinales "floues". 

Notre démarche reste naturellement la même pour élaborer un indice 

d'association entre structures statistiques. D'ailleurs, pour permettre 

les généralisations mentionnées et être complet au niveau de cet article, 

nous allons reprendre de façon plus locale la construction de l'indice 

d'association entre variables qualitatives ordinales "nettes". Cette 

façon qui pourra apparaître plus précise que dans fLERMAN(1981), Chap.2J, 

fait explicitement appel aux fonctions indicatrices des classes d'indi

vidus dont chacune est caractérisée par la possession d'une même modalité 

de l'un des deux caractères qualitatifs à comparer. 
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II - INDICE D'ASSOCIATION ENTRE VARIABLES QUALITATIVES ORDINALES "NETTES" 

II.0 - Préambule 

Rappelons rapidement les différentes étapes de la construction d'un 

indice d'association entre structures statistiques a et B -ayant un 

caractère fini d'un point de vue mathématique- que nous avons maintes 

fois reprises : 

- représentation ensembliste (i.e. par des parties d'un ensemble conve

nablement défini à partir de l'ensemble des individus) des variables a 

et 8. 

- introduction d'un irdice "brut" de proximité entre a et s, en 

termes de cardinal de l'intersection des ensembles R(a) et R(B ) repré

sentant respectivement les variables a et 6. 

- définition d'une hypothèse d'absence de lien (h.a.l.) où à a(resp.B) 

on associe une variable aléatoire a'(resp.B') ayant, d'une certaine façon, 

les mêmes caractéristiques cardinales que a(resp.B). 

Comme nous le montrons dans [LERMAN(1976) repris dans (1981)], la 

nature formelle de cette hypothèse d'absence de liaison tire son origine 

dans les travaux de A. Wald, J. Wolfowitz [WALD & W0LF0WITZ(1944)] et 

M.G. Kendall [KENDALL(1938)] , où elle a été introduite à des fins de 

tests d'hypothèses d'indépendance entre variables. C'est dans [LERMAN 

(1984)] que nous justifions de façon définitive l'usage de cette h.a.l. 

pour l'évaluation des associations entre variables et ce, sous un angle 

de statistique inférentielle plus classique où l'ensemble E des objets 

est regardé comme un échantillon aléatoire provenant d'une vaste popula

tion^. 

- étude de la v.a. associée à l'indice "brut" dans 1'h.a.l. et calcul 

de la moyenne et de la variance de cette v.a. 

- l'indice "brut" centré et réduit définira l'indice d'association 

qui se réfère à une échelle de probabilité définie par la loi normale 

centrée et réduite dans 1'h.a.l.. 

II.1 - Notations, indice brut et h.a.l, 

(c /ia<L} (resp. {dm/1£m£M}) désic 

lités de la variable qualitative ordinale c (resp.d). Les variables c et 

(c /1££<L} (resp. {d /Krn^M}) désignera la suite ordonnée des moda-
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d sont à comparer sur un ensemble fini E d'objets ou individus. On note n le 

cardinal de E de sorte que I-C1,2 i n> indexera E. On supposera 

une fois pour toutes n>4, ce qui suffira pour la validité de l'ensemble 

des formules. 

[CJ\CUU (resp.{Dm/1£m£M}) est la suite des classes d'objets définie 

par la variable c(resp.d)' ; en d'autres termes C^(resp.Dm) est le sous 

ensemble de E formé des objets qui possèdent la modalité c^(resp.dm) de 

c(resp.d), 1£££L, 1£m£M. On suppose bien entendu L^2 et M^2. 

Les préordres totaux sur E, respectivement associés à c et à d sont 

désignés par o> et S!qu'on représente dans ExE par 

R(u))=[{C£x C £ I /1CKt ' f l -> 

et R(0)= 7{Dm x D./UnKm'^M}. (1) (sommes ensembl istes) 
u m m 

{ç^/U.J) 6 I^J} (resp. C n ^ / d J ) € I ̂ J > ) désignera la fonction 

indicatrice de R U ) (resp. de R(«0), où nous avons noté I'—' l'ensemble 

des couples à composantes distinctes de I. 
Introduisons ¢. (resp. 4>. ) la fonction indicatrice de la classe 

S? am 
C^resp. D m ) , KZSL (resp. Um£M). On a 

Mi.j) e i H ) , ^y Iuc (i)*c (j)/ice<ra} 

n , r I ( * d ( i ) * d , (J) /Um<m'<M}. (2) 
TJ am am 

Avant de nous engager plus avant, répétons que l ' i n t é r ê t de ce calcul 

par rapport à celui de Q_ERMAN(1981 ) Chap.2] -où on u t i l i s e directement les 

fonctions ind icatr ices £ et n- est de mettre en évidence le rôle des fonc

t ions indicatr ices <f> et <f>d , ce qui rendra plus exp l i c i te la nature des 

calculs et surtout permettra les généralisations visées i c i . 

Pour al léger les notat ions, nous noterons ^ ( r e s p . ^m) au l i eu de 

• _ (resp.<f>, ) , MICl (resp. 1£m£M). c£ am 
L'indice "brut" de proximité se met sous l'une des formes suivantes : 
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s(c,d)=card[R(a>) R(«0] 

«ït^jn^./d.j) e i H } 

= l ( l { ^ ( i ) ^ . ( j ) ^ m ( i ) ^ m l ( j ) / ( i , j ) 6 I H }/£«',nKra'} 

s I { Z { ^ ( i ) * m ( i ) ^ . ( j ) * m . ( j ) / ( i , j ) 6 Ixl /]U<lliL, UnKm'ÉM} 

-car pour tout i <J>^(i)^,(i)=0 si t<V ( r e s p . ^ i ) ^ , ( i )=0 si m<m')-

=I{nUAm)nU'Am' )/KV , n<m'} (3) 

où nous avons noté 

n(£Am)=card(C^riDm), KHL, Um£M. 

Sans risque d'ambiguité, compte tenu du contexte des formules que nous 

proposerons, nous noterons également 

n(£)=card(C^), n(m)=card(Dm) ; 

L ' h . a . l . associe à la variable c(resp.d) une v .a . c' (resp.d1) ; 

c 'es t -à-d i re , au préordre tota l w(resp.ffl), un préordre to ta l a léa to i re 

w' (resp.a1) dans l'ensemble, muni d'une probabi l i té uniformément répa r t i e , 

de tous les préordres totaux de même composition ( n ( 1 ) , . . . M#),...,n(L)) 

( resp . (n (1 ) , . . . , n (m) , . . . , n (M) ) ) , Nous avons montré CLERMAN( 1973) repr is 

dans (1981) Chap.2U que l ' h . a . l . peut avoir une forme un i la té ra le où on 

f i xe u)(resp.fff) et on associe àfif(resp.w} t un préordre a léato i re ST' (resp.w1) ; 

la v.a. s (c ,d ' ) ayant la même d is t r i bu t ion que ce l le s ( c ' , d ) qui est donc 

cel le de s ( c ' , d ' ) . 

Nous allons dans ces conditions ci-dessous f i x e r la var iable d ( i . e . ) 

le préordre to ta l ES) et associer à la variable c, une v .a . c ' ( i . e . au 

préordre to ta l w, un préordre to ta l a léatoire u:') conformément à l ' h . a . l . 

exprimée ci-dessus. 

I I . 2 - Espérance mathématique et variance de la v .a . s (c 'd , ) 

{CyMICI} désignera la suite des classes du préordre a léato i re w1. 

4>£ est la v .a . indicatr ice de C^,1<£$L. Enf in, on notera ç' la v .a . i n d i 

catr ice de la part ie aléatoire R(u') de ExE : 

R(w')« £{C x C /KKVil] (4) 
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La v.a. s(c' ,d) peut se mettre sous Tune des deux formes : 

s ( c \ d H u ; j n i j / ( i , j ) 6 I e 0 } 

= I { I { ^ ( i ) ^ J ) ^ m ( i ) ^ m , ( j ) / ( i , j ) G I & : i } ^ < £ ' , m < m ' } (5) 

Or 

^ & £ ( i ) < ^ t ( j ) > n U ) n ( £ ' ) / n ( n - 1 ) ; (6) 

i l s'agit en effet de la proportion de couples de parties de E, de cardi

naux respectifs nU) et n U ' ) telles que la première partie (resp. la se

conde) inclut l 'objet codé i ( resp . j ) . 

De sorte qu'on a 
•& [s(c',d)> n ( n ^ j l {r\UMV)r\{m)r\(ml)/Ht<llil9 Um<m'£M}. (7) 

Nous allons maintenant procéder au calcul de la variance dont la partie 

cruciale concerne le moment absolu d'ordre 2. 

On a la décomposition suivante de I x I selon la structure propre 

d'un élément courant ( ( i , j ) , ( i ' , j ' ) ) : 

I iJ x I M = D t D' + G1 + Gj + G2 + G£ + H, (8) 

où la somme est ensembliste et où, des lettres différentes indiquant des 

indices différents, 

D=(((i,j),(i,j))} de cardinal n(n-t) 

D'={((i,j),(jji))} " '" n(n-1) 

G^ati.jUi.k))} " " n(n-1)(n-2) 

Gy{((i,j),(h,i))} « " n(n-1)(n-2) 

G2={((i,j),(h,j))} " " n(n-1)(n-2) 

G'2={((i,j),(j,k))} '• " n(n-l)(n-2) 

H«{{(1,j),(hfk))> " " n(n-1)(n-2)(n-3). (9) 

On pourra bien entendu vérifier que la somme des cardinaux à droite est 

bien égale à [n(n-1)]2. 

Désignons par K l'un des ensembles qui forment le deuxième membre de 

(8). Pour chaque K, on aura à déterminer 

^{C,(i9j)ç
,(i,

9j
,)/((i,j),(i',j')) 6 K} (10) 

et 
I{n(i,j)n(i,,j,)/((i,j)ï(i

,,j')) 6 K} (10') 
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Compte tenu de l'expression (2) pour ç., (resp.ru _•) introduisons 

lx (resp.M1 s) : ensemble des couples ordonnés d'indices (£,£') (resp. 

(m,m')) où KV (resp. m<m'). 

On a 

card(L{2})=L(L-1)/2 

card(M{2})=M(M-1)/2 

La partition de L x L qui conditionne le calcul de (10) se f a i t 

selon la structure propre ( (£ ,£ ' ) . ( £" , -£"' ) ) , lès classes de cette parti t ion 

sont : 

* • * -

D(C)= ((p,q)»(p,q)) -où p<q- de cardinal L(L-1)/2 

G ^ L ) * ((p,q),(p,s)) -où p<q et p<s- de cardinal L(L-1 ) (L-2)/3 

G](L)= ((p,q),(r,p)) -où p<q et r<p- de cardinal L(L-1 )(L-2)/6 ^ ^ 

G2(L)= ((p,q),(r,q)) -où p<q et r<q- de cardinal L(L-1)(L-2)/3 

G£(C)= ((p,q),(q.s)) -où p<q et q<s- de cardinal L(L-1)(L-2)/6 

H(L)= ((p,q),(r,s)) -où p<q et r<s- de cardinal L(L-1 ) (L-2) (L-3)/4, 

où des lettres différentes indiquent des indices distincts. Ici encore, on 

pourra vérifier que la somme des cardinaux est égale à [ ̂  Â J -

La partition de M * * x NT qui conditionne le calcul de (10') est ana

logue à celui ci-dessus. 
** -

Désignons par K(L) l'un des ensembles exprimés en (11) ci-dessus. Ainsi, 

pour chaque couple (K,K(L)). On a, relativement à l'expression (10) à 

évaluer 

ty*p(i)*q(j>*p ( V * q (J1)/((i3J)(irJ1))eK,((p,q)ï(p1,q1))GK(L)} (12) 

De même, pour chaque couple (K,K(M)), on a, relativement à l'expression 

(10') à évaluer 

ïtyt(i)yu(j)yt (V*u ( o V / ( ( i , j ) > ( i r j i ) ) G I < ' ( ( t ' u ) ' ( t r u i ) ) G , ( ^ ) } ( 1 2 , ) 

I l y a donc a priori 7x6 valeurs de (12)(resp.(12' ) ) . Toutefois, cer

taines sont nulles et d'autres se regrouperont au niveau de l'expression (10) 

(resp.(10')) . 
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Commençons par décomposer le calcul de *®[s2(c',d)3 relativement à la 

partit ion (8) ci-dessus. 

Pris globalement, D(ï) va donner lieu à 

n(nl1} l{r\U)r\U]Mm)n(m])/\a<t^l. UnKm^M}, 
„ (13) 

qui n'est autre que^Q^c' ,d)J -

D'(ï) va donner lieu à une contribution nulle. 

Considérons à présent G-(I) qu'il y a lieu de croiser avec chacun des 

ensembles de la décomposition (11) : 

W p q p q n(n-1)(n-2) 

de même, 

*<*-<i}«-<jî«'(i>*;<k>}. «$W8 

•ôu;(i)*:(j)*;(i)*;(k)>-o 

p q r p 

p(i)*q(j)*;(i)*q(k)}=0 
-&Up(i)4>qU)4>q(i)*s(k)}=0 

enfin, 

-&{*p(i)0q(j)^(i)^(k)}=0, 

pourvu que Ton ait n(p)£1 et n(q)£2. 

De sorte que pour K=G.,(Î), l'expression (10) peut, après calcul, se 

mettre sous la forme : 

n(n-i)(n-2) I{n(P)n?(POln&(P)]-1}/Kpa> (15) 

où, nous notons 

nQf(p)]-Z{n(q)/q>p} 

D'autre part et de façon duale -relativement à la décomposition de 

même nature que (11) de M x w - on a 

( H ) 
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£{* t(1)*u<i)* tU)*u(k)/((1,j),(1,lc)) G G^î)} 
=n(t)n(u)Qi(u)-l]' 

Zt* t(1)*u(j)* t(1}#w(k)/((1,J),(i,lt}) G 6,(1)} 
=n(t)n(u)n(w) 

X{* t(1)*u(j)*w(1)* t(k)/((1,j),(1,k)> G G1(ï}>- 0 

It* t(1)*u(J)*v(D*u(k)/((1.J),(1,k)) £ 6,(1)}= 0 

ït* t(1)*u(j)*u(1)*w(k)/((1,J),(1,lt)) 6 G,(î)}= 0 

et 
I t * t (D* u ( j ) * v ( l ) * w (k ) / ( ( i , j } , ( i , k ) ) e 6,(1)}- 0 

Il en résulte que l'expression (10') vaut pour KaG-d), 

£{n(t)n[f(t)]{n[f(t)]-1}/ia<M}, 
où nous notons (15') 

nQf(t)]=[{n(u)/u>t} 

De la même façon, on établit les résultats suivants : 
Pour K=Gj(î), l'expression (10) (resp.(10')) devient 

n(n-1)<n-2)E { n ( p ) n&<pQn[f(p)]/1<p<L}, (16) 

(resp. £{n(t) n[c(t)]n[f(t)]/Kt<M}, (16')) 
où nous notons 

n[c(p)]= I(n(q)/q<p}. 
(resp. n[c(t)J= £{n(u)/u<t}). 

Pour K=G2(Î), l'expression (10) (resp.(10')) devient 

n(n-ihn-2) ^ ( n ( p ) n&(p)]{n[c(p)]-1}/1<pSL}, (17) 

(resp. I{n(t)n[ç(t)]{n[c(t)]-1}/1<UM}, (17*)) 

Pour K=G£(Î), l'expression (10)(resp.(10')) devient 

n(n-!)(n-2) ^ { n ( p ) n&(p)]n[f(p)]/1<p<L}, (18) 

(resp. £{n(t)n[ç(t)]n[f(t)J/1<t<M}, (18')) 

(14') 
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Nous allons maintenant reprendre le cas le plus élaboré où K=H(Ï). 

On a, pour n^4, 

il s'agit en effet de la proportion de couples de parties de E de cardinaux 

respectifs n(p) et n(q), telle que la première inclut les objets i et k et 

la seconde, ceux j et k. 

lÏKy.H'U).;(h)^(k». X-°)t&\tÏÏM 

£%w*^rw^. XWMfclt (,9) 

Il en résulte que les contributions de B(L), G ^ L ) , G}(L), G2([), G£(L), 

et H(L) (cf.(11) sont respectivement, au facteur 1/n(n-1)(n-2)(n-3) près, 

l n(p)n(q) 
p<q 

x[n(p)n(q)-n(p)-n(q)+1], 

x[n(p)-l][In[f(p)J-n(q)], 

x[n(p)-l]n[c(p)], (20) 

x[n(q)-l][n[c(q)]-n(p)], 

x[n(q)-l]n[f(q)], 

x{ l n(r)n(s)-n(p)[n-n(p)]-n(q)[n-n(p)-n(q)]}, 
r<s 

où le dernier facteur entre accolades est obtenu en déterminant la partie 

de la somme £{n(r)n(s)/r<s} qui correspond à r=p ou q, s=p ou q et 

(r,s)^(p,q) ; soit : 

r<p et s=p, r<p et s=q, r=p et s>p, 

p<r<q et s=q et r=q et s>q. 
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En regroupant, nous retrouvons le résultat 

I n(p)n(q) [ [ n(r)n(s)-n(p)-n(q)+2n-l] (21) 
p<q r<s 

Considérons maintenant, pour l 'évaluat ion de (10) lorsque K=H(I), la 

détermination des expressions duales de (19) et (20) correspondantes aux 

contributions respectives de D(M), G^M), G}(M), G2(M), G£(M) et H(M) : 

I C ^ d ' J ^ U J ^ h J ^ t k J / t i . j J . C h . k J j S H ( ï ) } = n ( t ) Q i ( t ) - l ] n ( u ) [ n ( u ) - l ] 

I ( * t ( i ) * u ( j ) ^ t ( h ) i i ; w ( k ) / ( ( i , j ) , ( h , k ) ) ç H( ï ) }=n( t )Cn( t ) - lJn(u)n(w) 

[ { ^ t ( i ) l / u ( j ) ^ v ( h ) ^ t ( k ) / ( ( i , j ) , ( h , k ) ) 6 H ( î ) } * n ( t ) [ n ( t ) - l ] n ( u ) n ( v ) 

I { ^ t ( i ) ^ u ( j ) v v ( h ) ^ ( k ) / ( ( i , j ) , ( h , k ) ) G H( î ) }=n( t )n(u)Cn(u) - l ] n(v) (22) 

[ { * t ( i ) * u ( j ) ^ u ( h ) ^ w ( k ) / ( ( i , j ) , ( h , k ) ) € H( ï ) }«n( t )n (u) [n (u) -1 ] n(w) 

Z { * t ( î ) * u ( j ) * v ( h ) 4 i w ( k ) / ( ( i f j ) , ( h , k ) ) G H(ï)}=n(t)n(u)n(v)n(w) 

Un calcul en tout point analogue ï\ celui qui a permis de passer des 

expressions (19) à cel le (21) via (20), nous conduit pour 

I ( n ( i , j ) n ( h , k ) / ( ( i , j ) , ( h , k ) ) 6 H( ï ) } à une expression analogue à ce l le (21). 

I l en résulte le théorème suivant : 

Théorème. La moyenne et la variance de la v .a. s (c ' , d ) (c f .§11.1 . ) sont 

respectivement égales à 

^ r _ s ( c \ d ) > X y (23) 

Var [s(c ' ,d) ]=Xu+p c ca c c+p f f+a f f+2p c fa c f+(8ç- \ 2u 2 ) 

Les expressions de u» o , a^9 a - f et ç sont respectivement de même 

forme que cel les X, PC C , p^ f , p c f et 9 ; si les premières sont re la t ives 

à la composition {r\{l)/\Ctil) du préordre to ta l ai associé à la var iable c, 

les secondes sont relat ives à la composition {n(m)/Km£M> du préordre to ta l 

S'associe à la variable d. Plus précisément, 

1 l {n(p)n(q)/Kp<q£L}, 
/rUn-TT 

fVr = 1 l {nU)n[cW](n[c(£) ] -1) /2 sCe.<L}, 
c c /n(n-1)(n-2) 

Pff = ] , . I { n U ) n [ f U ) ] ( n [ f U ) ] - 1 ) / 1 C K ( L - 1 ) } f 
TT / n ln - l ) l n -2J 
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Prf = 1 I £nU)n[çU)]n|f(-t)]/2i«(L-1)}, 
CT Vn(n-1)(n-2) 

et 

8 1 l {n(p)n(q)[X{n(r)n(s)/1Cr<siL} 
•n(n-1)(n-2)(n-3) 

+n(p)+n(q)-2n+l]/Kp<qfl.}, 
où on note 
n[c(£)] = [{n(p)/p<£} et n[îfU)H{n(p)/p>£}. 

De sorte que l'indice d'association entre c et d qui -comme nous le 
montrons dans [LERMAN(1973), repris dans (1981)]- généralise celui de 
K. Pearson pour la situation considérée ici, s'écrit 

js(c,d)-£[s(c' ,d)]]//var[s(c',d)] (25) 

III - INDICE D'ASSOCIATION ENTRE UNE VARIABLE QUALITATIVE ORDINALE "NETTE" 
ET UNE VARIABLE QUALITATIVE ORDINALE "FLOUE". 

III.1 - Introduction et notations 
Relativement à une classe B d'attributs "orientés" (i.e. si bGB et si a 

et b sont exclusifs, alors agB) définissant un profil d'attitude, nous 
avions défini dans Q.ERMAN(1979) repris dans (1981)], le "degré d'apparte
nance" d'un individu x au type défini par B, au moyen de la proportion 
d'attributs de B possédés par x : 

*B ( x ) lcïFdW Z C*bCx)/b6B>. (1) 

où ¢.(x)=1(resp.O) selon que l'attribut b est présent (resp. absent) chez x. 

Il s'agit donc d'une notion très concrète qui n'a nullement besoin du 

formalisme développé dans le cadre de la théorie des ensembles "flous" in

troduite par L.A. Zadeh ZADEH(1965) . 

L={1,2,..., ,...,L} est l'ensemble des codes des modalités de la varia
ble qualitative ordinale "nette" qu'on notera c et dont une modalité cou
rante est ainsi désignée par c», U£^L. 

Â = U,2,...,x,...,A} est l'ensemble des codes des modalités de la va
riable qualitative ordinale "floue" qu'on peut noter e et dont une modalité 
("floue") courante est ainsi désignée par sx, Ux^A. Rappelons une fois de 
plus que 3. se trouve en fait définie par une classe B d'attributs "orien
tés" (i.e. telle que deux attributs correspondants à deux modalités exclu-
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sives ne peuvent tous les deux y appartenir) . 

La démarche que nous allons emprunter est toujours la même. Ce qui va 

changer par rapport à la comparaison de deux variables qua l i ta t ives ordina

les "nettes" (se reporter au paragraphe I I . 1 . ) est le remplacement des 

fonctions indicatr ices ù, Km^M, par des fonctions d'appartenance <*>„ ( c f . 

formule ( D ) , qu'on notera plus aisément $x, Ux£A. 

Nous allons considérer une forme uni la téra le de l ' h . a . l . où, au préordre 

tota l sur l'ensemble des individus -codé par I = { 1 , 2 , . . . , i , . . . , n } - dé f in i 

par la variable c et dont la suite des classes est noté { C - / U K L } , on 

associe dans l'ensemble des préordres totaux sur I de même composition 

et muni d'une probabi l i té uniforme, un préordre a léato i re correspondant à 

une v.a. c' dont la suite des classes peut être notée { C ' ^ / H ^ L } . A ins i , 

on substituera dans l ' h . a . l . à la fonction ind ica t r i ce ( f . i . ) 4>» de C„, la 

f . i . aléatoire $£ de C£, \U£L. 

I l importe certes de dé f in i r une h . a . l . duale et d'y ef fectuer le même 

type de calculs que ci-dessus. 

L' indice "brut" d'association entre les deux variables c et 8 se met 

dans ces conditions sous la forme 

s(c,e)=Z{X{[>p(i)*q(j)]&x(i)*u(j)]/(i,j) G lH}/Up<qiL, U\<ua>,(2) 

m 
où I1—1 désigne l'ensemble des couples à composantes d is t inc tes de I . 

I I I . 2 - Espérance mathématique et variance de la v .a . s ( c ' , B ) . 

Nous avons déjà vu que 

^&p(i)^(J)]= 4 ¾ ¾ 1 • où p<q et 1«. 

I l en résul te que 

- ^ C K C B Q - TJ^TTT Xtn(P>n(q>/Kp<qiL} x I l | X * x ( i ) ^ j ) | / 1 < K u < A h (3) 

Or 

I [ 2 ] ^ x ( i ) ^ y (J )=n(x)n(u) -< iC x , * u >, (4) 

où n(x)= l U x ( i ) / i G I } et <* x , * >= J { ¥ x ( i ) * ( i ) / i 6 I } qu'on notera 

n- .U.u) ; de sorte que l 'expression (3) devient 

- & [ } ( < : ' , B ) > ^n-\) £{n(p)n(q)/Kp<qa.} x [{ [nUJndO-r^ 1 ( x , u ) J / U X < u a } ( 5 ) 
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Le calcul de la variance suppose celui du moment absolu d'ordre 2 
qui s'obtient à partir d'une décomposition spécifique, de même nature que 
celle envisagée au paragraphe II.2. ci-dessus, du carré de la v.a.s(c',s). 

Plus précisément, même au risque de nous répéter, l'ensemble d'indexa
tion de la somme définissant s2(c',6), se trouve défini par le carré carté
sien de 

TL
2J rlzJ -A2} 

I x L x A 
~{2} -f2} 

où, rappelons-le, nous notons L (resp.A ) l'ensemble des couples or
donnés d'indices (p,q) (resp.(x,y)) où p<q (resp.A<y). 

La somme définissant sa(c',/î) est ainsi indexée par 
( I ^ x I K ) x ( [ { 2 } x L{2})x(Â{2} x Â { 2 } ) , 

sa décomposition s'effectue selon le croisement de trois partitions respec
tivement définies sur 

0 0 DG - f 2 > - f 2 > - f 2 } - f 2 } 
I U J x I u , L l l x L 1 } et A" ï x A 1 * , 

où chacune des partitions est définie selon la structure du 4-uplet corsi-

[2] T2! 
La partition de I x I "" a été explicitée au moyen des expressions 

-{2} -f2} -{2} -{2> 

(9) du paragraphe II.2 et celle de L x L1 (resp.A1 x h ) au mcyen 
des expressions (11) du paragraphe II.2. Désignons par K(I) une classe cou-

L23 L2J ~* - *•' -
rante de cette partition en 7 classes de I x I et par K(L)(resp.K.(A)), 
une classe courante de la partition en 6 classes de L ' x L (resp. 

En réintroduisant 

(V(i.j)GlH), ç'j- X{^(1)^(J)/Up<q*U, 

ni:j= Z{#(1)#ll(j)/KX<ii<A}, (6) 

la contribution de K(I) à S>[sa(c,,efl se met sous la forme 

-^{C' (i, j)ç' (i ', j' )/((i,j),(i ',J ' )) e K(I)} 

x î{n(i.j)n(1,,j,)/((1,j),(r,j')) 6 K(I)} (7) 
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Or, d'après nos précédents calculs, le premier facteur du produit 

définissant (7) est connu. Ce q u ' i l y a de nouveau à évaluer c 'es t le se

cond facteur qui se présente sous la forme d'une somme et c 'est là où i l 

est indispensable de croiser explicitement K(I ) avec chacun des K ( A ) . Comme 

-en raison du premier facteur- D'( I) (c f . (9) § I I . 2 ) donnera l i eu à une 

contr ibution nu l le , i l reste 6x6 expressions à préciser pour le second 

facteur de (7) . Nous décomposerons la présentation d'abord par rapport 

aux valeurs de K(I) puis, à l ' i n t é r i e u r de chaque modalité de K ( I ) , par 

rapport aux valeurs de K ( A ) . 

1- K(I)=D(I) 

On a 

^ U M i . J ) ç ' ( i J ) / ( ( i , j ) , ( i \ j ) ) e D(I)>-n(n.i) I(n(p)n(q)/Kp<qa} (8) 

I {n ( i » j)n(i»j)/((i,j)»(î,j)) » D(I)} se décompose en une somme de 6 termes 

relatifs à la partition de A x A' ; de même type que celle (11)(§ II.2). 

1.1- K(X)*D(Â) 

On a ici à évaluer 

I{I(^x(i)^u(J)^x(i)^(j;/((x,u),(x,u)) 6 D(Â)}/((i,j),(i,j)) G D (I)} 

En inversant les signes sommes, on a d'abord à évaluer 

I{&x(i)]
2Q^(j)]2/Ui^J^n} = n2(x)n2(u)-n22(x9y) 

où on a adopté les notations suivantes : 

n2(x)=[n(x)]S nr(x;=£{&x(i)]
r/Ui<;n}, 

nrsU.v) = I(&A(i)]
r&p(i)]

S/Ki^n}. 

La contribution de D(A) est donc 

I(n2(x)n2(u)-n22(x,u)/(X,u) G Â
{ 2 }} (9) 

1.2 - KtÀ^G^Â) 

En procédant comme ci-dessus, on commence par évaluer 

I(&x(i)]
2'l'M(a)^6(j)/Ki7j^n} = n2(x)nn(u,e)-n2l1(x,vi,e). 

La contribution de G.(A) est par conséquent 

5;{n2(x)n11(M,e)-n211(x,u,8)/((x,u)ï(x,0)) G G^Â) . (10) 
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*/.-. •* 1.3 - K(Â)=Gj(A) 
Id i ' x ( i )^ t i ( j ) * a ( i )^ x (J ) /Ki? î J^n} = n l l (x ,a )n l 1 (x ,u) -n 2 l 1 (x ,u ,o) 

où on note 

np $ t (X iu,a)-X{& x ( lO r&u ( iaS& a ( ia t /1<1Ûi} 

La contribution de G!(X) est dans ces conditions 

I{nl1(x,u)n1l(x,a)-n21l(X,u,a)/((x,u),(a,x)) G GJ(Â)> (11) 

1.4 - fr(Â)=S2(Â) 

It*x(i)* (j)*a(i)* (J)/K1^Jin} = nll(x,o)n2(u)-n12l(x,u,o) 

La contributiQn de G 2(A) est donc 

[(n1l(A,0)n2-n121(\,M,a)/((\,p),(a,u)) G G2(A)} (12) 

1.5 - K(Â)*G;(Â) 

I{*x(i)*u(J)^(i)*eU)/KWinï 

=n1l(x,p)nll(u,9)-n121(x,u,e) 

La contribution de G2(Â) est 
X{n11(xiu)n11(ii1e)-n121(x,u,e)/((x,w),(u.e)) 6 G£(A ) } (13) 

-v - * -
1.6 - K(A)=H(A) 

I{«x(i)*y(j)*a(i)*e(J)/KW<n> 

an^Cx.aJn^lw.eJ-n^^lx.wtOtô) 

De sorte que la contribution de H(A) est 

[{n 1 1(X<rîn 1 l(^,&)-n 1 1 l^ , T , t ) / { { * + ) * { * , * ) ) 6 H(Â)]| (14) 

2 - Kcn^jn. 
-^CU'(i,j)*,'(i,k)/((i,jUi,k)) G 6,(1)}] 

= ntn^jtn^) I (n(p)nQf (p)l{n[f(p)]-1}/Upa}, (15) 

(cf. formule (15) § II.2 ci-dessus). 

I(n(i,j)n(i,k)/((i,j),(i,k)) G G^I)} se_décompose en une somme de 6 
termes relatifs à la Dartition de Â { 2 } x Â U } , de même type que celle (11) 
(§ II.2) : 
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2.1 - K(A)=D(Â) 

On a ici à évaluer 

I{Z{*x(1)*u(j)*x(T)*u(k)/({X,y)f(X,u)) G D(Â)}/((i,j),(i,k))G 6,(1)} 

En inversant les signes sommes, on doit commencer par évaluer 

ït&x(i)]\(J)*w(
k,/U1iSjl*Wn}' 

On obtient après développement 

n2(u)n2(x)-2n(u)n21(x,y)+2n22(x,p)-n2(x)n2(u), 

Le résultat est donc 

I{n2(u)n2(x)-n2(x)n2(M)+2Ln22(x,u)-n(u)n21(x,u)]/(x,u) G Â
{ 2 }} (16) 

2.2 - K(Â)=G1(Â) 

On procède de la même façon que ci-dessus : 

I(Ln(i)]2 ^(j)ve(k)/Ui7j7Kn}. 

Après développement, on obtient 
2n2n(x,u,e)-[n(u)n21(x,e)+n(8)n21(x,y)l-n2(x)Cn1l(u,e5-n(u)n(9)] 

*>j -

La contribution de G^A) est donc 
j;{2n21l(X,ii,e)-rn(u)n21(x,8)+n(9)n2l(x,u)]-n2(x)[n1l(u,8)-n(u)n(e)]/ 

((x.iiUx.e)) G G^Â)} (17) 

2.3 - K(Â)=G^(Â) 

On reprend le même déroulement des calculs. 

I{^x(i)*u(j)#0(i)«x(k)/Uî«Aw} 

=2n21l(x,u,a)-n1l(X,a) [nn(x,y)-n(x)n(u)] 

-[n(x)n11l(X,u,c)+n(u)n21(x,a)] . 

La contribution de G!j(Â) est donc 

^{2n211(X,u,o)-[n(X)nin(x,u,a)+n(y)n21(x,a)j 

-n11(x,o)[nll(x,u)-n(x)n(ii)3/((x,u)f(o,x))G G{(Â)} (18) 

2.4 - K(Â)=G2(Â) 

A V* O \* 

Cette expression se met sous la forme 

2n121(X,usa)-2n(u)n1l1(x,y,a)-n11(x,a)[n2(u)-n (uQ. 
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La contribution de G2(Â) est donc 

J{2n l 2 1 (x ,u,a) -2n(u)n 1 1 l (x ,u,a) -n 1 l (x ,a) [n 2 (y) -n (yQ/ 

( (X,u) , (a ,u) ) 6 G2(Â)} (19) 

2.5 - K(Â)=GA(Â) 

=2n l 2 l (x ,u,8)-Qi(u)n 1 1 l (x ,u,9)+n(e)n l 2 (x ,u)] 

-n 1 1 (X,u) [p 1 1 (y ,8) -n(y)n(9) j . 

La contribution de G2(Â) est donc 

J{2n121(x,y,0)-[n(u)n1l1(x,y,9)+n(e)nl2(x,vi)] 

-n11(x,u)Cn11(y,9)-n(u)n(9)]/((xfU),(u,9)) G G£(Â)} (20) 

2.6 - K(Â)=H(Â) 

I{*x(î)*M(j)^0(i)*e(k)/1i1«/kin} 

=2n1111(x,u»a,8)-[h(u)n111(x,a,9)+n(9)nll1(x,u,o)] 

-nl1(x,a)[pll(ji,9)-n(y)n(9)], (21) 

avec des notations que l'on comprend. 

La contribution de H(Â) est donc 

^{2nini(x,u,a,8)-[n(u)n1l1(x,o,9)+n(9)nin(x,u9a)] 

-n11(x,a)[n11(u,9)-n(u)n(9)l/((x,u),(a,9)) 6 H(Â)} (22) 

Remarque simplificatrice 

Les calculs précédents 2.1 à 2.6 ont été directement effectués mais, 

on peut noter qu'à partir de la seule expression de la contribution de 
*v - /\* - r>j -

H ( A ) , on peut déduire celles des contributions respectives de D(A), G ^ A ) , 

G}(A), G 2 ( A ) et G2(A) et ce, en considérant la contraction des indices 

que suppose le passage d'un élément courant de H(A) à celui d'un élément 

courant de, respectivement, D ( A ) , G , ( A ) S Gi(A), G 2 ( A ) et G 2(A) ; ainsi, 

pour passer de la contribution de H(Â) à celle de G|(A), on remplacera 

((X,y),(a,e)} par ((x,u),(a,x)) ; c'est-à-dire, 9 par X. Néanmoins, nous 

continuerons ci-dessous à présenter les calculs dans le même ordre. 
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3 - K(D=G;( I ) 

- é { € ' ( i , j ) ^ ( h , i ) / ( ( i , j ) , ( h , i ) ) G Gj(I)} 

a n(n-1)(n-2) ^n(P>"&(P)Jn[f(pfl/Kp<L>, (23) 

(cf. formule (16) § II.2 ci-dessus), où n>2 et L^3. 

I{n(i,j)n(h,i)/((i,j),(h,i)) 6 Gjd)} se décompose en une somme de 6 

termes relatifs à la partition de Â { 2 } x Â t 2 } de même structure que 

celle (11) (§ II.2). 

3.1 - K(Â)=0(Â) 

La structure des calculs est en tout point semblable à ci-dessus 

S{*x(D* | J(J)*x(h)* i i(i)/Ki|ÉjjÉhin> 

est égale à 

2n2 2(x,y)-[n(u)n2 1(x,y)+n(x)n l 2(x,u) 

-n 1 l (x ,u ) [n n (x ,u ) -n (x )n (u) j . (24) 

Par conséquent, la contribution de Oi(Â) est 

£{2n22(x,y)-[n(u)n21(x,u)+n(x)n12(x,u) 

-nn(x,y)[n11(x,y)-n(x)n(uO/(x,y) 6 l{z}} (25) 

3.2 - K(Â)=G1(Â) 

I{^x(i)^(j)^x(h)^ô(i)/Ki^j^h^n} 

=2n211(X9y99)-[n(y)n2l(x,9)+n(x)n111(x,u,9)] 

-n11(x,9)[nn(x,u)-n(x)n(u)] (26) 

La contribution de G^Â) est donc égale à 

Z{2n211(x,ii,9)-[n(y)n2l(x,8)+nCx)n111(x,y,8)j 

-n11(x,8)[nn(x,u)-n(x)n(u)]/((x,u),(Xle)) G G^Â)} (27) 

3.3 - K(Â)=CLj(Â) 

I{*x(i)*u(j)!Pff(h)#x(i)/UiiÉj7hin> 

=2n2l(x,u,ff)-[n(y)n21(x,a)+n(a)n21(x,uQ 

-n2(X)[n11(y,a)-n(y)n(a)] (28) 
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La contribution de G|(Â) est égale à 

I{2n2 l(x,y,a)-[n(y)n2 1(x9o)+n(a)n2 1(x,vi)] 

- n 2 ( x ) Q i l 1 ( i i , a ) - n ( u ) n ( a ) ] / ( ( x , y ) , ( a , x ) ) G Gj(Â)} (29) % _% 

3.4 - K(Â)=G (Â) 

I ( ^ ( i ) ^ ( j ) ^ f f ( h ) i | ; j j ( i ) / K i ^ 7 h ^ n } 

=2n1 2 1 (x,y,a)-[n(y)n1 t l (X,u,a)+n(o)n l 2 (X,u)] 

-n1 1(x,y)[n1 1(u,a)*-n(u)n(aQ. (30) 

*** 
D'où la contribution de G2(A) : 

J{2n1 2 1 (x,u,a)- [n(u)n i n (x,vj ,a)+n(a)n l 2 (x, i i ) ] 

-n1 1 (x,y)Qi1 1 ( l i ,a)-n(u)n(o)] / ( (X,u), (o, i : i ) ) 6 G2(Â)} (31) 

3.5 - K ( Â ) * G ; ( Â ) 

[{^x(U i )^(J)^p(h)i |;e( i:7Ui7j7h^n} 

=2n 1 2 1 (x ,y,8) -2n(u)n l 1 1 (x ,u,9)-n 1 1 (x ,9) [n 2 (y) -n 2 (y) ] (32) 

D'où la contribution de G 2 ( A ) : 

[ {2n 1 2 l (x , u , 9 ) -2n(u)n 1 1 l (X ,y ,e ) -n 1 l (x ,9 ) [n 2 (u ) -n 2 (u ) ] / 

( ( x , u ) , ( u , 9 ) ) G G£(Â)} (33) 

3.6 - K(Â)=H(Â) 

I (^ x ( i )^ u ( j ) l ' a (h ) ip 8 ( i ) /U i^7h^n} 

=2n l 1 1 1(x,u,a,9)-[n(y)n1 1 1(x,CT,8)+n(a)n1 1 l(x,u,9)] 

-n l 1 (X ,9 ) [n n (u ,a ) -n (y )n (a ) ] (34) 

*v< -
D'où, la contribution de H(A) : 

^{2n1111(X,u,ar>8)-[n(vi)n l 11(x,a,9)+n(a)n111(x,u,e)3 

- n n ( x , 9 ) [ p 1 1 ( y , a ) - n ( y ) n ( a ) ] / ( ( x , u ) , ( a , 8 ) ) 6 H(Â)} (35) 

4 - K(I)=G20| 
^ a ' ( i , j ) ç ' ( h , j ) / ( ( i , j ) , ( h , j ) ) G G2(I)} 

a n(n-l!(n-2) I{n(P>n&(pO{nQc(p)>1}/1<Pa}, (36) 
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(cf. formule (17) § I I . 2 ci-dessus). 

l £ n ( i » j h \ ( h , j ) / ( ( i , j ) f ( h , j ) } G G?( I )} se décompose en une somme de 

6 termes relat i fs à la partition déjà util isée ci-dessus de A x A1 * 

(cf.(11) § I I . 2 ) . 

4.1 - K(Â)=D(Â) 

I { ^ x ( i ) ^ ( j ) ^ ( h ) ^ ( j ) / K i ^ j ^ n } 

=2[n2 2 (X,u)-n(x)n1 2 (x,y)]-n2 (y)[n2 (x)-n2 (x)] . (37) 

** -
D'où, la contribution de D(A) : 

I {2Cn2 2 (x,u)-n(x)n1 2 (x,u)J-n2 (u)[n2 (x)-n2 (x)] / (x,u ) 6 Â { 2 } } (38) 

4.2 - K(Â)=G1(Â) 

I{*x(D*y(j)*x(h)*0(j}/Ki«^n} 

=2Qi2 1 1 (x,u,8)-n(x)n1 1 1 (x,y,8)2-n l 1 (y,9)[n2 (x)-n2 (x)] (39) 

La contribution de G-(A) est donc 

I (2 [n 2 n (X ,y ,8 ) -n (X)n 1 1 1 (X ,y ,9 ) ] -n 1 1 (y ,8 ) [n 2 (x ) -n 2 (x ) ] / 

( (X,y) , (X,9)) 9 G^Â)} (40) 

4.3 - K(Â)=Gj(Â) 

ï { * x (1 ) * u ( j ) * 0 (h ) * x ( j ) /U i jÉ j7h in} 

= [n 2 1 l (X 9y,a) -n(x)n l 1 l (X,y ,a) ] + [n2 1 l (X,y,a)-n(a)n2 1 (X,y)] 

-n1 1 (A îy)[nn (x,a)-n(x)n(a)3 (41) 

Il en résulte la contribution de G|(A) : 

[{[n211(\,y,a)-n(x)nl11(x,y,c)] + [n2l1(x,y,a)-n(a)n21(x,u)] 

-n1l(x,y)[nll(X,a)-n(x)n(a)]/((x,y),(a,X))GG|(Â)} (42) 

4.4 - K(Â)=G2(Â) 

I{^x(i)vu(j)^(h)ffj(j)/Ui^7hin} 

= [n12l(x,y,a)-n(x)n21(y,a)j[ + [n12.((x,y,a)-n(a)n12(x,y)3 

-n2(y)[nn(x,a)-n(x)n(a)] (43) 
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La contribution de G 2 (A ) est 

I { C n 1 2 i ( x ' V ' a ) ' n ^ x ^ n 2 1 ( y ' a ^ + ^ n 121 ( X , y 9 a '" n ^ a ) n 12 ( X ^^ 
-n2(y)[n1 1(x,a)-n(x)n(a)]/((x,y),(a,u))G G^Â)} (44) 

4.5 - K(Â)=G;(Â) 

I { ^ x ( i ) ^ ( j ) * u ( h ) ^ e ( j ) / K i ^ j ^ n } 

= [n 1 2 l (X îH,9)-n(x)n 2 1 (y ,8) |+{n 1 2 1 (X,y,8) -n(y)n l 1 1 (X,y,9) ] 

-n 1 1 (y ,e) [n l 1 (X,y) -n(x)n(y)] (45) 

D'où, la contribution de G 2 (A ) : 
[ { [n 1 2 l (X ,y ,9 ) -n(x)n 2 1 (y ,9 ) ] + [;n1 2 1(A,y,9)-n(y)nn i(X,y,9)] 

- n n ( y , 8 ) [ n 1 1 ( x , u ) - n ( x ) n ( y ) ] / ( ( x , y ) , ( y , 9 ) ) G G£(Â)} (46) 

4.6 - K(Â)=H(Â) 

Ï U x ( i ) « u ( j ) * 0 ( h ) * e ( j ) / 1 i î « J * h i n } 

= [n 1 l 1 1 (X ,y ,a ,9) -n(x)n 1 1 1 (y ,a ,8) ] + [ n n i 1 ( x , y , a , 8 ) - n ( a ) n n i ( x , v l , 9 ) ] 

-n 1 l (y ,8 ) [n n (X ,a ) -n (x )n (aQ (47) 

Dans ces conditions, la contribution de H(R) est 
j;{Cnn11(X,y,a,8)-n(x)n1l1(y,a,9)] + [n111l(X,y,c,8)-n(a)nl1l(X:iy,e)] 

-n1l(y,8)Cnn(X,a)-n(x)n(a)]/((X,y),(o,8)) G H(Â)} (48) 

5 - K(I)=G;(I) 

^ ( ç , ( i , j ) ç , ( j , k ) / ( ( i , j ) , ( j , k ) ) GG^(I)} 

= ï ^ j t t ) l tn(p)nCc(pOnCf(pO/1<p<L} (49) 

(cf . formule (18) § I I . 2 ci-dessus). 

I { n ( i , j ) n ( j , k ) / ( ( i , j ) , ( j , k ) ) 6 G'( I )} se décompose en une somme de 6 

termes relat i fs à la partition déjà uti l isée ci-dessus de Â x À 

(cf . (11) § I I . 2 ) . 
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5.1 - K(Â)=D(Â) 

I{*x(i)^(j)#x(J)^(k)/Uiî«j7Kn} 

= Q)22(X,y)-n(x)n12(X,y)] + [h22(X,y)-n(y)n21(X,y>] 

-nn(x,y)[n1l(x,y)-n(x)n(y)] (50) 

Par conséquent, la contribution de D(Â) est 

I([n22(x,y)-n(x)n12(x,y)] + [n22(x,y)-n(y)n21(x,y)] 

-n11(xfu)Cn11(x,u)-n(x)n(p)]/(x,u) 6 A
U 1 1 (51) 

5.2 - K(Â)=G1(Â) 

Z{!Px(i)*u(j)*x(j)*6(k)/Ki«/Ékin} 

= [n21l(x,y,8)-n(x)n11l(X,y,8)]+[n21l(x,y,8)-n(8)n21(x,y)] 

-nn(x,y)[nn(x,8)-n(x)n(9)] (52) 

D'où la contribution de G,(A) : 

[{Cn 211^
9 U , 9^" n^^ n111^ , U l 9^ + ̂ n211^ X' U ï 8^" n^ e^ n21^ , uQ 

-n11(xfïi)[nn(x,e)-n(x)n(e)]/((x,ii)t(x,e)) G G^Â)} (53) 

5.3 - K(Â)=G^(Â) 

ÏUx(i)*u(j)*0(j)*x(k)/Ki«/fck} 

=2[n21l(X,y,a)-n(X)nin(X,y,a)]-nn(y,a)rn2(X)-n (x)] . (54) 

D'où, la contribution de G^(A) : 

J{2[n211(X)y,a)-n(x)nl11(x,u,a)j 

-n1l(y,a)[n2(x)-n
2(x)]/((x,y),(a,x)) G Gj(Â)} (55) 

5.4 - K(Â)=G2(Â) 

=2nl21(x,y,a)-[n(x)n21(y,a)+n(y)nl.!1(x,y,a)] 

-n11(u,a)[nn(x,y)-n(x)n(y)3 (56) 
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Contribution de G 2 (A ) : 

^{2n 1 2 l (X,y,a)- [n(x)n 2 1 (y ,a)+n(y)nn l (X,y,a)3 

- ^ ( y . a î C n ^ U . y J - n U M ^ / Î U . u M a . y ) ) g G 2 (Â)} (57) 

5.5 - K(Â)=(^(Â) 

1 ( ^ ( 1 ) ^ ^ ) ^ ( j ) * e (k ) /1 i i « î«Wn} 

= (2n l 2 1(X,y,8)-Qn(x)n2 1(y,e)+n(8)n1 2(X,y)]) 

-n 2 (y) [p l 1 (x ,8)-n(x)n(8Q (58) 

Contribution de G M A ) : 

j;{(2n121(x,u,9)-[n(x)n21(y,9)+n(e)n12(x,y)] 

-n2(y)Cn11(x,6)-n(x)n(90/((x,y),(y,9)) G G£(Â)} (59) 

5.6 - K(Â)=H(Â) 

1(^(1)^(0)^( JÎ*e(k)/1ii7W«n} 

=(2n11t1(x,y,a,9)-[n(x)nl1l(y,a,8)+n(8)nlll(x,y,a)]) 

-nl1(y,a)[nn(x,9)-n(x)n(8)] (60) 

Contribution de H(A) : 

^{(2n1l11(x,y,a,8)-[n(x)nl11(u,o,8)+n(9)nlll(X,y,a)]) 

-n1l(y,a)Qn1l(x,9)-n(x)n(9)]/((x,y),(a,9)) G H(Â)} (61) 

6 - K(I)=H(I) 
^{€,(i,j)ç,(h,k)/((i,j),(h,k)) 6 H(I)} est, au facteur 

(1/n(n-1)(n-2)(n-3)) égal à l n(p)n(q) Q£ n(r)n(s)-n(p)-n(q)+2n-1] , (62) 
p<q r<s 

(cf. formule (21) § II.2 ci-dessus). 

I(n(i,j)n(h,k)/((i,j),(h,k)) 6 H(I)} se décompose en une somme de 6 

les relatifs à 

(cf. (11) § II.2), 

-{2} -{2} 

termes relatifs à la partition maintes fois utilisée de i\ x Au 
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6.1 - K(Â)»D(Â) 

1 ^ ( 0 ^ ( j)*A(h)* | ((k)/U1«jih^n} 

= [n2(A)-n (Aa&2(p)V(,i][|+4n(x)Cn12U,u)-n(g)nn(x,uO 

-4Cn22<^)-n(u)n21(x,u)]-2Cn22(x,u)-n2,(x,y)] (63) 

Contribution de 0(Â) : 

I{[n2(x)-n2(x)][n2(w).n
2( lJ)]+4n(x)[n12(x,vl) 

-"(»«)nn(^u)]-4[;n22(x.w)-n(p}n2J(x,Hg 

-ZCn^Cx.uî-nÇjfx.ua/tx.u) G Â{2}} (64) 

6.2 - K(Â)=^(Â| 

If ^ 0 ) ^ ( j)^(h)*e(k)/1ii^j/k<n} 

= Ln2(;.)-n2(x)irnn(,,ô)-n(u)n(e)]+2{n(x)Cn in(x,u>8) 

-n^)nM(x,u0+nn(x,e)Cn11(x.n)-n(x)n(u)2 

-Q ,2 lt(^^e)-n(x)nM 1(x,u,8a-Di2 n{x.u.e) 

-n(w)n21(À,e)j-[n2n(x,M,9)-n(8)n21(x,yri} (65) 

La contribution de l^l) e s t la somme des expressions (65) pour 
((X,u),(x,e)) décHvïnt G.(Â). 

6.3 - K(Â)«6j(Â? 

1** (̂1 )*u(j)v0(h)*x(k)/Ui^h/«lc<n} 

= Cn2(x)-n' i(x)][nn(u,a)-n(u)n(a)>2{n(x)rn in(x,Uja) 
-n(<')n11(X,HQ+n.1(x,0)rnn(XiWj.n(X)n(j lj-j 

-C"Z11(A.»«,a)-n{x)n111(x,w,o)]-(n211(x,u,o)-n(u)n21(x,o)] 

-Cn2ii(^.»».o)-n(o)n21(x,iig} (66) 

La contribution de S'(Â) est la somme des expressions (66) pour 
(U,ii),(a,A)) décrivant G<(À). 
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6.4 - K(Â)=G,(Â) 

I(* x(i)^(j)^ a(h)^(k)/Ui^7h^n} 

= [n2(y)-n
t(y)][n1l(X,a)-n(x)n(a)]+2{n(y)[nin(x,y,a) 

-n(a)n11(x,y)]+n11(y,aî[nl1(x,y)-n(x)n(u)] 

-Cn121(X,y,a)-n(y)nl11(x,y,o)]-[n121(x,y,a)-n(x)n2l(y,a)} 

-Qïl21(X,u,a)-n(a)nj2(x,y)] (67) 

La contribution de G«(A) est la somme des expressions (67) pour 

((x,y),(a,y)) parcourant G2(Â). 

6.5 - K(Â)=G;(Â) 

I(^x(i)^(J)^u(h)*9(k)/1<i7j7hA^n} 

= [n2(y)-n
2(y)][nl1(x,9)-n(x)n(9)]+2(n(y)|nl1l(x,y,8) 

-nîeJn^U.uQ+n^Cv.e) [nl1(x,y)-n(x)n(y)] 

-[pl21(X,y,8)-n(y)nl1l(X,y,e)j-[nl21(X,y,8)-n(x)n21(y,9)3 

-[p121(x,u,9)-n(9)n12(X,y)]} (68) 

La contribution de G2(Â) est la somme des expressions (68) pour 

((X,y),(y,e)) décrivant G£(Â). 

6.6 - K(Â)*H(Â) 

X(*x(1)*u(j)*0(h)*e(k)/1ii«/hj«Kn} 

=n(e)^{^x(i)^(j)^a(h)/i^j/h}-I{^(i)^(j)1i;8(i)u;ff(h)/ 

l«î«hH(*x(l)*u(j)*0(h)*B(j)/i«iÉh} 

-Xl*x(1)*u(j)*0(h)*e(h)/i«iÉh} (69) 

=n(x)n(y)n(a)n(9)-{n(a)n(9)nl1(x,y)+n(y)n(8)n1l(x,a) 

+n(u)n(a)n11(x,e) 

+n(x)n(9)n11(y,a)+n(x)n(a)n11(y,e)+n(x)n(y)n1l(a,9)} 

+2{n(8)n11l(X,y5a)+n(a)n1l1(x,y,9)+n(y)n11l(X,a,9) 
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+n(x)n 1 1 1 (y s f f ,o ) }+{n 1 l (x ,y )n 1 1 (a ,9)+n l 1 (x ,a )n l 1 (y ,9 ) 

+n1 ( 1(x,e)n l 1(y ia)}-6n1 1 1 l(x,u,CT,9). (70) 

^ -
La contr ibut ion de K(A) est la somme des expressions (70) pour 

( (X,y) , (a,8)) décrivant H(A). 

Rappelons que les autres contributions 6.1 à 6.5 s'obtiennent à p a r t i r 

de cette dernière en remplaçant respectivement : (a,9) par (X ,y ) , a par X, 

e par ?, 8 oar u et s par 

Retenons au début du paragraphe I I I . 2 . La moyenne de la v .a . s ( c ' , 6 ) 

est donnée par la formule (5) . Quant au moment absolu d'ordre 2, nous réca

pitulerons au ;poyen de l'énoncé suivant 

THE0Rt>£. Ls moment absolu d'ordre 2 de la v .a . s ( c ' , s ) peut se mettre sous 

la fonrs suivante 

l *L«(ïQ 4 - r[K(I),K(Â)] (71) 
KÎ I ) m) 

où K(LÏ (rnso..<'?"}) appartient à la partition 

{ r e s p ^ C t Â } ^ * ^ de Â { 2 } x Â { 2 }) et où 

^ • ( i Q ^ ^ i J ^ O ' ^ j ' J / U i . j M i ' . j ' ) ) 6 K(I)}, (72) 

qui a été déterminé dans les différents cas ci-dessus, 

rQUf;-K{7a= :fjl^(i)^1(j)^(i
,)^j,(j

,)/((i,j),(i,,j,))6K(I)}/ 

a>.,M),(x',u'))6 K(Â)J, (73) 

qui a également été déterminé dans les d i f fé rents cas ci-dessus. 

Ce résul tat permet d'obtenir la variance de s(c ' , / * ) et par conséquent 

l ' i nd ice d'Association "centré et rédui t" 

Q(c3e) ,J^^MSLZÊB (74) 
' var [s (c J ,0 )J 
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IV - INTERET ET USAGE DE CET INDICE 

L'analyse informatique du calcul que suppose cet indice vient d'être 

achevée par Melle Moreau (un aspect d'une thèse de 3ème cycle en cours) 

dont le programme comprend un sous-programme général de calcul de tous les 

moments produits jusqu'à l'ordre 4 des variables (<|>x/xGÂ). 

Ainsi, après avoir généralisé à la comparaison de deux variables quali

tatives ordinales (i.e. totalement préordinales) Q.ERMAN(1973),(1981.Q, 

l'indice t de M.G. Kendall de comparaison de deux variables "rang" (i.e. 

totalement et strictement ordinales) Q(ENDALL(1938),(1970)] , ce travail 

-qui s'est imposé à nous dans la pratique de l'analyse classificatoire des 

données (voir introduction)- offre une nouvelle généralisation. 

Cette généralisation peut d'un certain point de vue apparaître comme 

particulière de la situation où on compare deux relations pondérées sur un 

même ensemble I : (ç.Vd.J) € 1 ^ } et (n^/d.j) G iÏÏ} ( [HUBERT (1978 J, 

|ECALVE( 197651 [LERMAN(1976)] et fftANTEL( 1967Q. Toutefois, l'application 

des formules (voir par exemple dans LERMAN(1981)) aurait de toute façon 

nécessité d'expliciter la nature spécifique du phénomène combinatoire qui 

a été précisé dans les calculs ci-dessus et que nous avons effectués avec 

le souci de préserver le degré de généralité nécessaire. 

Le résultat général exprimé dans (LERMAN(1976)Q quant à la distribution 

asymptotique dans l'h.a.l. de la v.a. associée à l'indice brut, permet 

d'utiliser T indiceQ(c,6) (cf.(74)) dans une optique de test d'hypothèse 

où il s'agirait de rejeter l'hypothèse d'absence de liaison entre les varia

bles c et B. 

Toutefois et de façon majeure, l'intérêt de cet indice réside pour nous 

dans la comparaison sur des échantillons disjoints de sujets de la force 

de la liaison entre les variables c et B. Ainsi, relativement à l'exemple 

qui a motivé cette étude et cité en introduction -où les modalités de c 

sont définies par les niveaux de la T.A.S. et où celles de correspondent 

à des profils biologiques- on peut se poser la question de savoir si la 

qualité de la régression entre c et B est meilleure chez les femmes que 

chez les hommes. 
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L'analyse informatique de ce calcul, le programme et la validation sur 

les données réelles évoquées ci-dessus se trouveront consignées dans le 

cadre d'une thèse de 3ème cycle (en cours d'achèvement), de Melle A. Moreau 

(MOREAU à paraître]. On y trouve d'autre part développé l'indice de même 

type, mais dans le cas "nominal". Ce dernier généralise au cas "flou" notre 

indice d'association entre variables-partitions (cf. [LERMAN(1981), Chap.2], 

indice qui reste essentiellement distinct de tout coefficient dérivant du 

x2. Alors que l'indice que nous avons pu mentionner pour cette extension 

dans l'introduction, est de même nature que le x2. 
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