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Résumé : Czt aAtizlz dzoAit unz mztkodz d'ZAtùnation dz* AZgionA modaZzA 

ou dZ6 modZA d'une loi de pKobabUJutZ admzttant une. dznàitz muJLtÂAÂjmzn-

tionnzllz. C'ZAt une. gznêsia&Uation d'un tAavaÂJL pKZzzdent Kzlatii au ccuà 

unimodaZ zt univaAii |T | . La mzthodz uti&Uzz ZAt tAZA AimpZz : SUA un hià-

togKaxrmz tnaditionnzl on KZpèAZ IZA sLZgion* dz dzn/U£z maximum à VaÀÂz 

d'un AZUÀZ. 

On donnz IZA condition* dz convergence pKZbquz AÙAZ dz Z'aZgoA.ithmz. 

On notZKa quz, paA KappoKt à Z'aZgoAithmz dz SAGER Qf | , on A*ah franchit 

ici dz Za zonùtaÂjntz dz convzxitz dZA AZgionA modaZzà* 

Abstract : ThiA papVi pKZAZntb a mzthod ioK z^timating modaZ àztà QK modZA 

o{ a miZtimodaZ and muZ£ivoAiat:z dznMAtf. TkiA voox.k QZnznaZizZA a psizviouA 

papzn on univaAiatz modz'& ZAtimation [f|, We UAZ a 6-ùnpZz idza : W-ctn a 

cZoMicaZ ksUtogAam-typz ZAtimato*, tue AZZzct thz highzK dzn^ity àZtA with 

thz hzZp ai a moving dznàity thAZAhoZd. 

Thz ZAtùnato* i* Ahown to converge aJbnoAt AuAzZy. CompaAZd voith SAGER'A 

aZgoKithm Qf| it là intZAZAting to AZmaAk that keAZ, thz modaZ AZtA nzzd 

not to bz convzx. 

Mots clés : Estimation du modz, dzyuitz muZtivaAizz, KZzh.zn.okz dZA gKoupz-

mzntA. 

http://KZzh.zn.okz
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I - INTRODUCTION 

L'objet de cette note est d'étendre aux distributions multidimension-

nelles et multimodales l'algorithme d'estimation du mode d'une loi unidi-

mensionnelle et unimodale proposé par l'auteur dans L1 J. 

Suivant le cas, ce problème peut se présenter sous deux aspects : 

Soit celui de l'estimation des régions modales dans le but, par exemple, 

d'effectuer une classification automatique, 

Soit celui de l'estimation des modes de la loi considérée. 

Dans la seconde éventualité, on ne pourra pas en général •fournir une 

estimation simultanée des modes. Par contre, une fois obtenu un nombre 

stable de régions unimodales, on pourra, à l'aide du même estimateur, estimer 

successivement les modes de ces différentes régions. 

L'estimation du mode d'une distribution univariée a fait l'objet de nom

breuses publications parmi lesquelles on peut citer : [2j à [14J . 

L'estimation du (ou des) mode(s) d'une loi multivariée a été étudiée 

essentiellement par SAMANTA [15], KQNAKOV [16] et SAGER [l7J et [18] . 

SAMANTA [15] adopte la méthode proposée par PARZEN [2] en la générali

sant au cas multivarié : l'estimateur 9 (0 est un vecteur de Rp) est 
—n —n 

le mode d'un estimateur à noyau de CACOULLOS [19] de la densité de probabi

lité. Sous certaines conditions imposées à la densité, SAMANTA prouve la 

convergence presque sûre de 0 ainsi que sa normalité asymptotique. 

SAGER [17] généralise le procédé utilisé par VENTER [7] et CHERNOFF [3] 

pour le cas univarié : à partir d'une classe de formes géométriques simples 

(des hypercubes ou hypersphères par exemple), SAGER propose d'estimer le 

mode e et donne un ordre de grandeur de sa vitesse de convergence. 

Dans l'article de 1979, SAGER [18] propose d'estimer le mode en choisis

sant un point de l'ensemble obtenu à l'issu d'un processus itératif générant 

une suite décroissante d'ensembles convexes imbriqués les uns dans les autres. 

II démontre la convergence presque sûre de l'estimateur et donne un ordre de 

grandeur de sa vitesse de convergence dans le cas où la loi est unidimension-

nelle. 

L'estimation des régions modales dans l'espace à p dimensions a été 

plus souvent développée en relation avec la classification automatique. En 

effet, on peut interpréter ces régions comme des estimations des sous-popu

lations à distinguer dans la population soumise à l'étude. Sans prétendre 



.18. 

à 1'exhaustivité on peut citer comme exemple de ce type d'approche : [ 2 0 ] 

à [33]. 

Dans la plupart des cas on réalise une estimation des régions uni-

modales qui sont ensuite utilisées comme noyaux pour former les taxons 

(clusters). Un des avantages de cette façon de procéder est qu'aucune ré

duction de variance n'est imposée aux classifications qui peuvent alors 

présenter différentes formes (sphérique, allongée, irrégulière, ramifiée, 

etc..*). 

L'estimateur décrit dans cet article se caractérise par sa simplicité. 

Comme SAMANTA [15], on utilise un estimateur de la densité mais dans sa 

forme la plus simple puisqu'il s'agit de l'histogramme classique. 0'autre 

part, comme SAGER [18], on procède de façon itérative par l'obtention de 

suites décroissantes d'ensembles inbriqués mais sans que la contrainte de 

convexité de ces ensembles ne soit nécessaire à la démonstration de la 

convergence presque sûre. Suivant Je but recherché, l'algorithme proposé 

pourra servir soit à l'estimation des modes de la densité, soit à l'esti

mation des régions modales dans le but d'effectuer ensuite, par exemple, 

une classification automatique. 

2 - L'ALGORITHME 

Soit FCx^ x«, ..., x ) = F(x) une fonction de répartition absolument 

continue (par rapport à la mesure de Lebesgue) définie sur Rp et admettant 

p+1 dérivées continues et bornées. On notera f(x) la fonction de densité 

correspondante : 

f(x) = dPF(x)/3x. 3x« ... 3x — — 1 Z p 

On supposera aussi f(x_) continue et qu'elle possède t(^1) modes x.-

j = 1, 2, ..., t (x3. = (x!?., x° ..., x0.)) (la valeur exacte de t est 

supposée inconnue). En outre, on admettra qu'autour de chacun des modes, 

f(.) est strictement unimodale, c'est-à-dire que chaque mode x, est un 

singleton et que dans le voisinage de x^. , f(.) est strictement décrois

sante le long de toute demi-droite de Rp issue de £. . Il est clair 
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que pour t > 1 , la stricte unimodalité de f(.) n'est vraie que locale

ment autour des modes et pas globalement. De façon plus précise, on dira 

que x° , appartenant à un-sous-ensemble A' de Rp , est un mode de f(.) 

si les deux propriétés suivantes sont vérifiées : 

f(x°) > 0 

où Quel que soit ^ £ A' , tel que ^ = x, + z_ 

£ = (Y-|ei » Y 2
e 2 » " • » Yp Ep^ ' €i ̂  ̂  ' i = 1' 2' '"' P 

et les Y- prenant indépendamment les uns des autres les 

valeurs 0 ou 1 avec la contrainte t y. > 0 , alors : 
i=1 X 

fCy_) < f(x°) 

D'autre part, on supposera qu'autour de chaque mode x,- il existe un 

sous-ensemble non vide de IRP désigné par A. tel que quel que soit x. 

de A. et quel que soit x £ ]0, 1[ on ait : 

et 

_x,. = x x? + (1-\) x, £ A. (A. est étoile en _x^ ) 
' J J J J 

f(x) < f(£l) < f(x°) (1) 

Ainsi à chaque mode x° de f ( • ) on suppose attaché un ensemble A . 

constitué par le domaine de stricte décroissance de la densité autour de 

-J 

Il faut noter que l'existence des A. n'implique pas contrairement à 

l'une des hypothèses de SAGER, que la fonction f(.) ne présente pas de 

plateaux (régions de Rp où f(.) reste constante). On se place donc ici 

dans un cas plus général. (Tout ce que l'on suppose ici c'est l'existence 

d'un domaine A. autour de chaque mode x° dans lequel f(.) ne présente 

pas de plateaux, mais ces plateaux peuvent évidemment exister en dehors 

des A . ) . 

On suppose enfin que la densité f(.) est telle qu'il existe au moins 

un réel U > 0 tel que l'ensemble {x : f(x_) > LJ} soit un ensemble borné, 

formé de la réunion d'un nombre fini d'ensembles connexes. Pour la suite 

on choisira un nombre o > 0 appartenant à l'ensemble de u tels que 
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Oç : f(x) £ u} est borné, a sera choisi assez petit pour que tous les 

modes x_. de f soient dans l'ensemble borné {_x : f(x.) $. a} - On déduit 

de cette dernière hypothèse que les A. sont nécessairement bornés. 

Soient X^ f X.2 , ..., X^( X.- = (X^. , X„. , ---» X .)) un échantillon 
aléatoire de taille n issu de F(.) . Soit F (.) la fonction de répar

tition empirique associée à cet échantillon : 

n F (x) = nombre d'observations x. , i = 1, l, ..., n telles 

que x.. < x. pour tout j = 1, 2, ..., p . 

Soit (S(n)) (ou S ) une suite positive strictement décroissante. 

Pour chaque valeur de nÇN on définit une partition de l'espace Rp en 

une suite infinie d'hypercubes de volume S" . Pour cela chacune des p 

composantes de l'espace R^ est partagée en une suite d'intervalles égaux 

de longueur S suivant le modèle : 

— » ["2Sn> ~Sn[ - ["Sn' °C ' [ °> ^ ' [ V 2Snt ' "' 

Soit h(n, x) l'histogramme construit à partir de cette partition 

de Rp : 

h(n, x) = (i ( 1 ) ...û(p) 'r
n[(qr1)Sn < V 1 ) S n ] ) / S n 

où £ e st un point de l'hypercube : 

(q rDS n.< X1 <q, Sn 

' (q -1)S 4 x < q S p n N p p n 

et q. £ Z , j = 1, 2, ..., p , 

A(J)Fn[(q1-1)Sn (qp-DSn] = ̂ [(q^DS,, Q jS n (qp-DSn] 

••• -Fn[(V1)Sn V 1 ) S J 
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et où le produit des A ^ signifie qu'il faut effectuer les opérations 

les unes après les autres en tenant compte de : 

A(F (,..)-G (...)) = AF (...)-AG (...) . Dans la suite on posera : n n n n 

(q-PS = ((qr1)S,...,(q -1)S) 

Considérons l a s u i t e a l é a t o i r e ( r ( m , n ) ) d é f i n i e par l e processus 

suivant : 

1) D é f i n i r un nombre rée l 1 > 1 ( v o i r p lus bas pour l e cho ix de 1 ) . 

2) Poser m = 1 et L = 1/1 . 

3) Calculer r(0,n) = L Sup h(n,x) . 

:<eRP 

4) Si Sup h(n,x) - r(m-"î, n) > L : aller en 5 , 

x£Rp 

Si non : L = L/2 et aller en 4 . 

5) Calculer r(m,n) = r(m-1, n) + L . 

6) Poser m = m+1 et aller en 4 . 

L'algorithme d'estimation des régions modales de f(.) procède alors 

comme suit : Partant de m = 1 on associe à chaque valeur de r(m,n) au 

moins un ensemble C(r(m,n), w) tel que les deux propositions ci-dessous 

soient simultanément vérifiées : 

Pour tout 21 appartenant à un des C(r(m,n),w) : h(n,>0 ^ r(m,n) (2) 

Pour tout 21 n'appartenant a aucun des C(r(m,n) ,w): h(n,x>) < r(m,n) (3) 

On désignera par t le nombre d'ensembles C(r(m,n),w) obtenus pour 

le seuil r(m,n) , ce qui imolique que l'indice w (attaché à chaque compo

sante connexe de l'ensemble : {x_ : h(n,>0 ^ r(m,n)} ) prendra ses valeurs 

dans {1, 2, ..., t ï avec 1 < t .En faisant croître m , on trouvera 
mn mn 7 

donc, pour chaque valeur de r(m,n) , un certain nombre d'ensembles C(.,.) 

à l'intérieur desquels h(.,.) sera supérieur ou égal à r(m,n). La mesure 

de ces ensembles diminuant au fur et à mesure que m croît. Ces ensembles 

C(.,.) sont les estimations cherchées des régions modales. 

Pour estimer le(s) mode(s) de f(.) , il suffira d'appliquer le même 

algorithme successivement aux observations de chacun des ensembles C(.,.) . 

En faisant croître m , on pourra convenir d'estimer un mode, chaque fois 
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que l'effectif du C(r(m,n),w) considéré devient inférieur à un seuil 

n (0 < n < n) fixé à l'avance, par un point x° intérieur à l'ensemble 
s s —wn 

C(r(m,n),w) étudié (si cet ensemble contient plus d'un mode, c'est le plus 

dense qui sera estimé). 

Les frontières des ensembles C(.,.) sont, pour m et n donnés, des 

estimations des courbes d'iso-densité de f(.) • 

3 - CONVERGENCE ASYMPTOTIQUE 

Considérons la suite (r(m)) définie de la façon suivante : 

1) Définir un nombre réel 1 supérieur à un (on donne à 1 la même 

valeur que pour r(m,n)) . 

2) Poser m = 1 et L = 1/1 

Poser r(D) = L.Sup f(x) . 
2£RP " 

3) Si Sup f(>0 - r(m-1) > L : Aller en 4 , 

x£Rp 

Si non : L/2 et aller en 3 . 

4) r(m) = r(m-1) + L . 

5) m = m+1 et aller en 3 . 

On peut énoncer le lemme 1 : 

Lemme 1 : La suite (r(m)) possède les propriétés suivantes : 

a) Elle est strictement croissante. 

b) Y m : Sup fUu)/l < r(m) . 

c) lim r(m) = Sup f(>0 • 
m*» x€Rp 

Preuve : Les propriétés a) et b) sont triviales. La démonstration de c) 

est identique à celle qui est donnée dans [1] pages 7-8. 

Ainsi, à chaque valeur de m = 1, 2, ... on peut associer l'ensemble 

{x : f(_x) £-r(m)} , réunion d'un nombre fini d'ensembles disjoints notés 

C(r(m),b) . 

On désignera par t le nombre de C(r(m),b) associés au seuil r(m) , 

ce qui implique que pour tout m , l'indice b prend ses valeurs dans 

{1, 2, ..., t } avec 1 4 t « t . 
m m 
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Afin de prendre en compte tous les modes lorsque t > 1 , il convient 

de choisir correctement la valeur de 1 qui intervient dans la définition 

des suites (r(m)) et , (r(m,n)) . En effet, il faudra choisir 1 suffi

samment grand pour que : 

r(0) = Sup f(*?.)/! < Inf f(^°) . (on suppose r(0) ^ a) 
Uj<t J 1<j<t J 

D'autre part, si x_. désigne un point situé sur la frontière de A. tel 

que *f(£.) = Sup f{x) , il faudra choisir 1 de sorte que : 
^ x Ç frontière À. 

~ -3 

1/1 < Inf (f(x°) - f(x.)) . 
1*j<t J J 

Finalement on choisira" 1 suffisamment grand pour que : 

1/1 < Min { Inf- f(x°)/Sup f(x°) ; Inf (f(x°.) - f(x..)) . 

Dans ces conditions,-on peut être assuré que pour tout j ( j = 1,2,..., t), 

il existera toujours au moins une valeur de m . et donc de r(m) , telle 

que le mode '_x° n'appartienne qu' à un seul C(r(m),b) . Dans la suite, on 

désignera par C(r(m),j) tout ensemble C(r(m),.) ne contenant que le 
mode x. . 

-J 

Lemme 2 : Les ensembles C(r(m),j) sont, pour tout j , 

a) connexes 

b) disjoints (si t ^ 2) 

c) bornés et d'intérieur non vide. 

Preuve : ,i(i 

a) Cette propriété est une conséquence immédiate de la forme de f(.} 

autour de ses, mpdes. 

b) C'est évident puisque, par définition, chaque C(r(m),j) ne peut 

contenir qu'un seul mode x° . 
-J 

c) Par suite des hypothèses faites sur f(.) et sur r(m) , pour tout 

m , r(m) ^ a , et C(r(m),.) est borné par sa frontière qui est la pro

jection sur Rp de l'intersection de f(.) avec le plan parallèle au 

support de f(-)., d'ordonnée r(m) . 
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On peut noter que pour tout 2! situé sur la frontière d'un C(r(m),.) 

on a f(x) = r(m) , autrement dit, ces frontières sont des courbes iso

densité. Par suite de la continuité et de la forme de f(.) , il est évi

dent que toute variation de r conduira à la création d'une famille d'en

sembles C(.,.) qui seront soit imbriqués, soit disjoints. Plus précisé

ment, si r < r' , on a {x : f(0 ^ r'} c= {* : f(x) ̂  r) donc chaque 

C(r*,j) appartient à un certain C(r,k) . Ainsi pour j et k fixés 

on a : 

soit C(r',j)<= C(r,k) , soit C(r',j)0 C(r,k) = 0 . 

(Hartigan [27] qualifie cette propriété de structure arborescente). 

Soit J l'indice j tel que : 

f(x°) = Sup f(x) . 
x£Rp 

(Si J n'est pas unique alors le résultat a) du lemme 3 sera vrai pour 

tous les J) . 

Lemme 3 : Si diam A = Sup (d(2i,2l') î 21 e^ x/ £ A} désigne le diamètre 

de l'ensemble A alors r: 

a) lim diam C(r(m),J) = 0 
m+« 

b) V j i J , il existe m tel que : 

diam C(r(m),j) < diam A.< + » . 

Preuve : 

a) Considérons l'ensemble B. = {x : f(x) > f (x°) - 6} où <s > 0 . 
6 — — —j 

Si 5 est assez petit on aura : 

B _ c A, (supposé borné) . 
o J 

D'autre part, pour tout 5 il existe m tel que C(r(m),J)c B_ 
o 

(il suffit, en effet, de choisir m tel que f (x°J - 6 < r(m) < f (x°)) . 
Les propriétés de f(.) sur A entraînent que l'application & + Br est 

J o 
décroissante lorsque 6 diminue et donc que lim B = 0 sinon le sup f(x) 

S+» x£Rp 
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ne serait pas atteint en un singleton x_. . Le résultat est alors immé

diat. 

En résumé, x_. étant pour tout m suffisamment grand un point inté-
J 

rieur à C(r(m),J) : 

lim C(r(m),J) = x° . 
nu* J 

b) Le résultat annoncé est une conséquence directe de la façon de 

choisir 1 . En effet, V j i 3 on a vu qu'il existe m tel que 

f(x._-) < r(m) < f(jL?) ou £• est un point de la frontière de A . . On en 
j j j j 

tire le résultat cherché. 

Remarque : Le lemme 3 n'assure la convergence des C(.,.) vers x° 

qu'uniquement pour j = J . Néanmoins, on peut, en modifiant légèrement 

la définition de la suite (r(m)) obtenir un lemme équivalent au lemme 3 

pour chacun des modes 21- • Pour converger vers le mode 21-i Par exemple, 

il suffit de définir r(m) par rapport à f(x.,) c'est-à-dire de poser : 

r(0) = L f(xj.) . 

On peut donc énoncer : 

Lemme 4 : Pour tout j = 1, 2, ..., t , à la condition que 

r(0) = L.f(x°) = L Sup f(x) : 
J xCA. 

- J 

a) lim r(m) = f(x°) 
m*oB J 

o b) lim C(r(m),j) = x° . 
m*« J 

Preuve : Voir les lemmes 1 et 3. 

Lemme 5 : Pour tout n , la suite (r(m,n)) est strictement croissante. 

Preuve : Evidente. 
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Lemme 6 : Pour tout n et pour tout e > 0 , il existe une constante 

universelle positive D telle que : 

P{ Sup- |F (x) - F(x)| > e } « D. exp(-2n ch . 
xŒ9 n - - n n 

Preuve : Voir [34] . 

Lemme 7 : Si la suite (S(n)) remplit les deux conditions suivantes : 

1) lim S(n) = 0 
n-*« 

2) lim n.S2p = » 

alors h(n,20 converge presque sûrement vers f(x) . 

Preuve : V 21 £ RP on peut toujours trouver un ensemble d'entiers relatifs 

q. , i = 1,2,...,p tel que x soit inclus dans l'hupercube p 

D'autre part : ' p 

SPh(n,x) = A(1)...A(p){Fn[(q-1)Sn]- F[(q-1)Sj}+ A
( 1 }.. .A(p)F[ (q-1 )SJ . 

En développant F(.) autour de x : 

Û
( 1 )... Û

(P ) F[(q-1)SJ = SP f(x) + 0(SP
+1) . 

-n- -n - • — n ' " (4) 

Posons 

ck = Y k ( V ) S n + ( 1^k ) qk Sn ' k = 1' 2 P 

les y. prenant indépendamment les uns des autres les valeurs 0 ou 1 . 

On a 2P choix du p-uple y = (y,.,...,y ) , et à chaque choix correspond 
(Y) (Y) (Y) P 

un £ = (c/ ,...,c ) qui est un sommet d'un hypercube, d'où : P 

A(1)... A ( P ) {Fn((q-1)S) - F((q-1)S )} n ^ n 

(-1)lYi (Fn(c
(y)) - F ( C ( Y ) ) ) avec |Y| = Z yk (5) 
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Compte-tenu de (4) et (5) on a 

|h(n,x)-f(x)| * l |Fn(ç
(Y)) - F (£U;|/SP + |0(Sn)| (6) 

y 

Soit (p l'ensemble de définition de c 

f = {(qr1)Sn, q i S n (qp-1)Sn, qpSp} • 

9 étant inclus dans Rp on tire de (6) : 

, ( Y K f , . ( ï ) , Supn |h(n,x)-f(x)|<2pSup |Fn (c l Y j ) -F(c l ï ; ) | /sP+|0(Sn ) |«2pSupn | F ( x ) -
c£Rp ~ ~ (Y) C ~ n n x£Rp n -

C t <p — 

...-FU)|/Sp+|0(Sn)I . 

Donc V e > 0 , compte-tenu de la condition (1) sur (S(n)) , on pourra 

toujours trouver n suffisamment grand pour que : 

P(Supn |h(nfx)-f(x)|>c> * Pf2
pSup^ |Fn(x)-F(x) |/S

P > e/2} . 
x€RP " x£R9 ~ 

Par suite du lemme 6 : 

oo ao o O O 1 

Z P{Sup ih(n,x)-f(>:)| > e} ̂  Z D exp(-neZSZp/2Zp+1) . (7) 
n=1 2l£RP " n=1 

La condition (2) imposée à la suite (S(n)) entraine la convergence de 

la série à droite dans l'inégalité (7) et le théorème de Borel-Cantelli 

complète la démonstration. 

Remarques : 

1) Si S(n) est de la forme A/n où A = constante alors la condition 

(2) du lemme 7 entraîne que l'on doit avoir 0 < 6 < 1/2p . 

2) Lorsque le support ae f(.) est un pavé de Rp , BERTRAND-RETALI 

[35] a montré que si Sp = o (Log n/n) alors h(n,2i) converge presque 

complètement vers f(x_) . 

3) Le cas p=1 a été étudié dans [36], [37] , [38] et [1] . 

4) Le lemme 7 peut être complété par les résultats suivants : 

a) E h(n,x) = f(x) + 0(Sn) . 
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b) Var h(n,x) = f(2l)/nSp + 0(1/nSp"1) . 

c) h(n,x) est asymptotiquement normalement distribuée. Les résul

tats a) et b) se déduisent aisément de ceux qui précèdent. Le c) est une 

application du théorème de Moivre-Laplace. 

Lemme 8 : Pour tout m, r(m,n) converge presque sûrement vers r(m) 

lorsque n tend vers l'infini. 

Preuve : C'est une conséquence du lemme 7. Voir [ 1] pour la démonstration. 

Pour m donné, posons : 

fcm 
T = U C(r(m),b) et 
m b=1 

mn 
T = U C(r(m,n),w) . 
™ w=1 

On peut énoncer alors : 

Théorème 1 : 

Pour tout m , T converge presque sûrement vers T . C'est-à-dire 
mn '" 

que 

P ( lim T = T ) = 1 mn m 
n-»- o» 

Preuve : 

Par définition 

T = {x : f(x) ^ r(m)} 
m — — 

T = {x : h(n., x ^ r(m, n)} 
mn — — 

Les lemmes 7 et 8 assurant de la convergence p.s. de h(n, 21) vers 

f U ) et de r(m, n) vers r(m) le résultat annoncé s'en déduit immé

diatement. 
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Remarques : 

1) A la limite l'ensemble T peut donc différer de l'ensemble T 
mn m 

d'un ensemble de mesure nulle. C'est donc un résultat moins fort que celui 
donné par SAGER dans [18] (L'écart maximum entre les ensembles T et T r u J mn m 

converge p.s. vers zéro). Sur le plan pratique cette différence ne présente 

pas d'inconvénient. En outre, on bénéficiera ici du fait que, contrairement 

à SAGER, les régions modales n'ont pas besoin d'être convexes. SAGER lui-

même avait d'ailleurs souligné la difficulté de mise en oeuvre de son esti

mateur à cause de l'absence d'algorithme efficace de recherche du plus petit 

ensemble convexe contenant un nombre donné de points. 

2) Le théorème 1 a pour corollaire que : 

p.s. 
V m : t > t 

mn m 

Si on s'intéresse à l'estimation du (ou des) mode(s) de f(.) on pourra 

appliquer l'algorithme aux observations situées dans chacune des région mo

dales C(r(m,n),w) comme on l'a déjà souligné à la fin du second paragraphe. 

Soit x° un point intérieur de C(r(m,n),w) alors : 

Théorème 2 : 

Lorsque m et n tendent vers l'infini : 

p.s . 
x ° > u n ctes modes ' x°. de f ( . ) . 
-wn —j 

Preuve : 

C'est une conséquence immédiate du théorème 1 et du lemme 4 (en res

treignant le domaine de définition de* 21 à C(r(m,n) ,x)c: Rp . 

Comme précédemment on ne pourra pas savoir vers quel mode particulier 

converge x° . Tout ce que l'on pourra dire c'est que pour n et m 

suffisamment grands x sera proche de l'une des modes 21° sans pouvoir 

préciser la valeur exacte de j . 

Notons enfin que si t = 1 (f unimodale) il n'y a évidemment plus 

d'ambiguïté pour les théorèmes 1 et 2. 
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4 - UN EXEMPLE D'APPLICATION A UN ECHANTILLON GAUSSIEN 8IDIMENSI0NNEL 

Afin de pouvoir être utilisé plus facilement, l'algorithme décrit plus 

haut, a été aménagé comme indiqué ci-après. 

L'histogramme servant de base à l'estimateur est celui des effectifs 

plutôt que des densités de fréquences (il y a une différence d'un facteur 

d'échelle constant, égal à n.Sp , entre les deux représentations). 

D'autre part, pour accélérer le processus d'évolution des régions mo

dales avec l'accroissement du seuil r(m,n) , on a fixé à un le pas de va

riation de r(m,n) au lieu de 1/1 . 

Pour finir, on arrête le processus d'estimation lorsque r(m,n) devient 

supérieur à Sup h(n,x) . 
X G R P ~ 

Ces modifications font que les étapes 4 et 5 de l'algorithme de défini
tion de r(m,n) sont maintenant : 

4) Si Suo h(n,0 - r(m-1,n) > 1 : aller en 5 , 
x£Rp 

Si non : fin . 

5) Calculer r(m,n) = r(m-1,n) + 1 . 

Pour illustrer le comportement de cet algorithme on l'a appliqué à un 

échantillon artificiel constitué de n = 300 observations tirées de façon 

équiprobable des trois lois normales bivariées suivantes : 

Vecteurs des espérances Matrice des variances -

transposés covariances 

( 8 8) 4 I2 
(14 14) 4 I2 
(14 2) 4 I2 

où I2 est la matrice identité d'ordre deux. Cet échantillon est représenté 

sur la figure 1. 



.31. 

«... 

* i* 

" - . - i-î"' 

» • 

fig. 1 - échantillon 

Puisque l'on ne fixe aucune contraints de forme pour les régions modales 

en dehors de leur ccnnexité (simple ou multiple), il en résulte que deux 

carrés (de côté SR) de R appartiennent à une même région modale dès 

qu'ils ont au moins un point commun. Ainsi, la figure 2 représente deux 

exemples possibles de régions modales (on suppose, bien sûr, que 

h(n,£) £ r(m,n) dans tout carré hachuré). 

VA 
% 

% 

fig. 2 - Deux exemples de région modale (hachurée) 
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L'algorithme a été utilisé avec les paramètres suivants : 

1 

1 = 5 et S(n) = A/n2p+1 où p = 2 et A = constante. 

Les tableaux 1, 2 et 3 ci-dessous indiquent le nombre de régions mo

dales obtenues pour quelques valeurs de A et du seuil d'effectif r(m,n) 

r(m,n) 

A = 5 

2,6 

2 

3,6 

4 

4,6 

3 

5,6 

3 

6,6 

3 

7,6 

3 

8,6 

4 

9,6 

3 

10,6 

3 

11,6 

2 (r(0,n)=^ 2,6) 

r (m,n) 

A = 6 

3 

1 

4 

1 

5 

2 

6 

2 

7 

3 

8 

3 

9 

3 

10 

3 

11 

3 

12 

3 

13 

2 

14 

2 2 (r(0,n)=l|=3) 

r (m,n) 

A = 7 

1,6 

1 

4,6 

1 

5,6 

1 

6,6 

1 

7,6 

2 

8,6 

3 

9,6 

3 

10,6 

3 

11,6 

3 

12,6 

3 

13,6 

3 

14,6 

3 

15,6 

3 

16,6 

1 

17,6 

1 

(r(0,n)=^ = 3,6) 

Tableaux 1, 2, 3 - Nombre de régions modales 

On constate que, pour chaque valeur de A , le nombre de régions modales 

obtenu reste constant et égal à trois pour une large gamme de valeurs de 

r(m,n) . Lorsqu'elle se présente,(c'est le cas en particulier lorsque les 

densités des modes ont des valeurs voisines) cette constance du nombre de 

modes pourra donc être utilisée pour déterminer le nombre de modes réelle

ment présents dans l'échantillon ainsi que pour choisir la valeur de A 

(ou de S ) . 
n 

Pour une valeur donnée de S (ou de A) , désignons par N, le maxi

mum du nombre de fois où l'on trouve trois régions modales successives 

lorsque r(m,n) augmente. Sur l'ensemble des simulations réalisées (pour 

des raisons de place on ne peut fournir tous ces résultats ici) on observe 

que, lorsque A augmente (et donc S ) , N, commence par croître puis 

diminue pour les grandes valeurs de A . On peut donc mettre en évidence 

une ou plusieurs valeurs de S conduisant à de grandes valeurs de N, . 
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Ici la valeur S R = 2,237 (correspondant à A = 7) , pour laquelle on 

obtient une plage de N^ = 8 valeurs successives égales à trois, pourra 

être considérée comme voisins de l'optimum. Pour tous les résultats qui 

sont donnés dans la suite on conservera donc cette valeur de A . 

On constate également que de faibles valeurs de S associées à de 
n 

petites valeurs de r(m,n) conduisent à un nombre excessif de régions 

modales tandis qu'un découpage trop grossier de R ne permet de détecter 

qu'un seul mode quel que soit r(m,n). 

Le choix de 1 ne paraît pas critique dans la mesure où il suffit 

d'adopter une valeur assez grande afin de partir d'un r(0,n) pas trop 

grand et donc de "n'oublier" aucun mode. .On voit sur le tableau 3, par 

exemple, qu'il faudrait prendre une valeur de 1 égale à 1 pour "rater" 

les 3 modes au cours de la croissance de r(m,n) . 

Sur un autre plan, l'algorithme proposé permet facilement d'effectuer 

une estimation de la mesure de Lebesgue des régions modales obtenues. Pour 

cela, il suffit de compter le nombre d'hypercubes (ici des carrés) défi

nissant la région modale considérée puis de multiplier ce nombre par la 

mesure Sp (ici S ) d'un hypercube. 

Dans le cas de l'échantillon traité, on peut comparer ces estimations 

aux valeurs théoriques. En effet, la densité de la population échantillon

née est ici : 

1 3 

f(Xl , x2) = ? Z f.(Xl , x2) 

ou fi(xrx2) = ̂ exp (- -1((-^1) * (-¾^) )) 

avec 8 si 
ui1 r 

14 si i = 2, 3 

8 si i = 1 

Î4 si i = 2 

2 si i = 3 

u i 2 = 14 si i = 2 
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Dans ces conditions, un plan parallèle au plan x^ 0 x? d'ordonnée 

r , coupe f(x1 , x2) suivant trois ellipses coplanaires. d'équations res

pectives : 

(x1 " u i 1 ) 2 + ( x2 - "i2 ) 2 

8 Log(n S^/24irr) 
i = 1, 2, 3 . 

Chacune de ces ellipses ayant une même aire donnée par : 

8 ÏÏ Log(nS^/24trr) . 

Pour A = 7 , soit SR = 2,237 , l'algorithme donne par exemple, suivant 

la valeur du seuil r(m,n) : 

. r = 9,6 : 

1 région modale d'aire égale à 25,02 

2 régions modales d'aire respective égale à 15,01 . 

Soit une aire moyenne observée de 18,35 alors que la valeur théorique 

est 17,31 . 

. r = 12,6 : 

1 région modale d'aire égale à 20,02 

1 région modale d'aire égale à 15,01 

1 région modale d'aire égale à 10,01 

Soit une aire moyenne estimée de 15,01 pgur une valeur théorique 

de 10,71 . 

. r = 15,6 : 

3 régions modales d'aire égale à 5,00 chacune. 

Soit une aire moyenne estimée de 5,00 pour une valeur théorique de 

5,50 . 

Ces résultats montrent, qu'en présence de régions modales théoriques 

de même mesure, la moyenne des mesures fournies par l'algorithme constitue 

une bonne estimation. On observe aussi que la variance expérimentale des 
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mesures individuelles diminue lorsque le seuil r(m,n) augmente. Ceci est 

certainement dû au fait qu'en augmentant r(m,n) on accroît la séparation 

spatiale des modes (au moins pour l'exemple étudié). 

Pour continuer, on a noté dans le tableau 4, l'évolution du nombre de 

points contenu dans les régions modales en fonction du seuil r(m,n) : 

r(m,n) 

Nombre de 
régions 

Nombre de 

points par 

région 

5,6 

1 

241 

676 

1 

225 

7,6 

2 

50 

140 

8,6 

3 

71 

53 

50 

9,6 

3 

71 

44 

41 

10,6 

3 

71 

44 

31 

11,6 

3 

60 

44 

31 

12,6 

3 

60 

44 

31 

13,6 

3 

60 

31 

18 

14,6 

3 

46 

31 

18 

15,6 

3 

16 

16 

18 

16,6 

1 

18 

Tableau 4 - Effectifs des régions modales. 

Contrairerement à ce que l'on pourrait attendre, on constate une 

certaine dissymétrie entre les effectifs des régions sauf pour la valeur 

15,6 du seuil. Une analyse visuelle détaillée de l'échantillon montre que 

ce déséquilibre est réel (la dispersion des points du nuage étant diffé

rente suivant le mode considéré) et l'algorithme ne fait donc que mettre 

en évidence ce fait dû aux hasards de l'échantillonnage. Pour la valeur 

15,6 du seuil, l'aire des régions modales est plus faible et on constate, 

en conséquence, une atténuation des écarts comparativement à ceux observés 

sur des régions de plus grande étendue. 

Si on s'intéresse à l'estimation des modes de la population, il faut 

se donner la valeur du seuil d'effectif n^ . Les résultats qui suivent 

(tableaux 5 et 6) illustrent le comportement de l'algorithme pour deux 

valeurs de n_ : 

. ns = 40 

r(m,n) 

nombre de 
modes estimés 

9,6 

0 

10,6 

1 

11,6 

1 

12,6 

1 

13,6 

2 

14,6 

2 

15,6 

3 

16,6 

1 

Tableau 5 - Nombre de modes estimés pour n- 40 
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ns = 20 

r(m,n) 

nombre de 
modes estimés 

9,6 

0 

10,6 

0 

11,6 

0 

12,6 

0 

13,6 

1 

14,6 

1 

15,6 

3 

16,6 

1 

Tableau 6 - Nombre de modes estimés pour nç = 20 

Pour nç = 20 et r(m,n) = 15,6 les positions des modes estimés 

(centres de gravité des régions modales) sont : 

M 
7,83 14,54 

x2 = 5,54 x2 = 1,12 

alors que les modes théoriques sont : 

x1 = 14,54 

x2 = 14,54 

x 1 = 8 

x 2 = 8 

x1 = 14 

x« = 2 

x1 = 14 

x2 = 14 

Enfin mentionnons que sur l'ordinateur NAS du C.I.R.C.E. il faut moins 

de 4 centièmes de seconde de temps C.P.U pour effectuer le traitement corres

pondant à une valeur du seuil r(m,n) pour un échantillon de taille n = 300. 

CONCLUSION 

Les performances de l'algorithme étudié sont conditionnées en pratique 

par le choix de 1 et par celui de S . Suite à la remarque faite à la fin 

du lemme 1, le choix de 1 peut être facilité en considérant qu'il suffit 

de choisir une valeur suffisamment grande pour éviter "l'oubli" de certains 

modes. On pourrait même rendre l'algorithme autonome sur ce point en notant 

que, pour un histogramme d'effectifs, le seuil de départ r(0,n) peut être 

pris égal à un de sorte qu'il suffirait de poser : 

1 = Sup h(n,^) 
x 
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Le choix de S (ou de A) est plus délicat mais, comme le montre 

l'exemple traité au paragraphe quatre, il pourra reposer sur l'observation 

du nombre de régions modales associées à différents seuils r(m,n) . En 

effet, si l'on porte dans un tableau le nombre de modes obtenus en fonction 

de S et de r(m,n) on observe une zone, orientée approximativement 

suivant la diagonale principale du tableau, pour laquelle le nombre de 

régions modales reste constant. Il suffira alors de choisir une valeur de 

S correspondant à l'amplitude maximum de cette zone. D'autres études 

(voir [24] et [28] par exemple) ont abouti à un résultat similaire. 

Notons, pour finir, que cet algorithme utilise l'estimateur de la 

densité le plus simple qui soit : un histogramme ordinaire. On pourrait le 

remplacer par un histogramme généralisé (estimateur à noyau) et bénéficier 

ainsi des propriétés de ce type d'estimateur (la continuité en particulier). 
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