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SUp L'ESTIMATION DANS LES SYSTEMES INTERDEPENDANTS NON LINEAIRES 

par Jean-Pierre MARCIANO 

Directeur de l'Atelier de Prévision 

Faculté d'Economie Appliquée d'Aix- Marseille 

De nombreux articles récents ont étudié l'estimation des paramètres d'un mo

dèle, sous forme de système interdéppndant Mnéaire, type de modèle noté ici par la suiçe 

M ; le présent papier veut étendre ce travail dans le cas plus général de systèmes quel

conques, linéaires ou non linéaires» notés MGT. 

Au delà d'une nécessaire synthèse sur les estimateurs existants, l'auteur 

étudie leurs propriétés asymptotiques et les expérimente car certains résultats théoriques 

actuels sont malheureusement impraticables. Quand on plaide l'incompatibilité entre vérité 

et utilitç, la mathéraaçisation n'est plus un détour nécessaire du concret â l'abstrait et 

le retour au concret est ainsi oublié ; ici au contraire les estimateurs obtenus sont expé

rimentés. 

Un estimateur du maximum de vraisemblance (MV) sera défini en 2 , étudié, 

par une méthode numérique originale, appliqué à un exemple ; il apparaîtra en 3 que dans 

la classe des estimateurs à distance minimale, asymptotiquement, l'estimateur des doubles 

moindres carrés est moins efficace que MV à information limitée de même que celui des tri

ples moindres carrés par rapport à MV à pleine information (noté aussi MVPI), mais sans le 

respect de l'hypothèse de normalité les estimateurs MV ne sont plus convergents contraire

ment au cas linéaire. Enfin, l'auteur proposera en 4 un estimateur qui sous certaines con

ditions sera à la fois convergent et efficace asymptotiquement. 

1 - LE MODELE 

i rr - i ième 
On définit ici un modèle M _ par un système de K équations avec la 1 
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,ous la tonne : V i Y. =• g. (Y,, ... Y._,, Y. + ,, ... YR, X, . ... Xg, 6,, ... 9,,) + U. 

Chaque variable expliquée, dans chaque équation, est fonction d'une part de 

variables expliquées dans d'autres énuations les endogènes, et d'autre part, de S variables 

exogènes, explicatives prédéterminées. 

Chaque i équation peut s'écrire sous forme implicite, f.(Y, X, 9) - U. 

avec 1 = 1 , 2 , ... K 

Pour l'estimation, on dispose d'un N - échantillon pour (X, Y), 

K 
soit, Y = (Yj ... Y^) le vecteur des variables endogènes défini dans R 

S 
soit, X = (X. ... X_) celui des variables exogènes défini dans R 

soie, 8 a (9. ... 9^) celui des paramètres inconnus à estimer 

K + q 
Dans un modèle non linéaire on n'a pas nécessairement 9 € R mais on 

peut avoir 9 6 R avec D > K + S . Pour chaque équation, on prendra 9 6 RD quitte à 

supposer certaines composantes du vecteur 6 nulles. 

Soit, enfin, U\ la variable aléatoire appelée résidu avec V i, E(U.) - 0. 

2 

On a Var (u\) - a^ , paramètre inconnu, 

Cov (U^n,
 u*^ni) =* 0, V n, V n' t n pour des observations de rang n et n' 

Soit Q la matrice des covariances de la variable vectorielle U. 

n . ième , . . , ième „ 
Pour la n pbservation on a dans la i équation : 

yin = \ <*!.„• •••• "i-l.n. 'i+l... ••• yK.n'
 xl.n' ••• XS,n« 91 V + ui,„ 

f. (y, x, 9) - u. = 0 sous forme implicite 
in in 

Dans la "esure du possible l^* ,^ niables aléatoires serenz ici notées en 
majuscules et leurs valeurs numêriaues en minuscules. 

On suppose en outre que les différentes fonctions f. continues ont par rapport 

aux variables endogènes des dérivées partielles premières et secondes avec un Jacobien non 

nul. 
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5 - L'ESTIMATEUR DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE (noté tfv") 

2.J - définition dans un système non linéaire interdépendant (cas de pleine information) 

a) préliminaire 

Il s'agit après l'avoir défini de signaler les propriétés asymptotiques sui

vantes de l'estimateur MV, en se plaçant dans le Mc- ; il s'agit ici du maximum de. vraisem

blance à pleine information où l'on étudie en bloc tout le système. 

- La preuve de la convergence et de la normalité asymptotique de MV dépend 

essentiellement de l'hypothèse de normalité du terme résiduel (à 1'encontre du cas linéaire). 

- MV est asymptotiquement plus efficace que l'estimateur non linéaire de? 

triples moindres carrés (notés ici TMC). Cette propriété ne sera étudiœ qu'après présenta
is 

tion de l'estimateur TMC. 

b) première étape : transformation de la fonction de vraisemblance 

Si les u. sont normalement distribués, on peut construire une fonction de 

vraisemblance pour un échantillon donné de N observations des vecteurs X et Y. 

Posons ; f • (f. , ... f„ )' et 8 » (6., ... 9.)' alors, 
n In* Kn 1* D ' 

KN 

v - (2 rt)~ T [n"1! N / 2 nn[ Jn exP { - I f; n _1 fn> ] 

avec J 
9f. 

i 

a y j 

d'éléments notés aussi J. . 

Alors, (1) log V = - H log 2 H + | log [fi-1 [ + E(log J - - T a" 1^) 
n 2 

Pour rendre log V maximum, il faut annuler les dérivées par rapport aux é^é' 

/ec 

ce symétrique ), 

ments 9 du vecteur 9 ainsi que celles par rapport aux éléments de Q notés s., (macri-
a ij 

3 Log V N 
-i — - - s.. - - Z f. f. 
3 !.. 2 ^ 2 n i n J n 

Souvent, ù sera estimœpar itérations avec une valeur initiale fixée. 

Z f ft~l f - Z (s.. Z f. f. ) * Z s.. N s.. - NK 
n n . . il in jn IJ ji 

n ij J n J ij J J 
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(1) devient : 

Log V - - M Log 2 ri + | Log \Q'[ I + Z Log J& - 51 
n 

So i t , Log V « - — Il + Log 2 n| + y Log t\çf]\ + Z Log J 
2 l n n 

Appelons la partie non constante de cette somme L, 

L - | Log [fi~l| + S Log J 
n 

La maximisation de la vraisemblance revient à la maximisâtion de L. 

Nous définissons l'estimateur du maximum de vraisemblance comme une racine 
3L 

de — = 0 . Une estimation de fi peut être obtenue, à 9 fixé, giâce à l'annulation des 
39 

dérivées, de L ; fi peut aussi être choisie arbitrairement au départ, unitaire par exemple, 
puis révisée par itérations. 

c) deuxième étape : dérivation de la vraisemblance pour l'optimisation : 

Pour estimer 9, il faut donc maximiser L avec, 

L = y log |fi-1| + Z log Jn = - y log |fi[ + Z log J 
n n 

( 2 ) - ^ - 2: E Q ! î i + z z z Q— 9JiJn 

36, i j 3s. . 36. i j n 3J. . 36, 
k J ij k J ijn k 

Par différentiation, 

3s. . . 3f. 3f. 3J. . 32 f. 
_ L L = I z ( iS £. + f. _ j n , et _±1* _ m 
36k N n 39k

 Jn IP 36k 36k 39fe 3y. 

(2) devient : 

• T , jf 3f. 32 f 
(3) £L. . - ± s s {5.. s - H É l + f. _ i H ) } + Z E I : J . . m 

3 39k 2 i j ^ n 36k Jn in 39k i jn Jin36k 3yj 

car il iraut -appeler que, 

31og jfi | Jf . 3L N - 3L -s—' L - s.. d ou - - -=• s et « J.. 
3Ï.. J1 3s.. 2 1J 3J.. J l n 
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De même, on obtient les dérivées secondes : 

3s. 
(V 

32L - ( H E S s 
36 36, 2 a b i j k n ik 36 nj 

3s. . 
il 

36̂  

3 s. . 

- Z z i. . IL } 
i j ^ 3 6 a 39b 

3J. ^ 3J. ., 32J. ., 
. z z z z t j _ ! E ! J -iJi + Eo: 3-, — M ± 

i j k n 1 Jkl 36 ni1 36K ijl Jl1 36 36, a b 

avec, 

et, 

ayons, 

a2 s.. 
(4'a) 2J S {-

32f 
il 

36 36, a D 

3 2 J _ 

N 1 36^ 36, a D 

3 2 f 3 f 3f 
fkl + fil ^ + - ^ ^ ± 

36 36, a b 36 36, a b 

3f.. 3f.. 

36, 36 
D a 

(4tb) — L U = 
33f 

il 

36 36, 36 i*9, 3y. a b a b 7j 

3L On montrera en 2.3 qu'une des racines de T T - 0 est: convergente et, que nous, 

-1 
<fi (6 - 9Q) - c ^ ( 0 , - pli 

32L 

39. 36. f k kf 
) 

d) troisième étape : Maximisation de la Vraisemblance 

Four maximiser L on peut utiliser la méthode du Gradient et celle de 

NEWTON-RAPHSON, 

Les méthodes de gradient pour maximiser L(6) dépendent de l'ajustement d'un 

paraboloîde à une surface 0 * L(6) obtenue en considérant le développement de Taylor jusqu'au 

second ordre de la fonction de vraisemblance prise en un point 6° dans l'espace des para-r 

mètres. 

0 = L (6°) + e*9 (Grad L ^ + E Ef (6k - 9°) (6fc, - 9",)'( 
,,3 L 

36k 36k, 
-) (5) 

On choisit un vecteur V et une direction XV dans cet espace, alors, 

L (6° + XV) - L (9°) + XV (Grad L) + i X 2 EE V, V?, ( -^-½ ) 
kk , k k' 

(6) 
39, 36, , k k' o 

La notation v indique le transposé drun vecteur 7. Cette notation sera pr4-

férée au prime auand il y aura risque de confusion. 
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Posons L(6°) - L 

(Grad L) - P 
o 

32 L - * = Q , élément d'une matrice Q 
«ekaekjo

 kk 

alors, 0 = L° + XvT P - - X 2 VT Q V (7) 

T T 
0 est maximum si, V. P - X V Q V = 0 

Cette condition est suffisante si Q est définie positive, alors, 

T 
X = + T V Q V 

(7) devient, 

d'où, 

0 V Q V 2 V Q V 

AL = L-L -I ^ 7 ¾ 2 

2 VTQV 

quantité positive si Q est définie positive. 

Pour choisir V, on essaie de maximiser la partie du P ordre de 9 pour une 

longueur de V fixée définie par une matrice G définie positive. 

T [ V . P à maximiser 

| „T „ „ _ ,.2 
avec V G V = k 

la résolution donne, 

- ^ k G"1 P 

(PTG-' P ) " 2 

2 T -1 -l 
Sans perte de généralité, on peut poser k = P G P, alors, (8) V = G P et 

K9S- > - -'?T G"1 P) / ( P V 1 Q G'1?) 

Le choix G = Q donne le gain maximum AL pour (Grad L) donné (méthode de 
o 

Newton) ; alors X = 1 

En résumé de cette étape, on veut L maximum, on se donne une valeur initiale 

de 9 ; 9 ; (3) nous donne un vecteur (V) tandis que la deuxième étape nou» a permis d'avoir 

le calcul des dérivées partielles de la vraisemblance. Le maximum de L est obtenu par la for

mule itérative. 

9 - 9 + V 
o 
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Dans la pratique, on choisit généralement la valeur initiale 6 comme une 

des plus probables subjectivement. Cette approche est voisine de l'approche bayésienne, ou 

il existe une information à priori sur 9 mais qui prend alors la forme d'une distribution 

de probabilité. Il existe de nombreuses méthodes dérivées de la méthode de Newton et dites 4e 

Newton modifiées. 

En supposant L concave, nous proposons une méthode d'estimation de 8 

(maximisation de L) plus originale et plus appropriée, appelée méthode du gradient conjugué. 

Soit donné initialement 9. . 6 R on pose rQ - T- L ' O / * ) et W Q » rQ puis 

pour n * 0, I, ... définissons, 

8, .x - 9, . + u w 
(n+1) (n) n n 

( V rn} 

Dans le cas quadratique, on prendra u * « 9 / „ J . ^ ^'est autre 

que le point qui maximise L(8) sur la droite passant en 6, . et de direction w . Dans le cas 

non linéaire général u n'est plus donné par une formule mais est déterminé par une méthode 

d'approximation quelconque de l'optimum sur la direction w ? méthode de dichotomie par exem

ple, b^en. connue en analyse numérique. Puis on pose : 

V i - - L , < e
( B * D > 

et, w . • r . + X . w 
' n+l n+1 n+1 n 

' y . - L 'V i iy . ' i 2 

avec, A_ . » » =T n l (r , L"w ) ||r ||2 
n* n M n ' ' 

9, fV est cherché à partir de 9, . dans une direction particulière w^ dite "de gradient 
(n+l) r (n) D n a — 

conjugué". De façon générale, M vecteurs (M < D) Vj, ... v € R sont dits A-conjugués par 

rapport à une matrice symétrique définie positive A si : 

0 si i M 

(Av., v.) » 
i j ^ 0 si i • j 

Dans fr , la méthode converge en moins de D itérations. Il est toutefois 

prudent de. vérifier que w est une bonne direction de maximisation, c'est à dire que 

(w , L' (6, .) > 0 ; si ce n'est pas le cas, on prend 9. . comme nouveau point initial 
n (n) v.n; 

avec w * T L'(9, v). n (n) 
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Après un cycle de D directions conjuguées, on peut prendre 9,_. comme nouveau 

point initial pour un nouveau cycle de gradients conjugués. 

2.2 - application économique 

Une illustration originale pour la France va être présentée ici par l'auteur. 

Soit une fonction de production de type Cobb Douglas, classique en économie, 

à rendement constant, 

a X a i- a 
P - c ^ l O L J K J 

où, P est le produit national brut 

X. est le temps (Xj = 0 , ..., 13) à partir de l'année 1959 jusqu'à 1972 

L le travail exprimé par la population active intérieure occupée, 

K est le stock de capital (évalué selon la méthode de Mairesse). 

On peut, à partir de cette équation, en divisant de part et d'autre par L, 
p 

exprimer le produit par tête de travailleur (— = Y.) conme une fonction du capital par tête, 
K 
(— ~ Y«) intensité capitalistique de la production sous la forme : 

(10) Yj = çt1 10
 K\ Y2

 J 

On peut estimer les paramètres de l'équation (10) en introduisant une varia

ble résiduelle multiplicative et en opérant sur l'équation une transformation logarithmique 

qui la linéarise. On peut aussi introduire une variable résiduelle additive U, suivant les hypo

thèses statistiques classiques décrites plus haut ; on a alors an modèle non linéaire. On 

remarque, en outre, que le paramètre a- à estimer représente l'élasticité partielle du racteur 

travail, son degré de substituabilitë au capital. De plus, les fonctions de Cobb-

Douglas font l'hypothèse d'une substituabilité des facteurs ; cette hypothèse s'exprimera 

pa: une deuxième équation, interdroe^Uante ave~ la oremîère ; le capital dont dispose en moyen

ne pour la production chaque travailleur, Y2,est ainsi fonction du prix du facteur travail, 

du taux de salaire réel X~, le pouvoir d'achat sera le rapport du taux de salaire au prix 

à la production d'où la deuxième équation, 

xo 
Y2 " ̂  + U2 

a3 
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KLEIN, aux Etats Unis, avait déjà estimé les paramètres d'un modèle similaire 

avec une série d'observations sur la première moitié au 20e siècle. Ici la série des observa

tions de l'auteur pour les deux pays va de 1959 à 1972. On peut dresser un tableau comparatif 

de nps résultats pour la France et pour les U.S.A. obtenus équation par équation, par M.C.O. 

puis globalement par MV. 

Estimation MCO 

le équation a 

Modèle U.S.A. 

(1909-49 Klein) (59-72) 

0,975 1,544 

Idem France 

(59-72) 

1,079 

0,0081 

1,102 

0,0086 

0,319 

0,013 

0,420 

2e équation a. 0,660 0,500 0,362 

Estimation MV 

0,638 

(0,007) 

0,0074 

(0,0003) 

0,659 

(0,002) 

2,420 

(0,037) 

0,011 

(0,0003) 

0,511 

(0,004) 

0,914 

(0,122) 

0,Q072 

(0,0023) 

0,338 

(0,073) 

Les estimations de Mv ont été obtenues par Itérations successives avec pour 

valeurs initiales celles de l'estimation par M.C.O. 

On remarque sur la première période que l'estimation par M.C.O. (incorrecte 

dans ce système interdépendant) donne des résultats incohérents sur a^ (> l) ; de plus, 

l'estimation de ou est très différente de la première à la deuxième équation, par contre 

l'estimation par MV rectifie cette incohérence. Pour cette dernière estimation, les écarts 

types çsçiraés sont dans l'ensemble très bons pour des coefficients estimés différents de ceux 

obtenus par M.C.O., de près de 100 X parfois. 

Dans un autre domaine, les théories économiques récentes rendent les fonctions 

de demande de biens durables interdépendantes aussi bien avec les demandes de loisirs qu'avec 

les systèmes exprimant le niveau de l'emploi. A revenu constant, les ménages peuvent préférer 

substituer à une demande de biens durables, une demande de loisirs, surtout si le temps devient 

un bien rare. Cette substituabilité (du même type que celle entre capital et travail dans les 
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fonctions dp production) peut dépendre notamment du temps que le bien durable permet de 

gagner, (machine à laver, ...) du niveau de l'emploi (une mère de famille au chômage a moins 

besoin d'un four programmable) et de la durée hebdomadaire de travail. 

Un système de fonctions de demande de biens incluant la demande de loisirs 

et la condition de substituabilité n'est généralement pas linéaire, au niveau des paramè

tres à estimer. La théorie d'estimation des M_T ne permettait pas jusqu'ici une estimation 

par MV d'un tel système en présence d'échantillons de grande taille. 

On va donc chercher dans le M _ un estimateur MV qui, sous certaines condi

tions de régularité, soit asymptotiquement, 

- convergent, 

- efficace, 

- normal 

2.3 - les propriétés asymptotiques de MV 

1. en présence d'équations indépendantes (système w .J 

Malinvaud dans [ 91 les a étudiées pour aboutir aux théorèmes 1 et 2 ci-

dessous par élargissement du problème suivant : 

(P.) : soit Y un vecteur aléatoire avec Q matrice des covariances et, 

E(Y) = 2 (2 <=G, variété linéaire) . 

Connaissant Q et G, ayant une observation y de Y, on veut estimer 2 ; le 

problème (P.) peut s'élargir à cet autre problème : 

(P«) idem, mais G esc un ensemble quelconque ; ce problème est plus général 

mais ne se prête pas à une théorie générale. 

On y définit néanmc^rs -m pstimateur à distance minimale 2 qui minimise, 

•I "T" pxiste, 'Y - S' 

Soit alors une matrice S définie positive, éventuellement aléatoire, uti

lisée à 4éfinir la distance au niveau de l'échantillon. 

Soit l'expression pour notre modèle de base, mais avec équations indépendan-

tes. 

Lv (SN, 9) = E (yn - gn (9))' SN(yn - g (6)) 
n 
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et 3 minimisant L (on suppose L et ses 2 premières dérivées continues). 

Hypothèses préliminaires aux théorèmes 1 et 2 : 

Les hypothèses classiques sur les U. et les g. sont conservées, (i : les u. 

sont notamment indépendantes et de même distribution (0, fi)) ; viennent s'y ajouter les hy

pothèses suivantes : 

(i.) la matrice S tend en probabilité vers une matrice Régulière 

(i2) si à priori 9 6 0 (0 <s <R ) 

Alors, 9 minimise, dans 0, L et ici 0 est supposé borné uniformément, 

6Q étant la vraie *aleur de 9. 

S 
(i*) les variables exogènes sont aussi supposées appartenir à un ensemble X borné de il . 

Leur distribution est stable dans 2 (leurs valeurs se répartissent comme si elles résultaient 

de N tirages d'une même loi) et est écarté le phénomène correspondant à la çolinéarité. 

'i,) dans (R le domaine 0 des valeurs a priori possibles de 9 contient un. voisinage V 

du ,7ecteur 9 des vraies valeurs, dans ce voisinage les fonctions f. sont bornées dans leur 

ensemble ainsi que leurs dérivées des trois premiers ordres, qui existent, avec, 

N •+ °° 

MN (Z) •* M(I) régulière 

V Z matrice définie positive symétrique avec, 

M„ (E) =• — Z (P' Z P ) ou P est la matrice des dérivées premières des fonc-
N N n n n 

tions f. par rapport aux paramètres (le symbole Z est évidemment ici pour sa part le signe 

\ n 

sommej. 

Théorème 1 : 

Sous les hypothèses précédentes si 9 est convergent, si S„ aléatoire tend 

vers Z définie positive, alors 

S (9 - 9Q) 

a une loi limite normale quand N -- °° avec une matrice des covariances calculable. 

conséquence : Dans la classe des estimateurs à distance minimale, ceux qui ont la meilleure 
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efficacité asymptoçique sont obtenus avec une matrice S qui tend en probabilité vers fi 

Théorème 2 : 

Même résultat que le théorème 1, mais 9 obtenu à partir d'une matrice de co-

variances observée, on pourra pour la construire partir de S quelconque, unitaire par exemple, 

puis en obtenant fi par valeurs observées et itérations successives ; cet estimateur est 

alors celui des ppindres carrés généralisés itérés (MCGI). 

Si le nombre d'itérations devient infini, on ne peut plus affirmer directement 

que 9 esc convergent. L'auteur propose la démonstratipn restrictive suivante : 

lemme 1 - soit 9 estimateur convergent pour 9 vraie valeur de 9. Alors, 

T(â) = fiQ + op (1) avec T(9) = ̂  Z (yn - Sn<9))'Cyn - gn(9)) 

avec fi vraie valeur de fi. 
o 

et, o (1) indique un développement limité au 1er terme qui tend vers zéro en probabilité. 

On trouve dans le chapitre 9 de MALINVAUD [p] une méthode pour cette démonstration. 

lemme 2 - soit fi,, suite d'estimations, matrices aléatoires définies positives, A une matrice 

définie positive et fi„ = A + o (1), 9(fi ) l'estimateur â distance minimale de 9 pour fi„ 
donnée. Alors, 9(fiv.) * 8 + o (1) quand N -*• •» 

N o p 

L'estimateur MCG n'est pas là itéré à parvir de fi. Ce résultat se démontre à 

partir de l'hypothèse (1) et des conditions I à IV dans MALINVAUD [s, ch.d] 

lemme 3 - soit X une double suite de v.a. 
mn 

X un** suite de v.a. , c un scalaire 
n 

si X -* X uniformément en n quand m •* °° m n n ^ 

si A = c + o (1) quand n •*• « V m 
m n p 

alors, X = c + o (1) 
n p 

On va étudier l'estimateur MCG itéré auand ms le nombre d1] itérationsJ tend vers 

.'infini ainsi iue ny nombre d'obsevjation.ï. Pour démontrer le lemme $, on x 

\x - ?» < \x - x i + \x - c| 
• n ' - ' n mn' mn ' 
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[Pr \:< - s\ > e ] < PP ( | r - a\ > e - [* - X 1 J 

JCWHÔ X" •* X 1 m < m tel aue \X - X \ < <5 V 6 > 0 

et £ - [.Y - X ] > £ - 6 ceci uniformément, d'où l'inégalité en probabilité ci-dessus et 

la limite de X . 
n 

Théorème 2' (convergence) : 

Sous les hypothèses de régularité du modèle, l'estimateur MCG itéré converge 

vers une solution 3„ de TTÔ— = 0, où V est la fonction de vraisemblance et 9„ * 9 + o (1) 
N do+ N o p 

ou l'indice-supérieur + indique un ensemble de paramètres incluant 9 et les éléments de fi. 

La démonstration est une application directe du lemme Z, si l'on suppose que, 

9 „ -*• 9V uniformément en N quand m -*• » , 

avec 9„ solution de — - o alors, 9 „ + 9 en probabilité Quand zV -*• » (lemme 3) et 
i/ 9 Q rw o 

iv O p 

Dans le paragraphe suivant, on doit étudier la convergence de 9 qui dépend lui-

même du nombre d'itérations Sur les conseils de W. BARNETT [o] nous avons introduit ci-dessous 

les lemmes conduisant au Théorème 2' pour vaincre la difficulté de la double convergence dans 

le théorème 3 suivant. 

2. en présence d'équations interdépendantes, 

Il est possible d'étendre ces résultats aux systèmes interdépendants et d'y 

obtenir un théorème généralisant les théorèmes I et 2 de Malinvaud, et le théorème (2') de 

l'auteur. 

Théorème 3 : 

Un estimateur MV dans un modèle M-T est asymptotiquement Normal et en outre 
3L 

convergent, c'est â dire qu'une racine 9 de l'équation -^ est convergente et satisfait, 

v̂ T (5 " 9 ) - / ( 0 , - lira N ( 

r2 T 1 -l 
3 L | 

P936' j â 

ô 

) ) 

Mais la démonstration dépend essentiellement de La Normalité de U. Il n'y a pas convergence 



64

si la vraie distribution n'est plus celle de l'hypothèse.

Démonstration :

Si au voisinage de 8 0 on développe en série de TA^LOR ?p on obtient :

L (9) L (90) 1 9L 32L

J L _ . J L _ + - (_ii) (9 - e ) + 4 - o - eo)
T | ( _il ) (e - e0)

N . N N 36f • 3939'. Q

avec 9* entre 9 et 9Q

Avant d'étudier la limite en probabilité de ce développement, on introduit

les hypothèses complémentaires suivantes :

«, LN
jt) au voisinage VQ de 9Q, j lim — '

N

j^) en V , j lim - avec convergence uniforme
J ° 3936

alors,

LN(9) L (9 ) . 32L
lim { > = lim • °. + 0 + — (6 - 9 ) lim - ( S—) (9 - 9 )

H N 2 ° 2 3939 9* °

On peut introduire, une nouvelle hypothèse :

j,) lim (̂ Q̂ n i ) < 0 (si L est optimale en 0 , cet optimum est un maximum)
•4 ocpo n N O

Alors, il apparaît au*vu du développement de TAYLOR, que :

LN (9) L N (9 )
lim —̂  < iim —'• — ; on a un maximum local à la limite en 9 ; donc une racine 9

N . N °

de l'équation — est convergente grâce aux lemmes (1), (2), (3); le fait que 9 soit lui-même

fonction du nombre d'itérations, n'est plus un obstacle.

Pour démontrer la normalité asympçotique il suffit d'ajouter une dernière

hypothèse, sur les limites en probabilité ,
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j ) Lim i E (^) (^V) | - - lim i ( £) 

et de remarquer la transformation du développement en série de TAYLOR, remplaçant 9 par 9 

(r-2-) - (—> + ( ^ (9 - e0) 
39 * 39 « 3939 9* 

3 r- ESTIMATEURS DES DOUBLES ET TRIPLES MOINDRES CARRES (DMC, TMC) 

Ces estimateurs à distance minimale, à information limitée (DMC) ou totale (TMC), 

n'apportent jamais la meilleure efficacité asyraptotique, mais la preuve de leur convergence est 

indépendante de la distribution de U. 

3 . 1 ' l'estimateur DMC 

Il se déduit d'une méthode à information limitée où on traite le système équation 

par équation. La définition donnée en 2.3. d'un estimateur à distance minimale, consiste à trou

ver 9 minimisant : 

h <V 9 ) - E <Jn -**<*»' V ? n - 8 n ( 8 ) ) 

n 

* - >. i .ième „ . , w 

Soit pour la L équation du M__ 

LN (SN, 9) - fjs^-f.avc f. - y. - g. 

yi * (yil' '"' yiN^ 

gi - (gil' '"' giN} 

et le modèle initial Y. - g. (Y,X,9) + U 

AMEMIYA, ZELLNER et d'autres ont proposé de choisir peur l'estimateur DMC, 

S° M C = X (X'X)"1 X' (en général S° M C - H (H'H)"1 H') 

ou X est un N - échantillon des variables exogènes du système (ou de H un autre ensemble de 

variables) supposées linéairement explicatives des endogènes, à un résidu près. 

x =( u sl 

IN sN 
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AMEMIYA a démontré la théorème suivant 

Théorème 4 - tAMEMIYA) 

Alors, 

Dans un M G I il existe un estimateur DMÇ (minimisant L„ définie çi-dessus). 

- 9 est convergent 

quand N -*», /N (9 - 9 ) tend vers une distribution, 

JIT (0, lim [i (G!)Q SN (GL)J "
l) 

avec, 

3 8 U 3g 

3gi 3g' / 39j 
Gi'<w>' - s r - ••••• 

3 g u 

98D 

avec de plus, les hypothèses fixées en 2.3. dans la présentation du modèle et les conditions 

supplémentaires : 

kQ - l'espace des paramètres est compact + {i } 

k. - jlim (— X'X), non singulière 
N 

3GÏ 
— G'. . X converge en probabilité, ainsi que — -n-
N N 39 

J 

toutes les deux uniformément;, vers des matrices constantes, de rang D, V j * lf . . / D 

(on rappelle 9 6 R ,. 

Comme pour le théprème 3, la démonstration s'opère à partir d'un développe

ment en série de TAYLOR. Elle ne fait pas intervenir la loi de U, il n'y a qu'une lointaine 

analogie entre les hypotnêses k[t k2, k3 et jj, j 2 > j nécessaires pour le théorème 3. 

Alors, la minimisation de L par la méthode de GAUSS-NEWTON conduit à la formule itérative 
, . ième . „ . 

pour la k itération : 

V) - Vl) + (G1 < W ~ ' G[ SN h « 5(k-,)
 + W9>~' * ^ V K - I 

les valeurs de f. et G. étant prises en 9r, , * • 

1 \K."~ 1 ) 
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3.2 - propriétés asymptotigues comparées des estimateurs DMC et MVIL 

On rappelle quelques résultats sur l'estimateur du Maximum de vraisemblance 

à information limitée (MVIL). On étudie chaque équation du système, 

YL - gi(Y* X* 9) + U. notée f\(Yf X,9) = Ui 

ôîi YL » g (2, 9) + u\ 

En général, Y' ensemble des endogènes explicatives dans cette équation est 

lui même supposé expliqué linéairement sous la forme du modèle, 

2 » X. n + V avec 2 - (Y*, X*) 

L'ensemble des variables expliquant 2 est généralement X mais ce peut 

être aussi un autre ensemble de variables $ qui d'après le modèle expliquerait linéairement 

chaque Y çians chaque équation. 

Si les U. sont normalement distribuées, on construit la fonction de vraisem-
i 

blance et l'on cherche à la Maximiser (ou son logariçhme dans sa partie non constante) : 

M i » /u'u U ' A 
L - - - Log|Q| - - tr (n lS) avec S -\^tJJ v, y J 

3L 
comme — =» 0, à l'optimum 

3Q 

L m - 1 (log U'M^ U + log | W | ) 
0 2 

avec pour Mv (resp **u) » 1 - V(V'V)"
lV 

3L * 
de plus, — = 0, on a ainsi à chercher 9 qui maximise L. Par itérations, on 

calcule d'abord, 

n * (X'X)"
1 X'2 puis, V = Z - H 

soit 9 la valeur de 9 maximisant L , alors U a y. - g (9) 

3L -1 * * 
Comme à l'optimum — = 0,ïï=(X'MX) X'M 2 ; ayant u on a ainsi îî. 

an . u u 

On itère alors la procédure jusqu'à obtenir 9 convergé. On peut montrer que asymptotique

ment Var (MVIL) < Var (DMC). 
3.3. l'estimateur TMC (triples Moindres Carré>, non linéaires). 

Il s/agit de construire un estimateur qui,à la différence de l'estimateur 
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DMC, soit à inrormation totale et prenne en compte Q, matrice des variançes - covariances 

résiduelles. 

Tout estimateur à distance minimale, pour l'ensemble des équations, minimise : 

Ï-N ~ (y * g) ' SN (y - g) ; il est alors possible d'envisager pour l'estimateur TMC de prendre 

», - s " • C c 

Théorème 4' -

Généralisation du théorème 4 à un système à information totale sous les hypo

thèses k à L généralisées avec en plus : 

TX'U 

*4> 

X'U, 

•N /N 
(0, ÎJ a (lim i X'X) ) 

Dans un M , il existe un estimateur TMC, (minimisant LM généralisé en 3.3) GI 'N 

9 est convergent 

- quand N •* », /£î (9 - 9 ) tend vers une distribution, 

Jf(0, I- G^ SN GQ]~
l) (G Q valeur de G à la vraie valeur 9 ) 

G! a été définie en 3.1 et G' 
i 

Gj 0 

0 G£...t et G 

Nous généraliserons aussi DMC en posant, 

(11) SN - (G a I ) '
1 / 2 S^ (Q S I ) ~ î / 2 avec S* - x*(x*'xVlx*' 

X^ étant une matrice des variables exogènes, par exemple, 

Dans ce cas, la limite de la matrice des variançes covariances de TMC est 

inchangée, et le théorème 4f est valide. La rainimisation de ^ par la méthode de GAUSS-

VEWTON nous conduit à la formule itérative suivante pour la k1* m e itération, 

9(k) " 9(k-l) " $' (S1!~l * x ) Gl ! G1 (fi"1 fi I) f ou f, G, et Q sont estimés 
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et G: 
1 N p 301 

3.4 - propriétés asymptotiques comparées de TMC et de MV 

/\ 
En 3. 3 la matrice des variançes covariances asympoptiques de TMC a été donnée 

par, 

V (9) = [lim l G; S N G j 

la limipe inférieure sera l'inverse de, 

limfi G' A G \ avec A - Q*1 a I 

V 1 
cettfe limiçe est atteinte dans notre forme (11) avec, 

x * -1/2 — 
X « A G, ou 9 contenu dans G est une estimation convergente. 

L'estimateur ainsi obtenu sera appelé estimateur TMC optimal (TMCO) ; il 

est plus difficilement calculable. Pour comparer son efficacité avec celle de MV un lemme 

d'AMEMIYA est nécessaire. 

lemme 0 (AMEMIYA) - Soient; u, ... u des v.a. conjointement normales centrées et 

h(u. .,, u ) fonction telle que E(h) et E ( ) soient finies. Alors, 
n 3u. 

i 

E(h(u.)) = Z E(^-) ç 
J i-1 3u. J 1 

i 

a. . étant la covariance entre u. et u. 

La démonstration de ce lemme utilise l'hypothèse j« préliminaire à la démons

tration du théorème 3, qui conduit à, 

1 ^T — 

(12) ( ) - LD p. + p._ ou LD est la distribution limite de L 

/S 39. ° — ll Xl 

L 

. 3f.f . 3f. 

p., • M l r - E ! u' a1) w f ! = ^ 
Ll Jti 3u. L L o9i 
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et a la ième colonne de ft 

3f ' . 
P., - lim - Z E ( -) . — Z (uu' - Q) a 1 

L~ N 3u 

Théorème 5 - l'estimateur TMCO est moins efficace que MV 

démonstration : le lemme 1, associé à la condition j«, permettra d'écrire, 

3f.' 

^3 x i J 

L1 ~J a J u E(f*.T) - s. . E(fï f'.T) (noté * - s) 
ij N x j ^ 

Pour éviter toute confusion, ayant noté fï la matrice des dérivées de f. on notera 
T L L 

f! sa transposée ; de m|me, 

. 3f. 
E(fî) u' a l[—J- - f! u' a J l 

1 an J * 3u. 
J 

On pose, 

E {(E(f[) u' a 1 aJ u E (f1.)} - I 

et E [(uu1 - fi) a1 a j u E (f!)] - 0 

E [E ( f p u' a 1 a j ' (uuf - Q)] = 0 

S, - lim E [ p + p + J L E (f!) u . a1] [pf + p . + JLay u E ( f . ) ] 
dï 

Il est évident que l'on a S« > 0 

On pose, 

S, » [lim V (ê)-]"1 S; = [lia 7 ( 5 ) ^ " ' 

Avec (12) et les espérances calculées plus haut, il vient S- - S. - S 5, 

donc Sj > S 2 

Ainsi dans les estimateurs à information totale, celui du maximum de vraisem

blance est plus efficace que TMC, comme en information limitée MVIL est plus efficace que 

l'estimateur DMC. Malheureusement, la convergence des estimateurs du maximum de vraisemblance 

est liée â la Normalité de U*. De plus, les résultats sur l'efficacité sont asymptotiques. 
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Théorème 6 

L'estimateur TMC est plus efficace que DMC. En effet, 

Var (TMC) - [-i- G' S G J"1 quand N - « 

Var (DMC) - [i (G!) Sv (G, )] 
-1 

La différence des deux matrices G^ S^ G Q - (G[)Q SN (0^)Q est une matrice 

semi-définie positive donc, 

Var (MVPI) < Var (TMC) < Var (DMC) 

3.5 - application économique (suite) 

On pourra étudier le modèle de l'illustration originale décrite en 2.2. 

a2Xl a
3 ' " °3 

P - a 10 L J K 

Y" > 3 j lO01^1 x\ " a3 et 

Y2 • U2 

a3 

Estimation DMC 

1ère équation 1. 

Modèle U. S. A. 1959-1972 idem Modèle France 1959-1972 idem 

Convergence 

achevée à la 

27e itération 

4,825 
(0,894) 

T.M.C. Convergence 

a c h e v é e à l a 

2e i t é r a t i o n 

2,3¾ 
(0,0380 

0 , 9 8 
( 0 , 1 2 ) 

T.M.C. 

0 , 9 8 
( 0 , 0 1 ) 

0 , 0 1 7 3 
X0,0018) 

0 ,0116 
( 0 , 0 0 0 3 ) 

0 , 0 1 7 
( 0 , 0 0 6 8 ) 

0 , 0 1 1 7 

( 0 , 0 0 0 5 ) 

0 , 8 1 6 
( 0 , 0 8 2 ) 

0,511 
( 0 , 0 0 4 ) 

0 , 4 7 
( 0 , 1 6 ) 

0 , 4 1 
( 0 , 0 8 ) 

2ème é q u a t i o n a 0 , i 4 3 0 , 3 3 1 
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La comparaison à partir de l'estimateur DMC laisse évidemment apparaître 
/A, 

une différence sensible avec l'estimation par MCO, mpins sensible pour l'estimation par 
s** 

MV dans le cas français ; on voit par ailleurs l'importance des méthodes numériques mises 

en oeuvre et leur sensibilité ; ainsi pour les données américaines, les estimations par 

DMC ne convergent numériquement qu'après 27 i tératiops,' conçre deux itérations dans le 

cas français, dans le cas de notre méthode numérique ; d'autres méthodes numériques ont été 

tertées et se sont révélées moins rapides. D'une façon générale on remarquera que les métho

des à inrormation totale, qu'il s'agisse d'un maximum de vraisemblance ou des triples moindres 

carrés, donnent des résultats très voisins et satisfaisants du point de vue des écarts types 

estimés des coefficients. 

C est donc à partir des estimations par MV ou TMC plus que par DMC ou MCO 

que pourront être entreprises ici les comparaisons France-U.S.A. sur les fonctions de produc

tion. 

4. TJN CAS PARTICULIER : L'ESTIMATEUR DES MOINDRES CARRES GENERALISES 

Les conditions d'applicabilité du théorème 3, sur l'estimateur MVPI sont très 

lourdes à vérifier en cas de système indépendant. L'estimateur MCG défini en 2.3 évoqué 

oar MA L I N V A U D et 3ARNETT pourra sous certaines conditions être asymptpçiquement efficace 

et convergent quelque soit J. 

Soit un MQN d'équations y. - g.(X,9) + U défini comme précédemment mais avec 

équations indépendantes. 

L'estimateur obtenu au théorème (2') est alors aussi asymptotiquement Normal 

et efficace j 3 lemmes sont préliminaires à cette démonstration. 

lemme 4 - Si X et Y sont des suites de v.a. avec, 
n a 

0 < jx | < Y et y - o (1) 
- ' n1 - n 7n P 

alors X = o Cl) 
n p 

lemme 5 - (BARNETT, MALINVAUD) 

soit e* - e* +o (i) 
N o P 

alors, N B~l * l"l(9+) + o (1) 
M o p 



N 39 96 S 39 

.2 
H + ) - - Ea -^-= » j^trice d'information et I = lim I quano; N **- « 

' 9 39*>3+ ' N 

lerrce 6 - tBARNETT. MAUNVAUD) 

-™ aN (6*) - ^ f C - (9^> quand N * » 
/N 

Théorème 7 - (efficacité et Norm^-lté asymptctique) 

si 9 est un esti&'tear MV de 9 , alors 
o 

/N (9+ - Ç+) -/(C f^B*)) quand N •* 

?ar £e théorème d> U, noyenne multivariée 

w. = f I _2£, 5+ _ l ;àk ) S +i ( **- ) rê+- a*; 
N 36. .V 36. ° .V 36 39. 8* 

* *•*• + 
ave 2 9* entrk, à et 9 

ou, 

N i IN i 

b'x étant I4 " *J *tC ligne d- B 
1 

s i 9 e s t un c s r ^ a t e i r MV, W *= 0, a l o r s , 

(9* - 9*) - N B \ ' ( V ) ~ aN te*) 
0 % N l 

or , 0< !9* - 9*| < je - 9*| avec i 9 - 9c" | - o p ( l ) 

: i^Et^ - «i lemcei. se 5. .-» ^ - 1 ^ . i ' , 

9 = - 9 + o 
o > 

M b", (e-*) * r ' 1.1/;« > 0 (i^ 

d'eù ^ f> - / ) - [ r 'o ; ; - s .*\) ~-^--aN (9 *) 
v L'I 
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* T 1 (9 + ) ( — av (9
+) + o^ (!) (lemme 6) 

o ^j N o p 

Par le lemme 6 et le théorème de Slutsky, on a alors Remontré ce théorème. 

On a en corrolaire, 

^N (9 - 9 ) **£/(0, i"
1 (9+)) quand N * « 

o " o 

On peut montrer que les éléments de la diagonale de B (9 ) représentent 

asymptotiquement Var (9 ). 

Par ailleurs, dans les M — , une recherche, similaire reste à faire pour la 

classe dite des M-estimateurs. 
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