ORESTE NASI

Lois asymptotiques de statistiques de rang sous des
alternatives continues ou discretes

Statistique et analyse des données, tome 1,n°2 (1976), p. 18-38
<http://www.numdam.org/item?id=SAD_1976__1_2_18_0>

© Association pour la statistique et ses utilisations, 1976, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Statistique et analyse des données » implique 1’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impres-
sion de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SAD_1976__1_2_18_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

TECHNIQUES
non Paramétriques
SAD 2,3~ 1976

18

LOIS ASYMPTOTIQUES DE STATISTIQUES DE RANG SOUS
DES ALTERNATIVES CONTINUES OU DISCRETES.

Par Oreste NASI
UNIVERSITE DE METZ

Nous traitons de la convergence en loi de suites de stati
tiques de rang ou de rang randomisées, sous des hypothéses alternatives plus
larges ‘que celles de HAJEK et SIDAK pour les échantillons de loi continue et que
celles de VORLICKOVA pour les échantillons discrets. Il en résulte des propriétés
sur la puissance asymptotique de nouveaux tests de rang, et la construction de
tests asymptotiquement les plus puissants pour différents tests d‘'hypothéses.

Pour simplifier les notations et alleger les démonstrations
nous considérons des suites d'échantillons EXN = (XN1 » Xpoe e ,XNN)} indicées par
1'ensemble des entiers {N € N*} , mais il est aisé de voir que les résultats
donnés sont valables pour des suites d'échantillons {XNn = (Xm ,...',ann)} et des
suites de statistiques 'SN (XNn) de ces échantillons, ol {Nn} nelN ', est une
suite croissante d'entiers tendant vers +w.

1. INTRODUCTION
| _ . . N N
Soit XN (XN1_”"’XNN) un échantillon 4 valeurs dans R,

On appelle vecteur rang de XN la statistiqué RN(XN) = (R_\” yooo ’R\IN) ol :

N
N, _ ) :
Ry; (X)) = % ulXy; - Xgy) , 1¢1 ¢«N
aVec u(x) =1 si x>0 et u(x) =0 si x40

Soit UN = (UN1 oo ’UNN) un échantillon indépendant de XN,
constitué de variables mutuellement indépendantes et de loi uniforme sur ]0,1[.
La statistique R*N(XN,UN) = (R})\‘}1 o oo ,%:N) suivante est appelée vecteur de rang
randomisé de

* . N * ) .
Rl\:i(xl\l’ul\])=J§;1 WiXg - Xy5 » Ui~ Uyg) » 16 1 €N

ol u¥(x,y) =1 si x>0 ou si X=0 et y>0 et u*(x,y)=0 si x<0 ou
x0 et Y <0
SAD 2-3 ‘1976
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Considérons les suites de statistiques :

N
(1.1) Sy XY = 20 (oy; - & ayRyp) |
1= v N2i
¥ N = #*
(1.2) st - (s &) Ry
- Vo AR

1 .

M=

| C'Ni._’ ay est une application de
{1,2,...,N} dans R.
Ces statistiques sont appelées respectivement statistiques de rang linaires simples
et statistiques de rang 11nea1res simples randomisées, suivant la terminologie

~de HAJEK ([1]) ; 1les & sont appelés coefficients et les ay 'scores! de ces

statistiques.

‘ Les QN vérifient les conditions de NOETHER si et seulement si :
T¢i¢N

N o | _
) A

N—>+o 151 1<igN

DEFI\IITION 2 : les scores ay vérifient la condition de conve _gence p_ar rapport
a wne fonctlon Y dejo, 1[ dans R si et seulement si:

' 1
_(1.3) Lbllm-v +o] [aNU + [uN]) -q’(u)] w=0 ,

od [x] désigne la partie entidre de x.
Pour toute application ¢ :J0,1 __, R , notons :

N
GO S (G - & WERGED) Y N
: ] i=

ol FN désigne la fonction de repartltlon de XN Notons: égalemeht L2 (JO,:1 D
l'ensemble il{ 10, 1[-—’IR\j q; (u) du < +Oo]
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THEOREME 1 : (HAJEK et SIDAK).
Si

i) les coefficients c,N vérifient ks conditions de NOETHER,
ii) les scores ay vérifient la condition de convergence par rapport a une
fonction Y non constante de 1.2 o0,10),

iii) pour tout N, Xygqoee X'\HEI sont mutuellement indépendantes et de méme
fonction de répartiuén F,\J continue,

alors les statistiques (1.1) et (1.4) satisfont 3 :

¥
Sy - T
N N proba* 0.

N

aﬁ(SN

)——9‘71)(0,1) , avec :

oy
, X o, ., o
(1.5) oy = ?3;(%11‘%3 Of G-~ 0 G=f pwdu
1=
0
Notations : Soient {X3} , {Yy} , X et Y des suites de v.a et des v.a.;

LX) —»L(X) signifie que la suite fx,\l}converge en loi vers X. De méme
x(XN,YN)__; £ (X,Y) désignera la convergence en loi dans RZ. (m,az) est la
loi normale de moyenne m et de variance ol et "']’(m1 s, ,d% ,cg,o'.‘z) la loi normale

a deux dimensions de paramétres m, mz,o',l,o'z et Tzt

La démonstration du théoréme se trouve dans {2] (théoréme V.1.6.a).

THEOREME 2 : Sous les conditions i) et ii) du théoréme 1, et si pour
tout N, XN‘!"" ’XNN sant mutuellement indépendantes et de méme fonction de répar-

S
tition FN’ alors les statistiques (1.2) vérifient :;f(%)-—y’fl(o,ﬂ.

i

démonstration du théorgme 29.A de [1] il résulte que RN est de méme loi que le

vecteur de rang RN quand celui-ci est le rang d'un échantillon dont les xNi sont
de loi continue. I1 suffit donc d'appliquer le théoréme 1.

SAD 2-3 1976
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2. QUANTITE D'INFORMATION ET FONCTION D'UNE FAMILLE DE DENSITES.

Soit une famille de densités {f(x,0)} ainsi définie :

(2.1) © €1, intervalle ouvert de R contenant O.
(2.2) veel, £{(x,9 (_notée parfois fe(x)] est une densité par rapport
a une méme mesure p sur (R ,B).

Par f'(x,9) ou f'e(x) nous désignerons la dérivée partielle en 8 de
f(x,8) :
f'(x,8) = lim

u->0

f(x,8+u) - f(x,0)

u

DEFINITION 1 : pour tout © de I, on appelle quantité d'information de la densit
f(x,8) l'expression (quand elle est définie) :

1.(0) = j' [£2530) % £x,0) ap 9.

Notons par F(x,8), (ou Fe(x)) la fonction de répartition de f(x,8) :
F(x,0) =4 f(t,0) dp(t) et par F_1(q,e) (ou Fé1 (u)) sa fonction
®,X

"inverse' :
Fl(u,0) = inf {x \F(x,0) »u} , Yue]O,1[.

DEFINITION 2 : on appelle fonction Vf de HAJEK-SIDAK de la densité £(x,9)
1'application (quand elle est définie) de ])0,1[ dans IR donnée par :

V0 - £ Q(Pe (W) Vue ]0,1[.
fy (F (u)

exemple : soit 0 un ensenble discret d¢ R dont les &léments sont rangés par

ordre croissant :

(2.4) 'C'=§xh,heHcl}
(2.5) h>h'=p x >x, ¥hh)eb.

Soit p 1la mesure de dénombrement sur : ¥Be®R , p(B) = Card(EnY).

AD 2-3 1976
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La famille de densités définie par (2.1) et (2.2) vérifie alors :

, 2
(2.6) I.(8) = > [Few.e) wel,
heHQ F(xh,g)

od Hy =fh € H / f(xh,e) > 0}. Pour tout h de He, notons Ih =JF(x,-1,8) ,F(x;, .0},
avec eventuellement Ih = Jo, F(xh, )] et I -]F("h 1004 si Hy posséde un plus
petit €lément hO ou un Blus grand element h 1‘ {I } h e‘ﬁ , forme une partitio
de Jo, 1 et :

Flwe =x, Vel

h °* Yh ¢H

f'(x.,0) s} h eH
2.7 q}f(u,g) =—R>§,5)- Yuel ,Vhe

notations dans la suite A désignera la mesure de Lebesgue sur R et HE

mesure de dénombrement par rapport 4 un ensemble € discret de R.

PROPOSITION 1 : Supposons la famille if(x 8)} définie par rapport i la mesure A
ou 3 la mesure Py, » ou € satisfait a (2.4) et (2.5). Soit 8 eI tel que :

i) f'(x,8) existe p-presque slrement pour tout X,

ii) 1.(8) ¢+,

1
alors : / q)}'(u,@) du = IF(G)

- - - —

f(x,8) par rapport a JiE Sa fonction de répartition F (x) est continue et F (XG)
est de loi uniforme sur_]O 1[ En utilisant le theoreme du transfert on a :
1
Fy ! By (1) 4 2
2 [ f'eFe [
fo Lt) f(u,e)du —JJ?,[. ]

Emonstration : Sip = A, considérons une v.a. )(e : @,6,P) —» (R B de densité

=
fo(Fa [Pe(xe)]
2 f' ).2
LT 8 e
9\ (Xe)

Sips= Pe, > la conclusion de la proposition découle aisément de (2.7) et (2.6).
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PROPOSITION 2 :

Soit {f(x,8)] définie par rapport a A ou 2 P comme pour la propositic
1, et 8 tel que :

i) il existe un voisinage V de 6 tel que f'(x,t) existe pour tout t

de B et u-presque tout Xx.

ii) i1 existe un voisinage V de ® ou G(t) =[ \f'(x,t)] d}x(x) est
PP . R
définie et continue en t alors

1
/ q}f(u,e)du = 0.
0

démonstration : si p= A , O a, en utilisant la v.a )(9 définie plus haut :

‘ £19(F5 [Fe]) 'eXg)
,8)du = ap = P,
jo O Sft £ (55 [Fa )] / fo &)

d'od :

1
(2.8) [o V(u,8) du =/]R £1500 ().

Cette demiére &galité se vérifie aisément également dans le cas ol p=p€
d'aprés (2.7). Posons, pour une suite itn‘ , N %1, de réels strictement positifs

tendant vers O quand n —p +%,

f(x,9+tn) - £(x,9)
hn(x) = tn ¥n>»1, et
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h(x) = £'(x,9).

D'aprés 1'hypothése i), lim h =h pour p-presque tout x ; d'autre

n
N —>40
part :

j]R Ih ()l dui) = fi— [mlf(x,e v ) - £x,0)] du(®

£ -l-e+tn | £'(x,t) )dt=[|f'(e)[d 8¢ 8 o+
St jg jIR x,t)| dp(x N x,8) [ dplx) , ¢ Lot

en vertu de 1'hypothése ii) et du théoréme de la moyenne. Par conséquent :

in ] dp(x)é/IR IhGOt du().

n —»+o

Le théoréme de convergence I1.4.2 de [2] donne donc :

lim [ h () dn () =fR h(x) dp(x) =]]R £1.00 du(x)
R

n —»+o

La partie gauche de cette égalité est nulle car f(x,8 + tn). et £(x,8)
sont des densités. Ce qui prouve, avec (2.8), la proposition.

Remarque : les propositions 1 et 2 généralisent les lemmes I.2.4.d , I.2.4.a et b

de [2] qui ne concernent que les familles f(x,8) = g(x-0) et f(x,0) = e-eg(xe'e)
ol g est une densité par rapport i la mesure de Lebesgue.

3. CONVERGENCE DES STATISTIQUES DE RANG SOUS DES ALTERNATIVES CONTINUES

Nous allons utiliser dans la suite les conditions suivantes sur la famill

{f(x,0)} :

(C1) Si Ey désigne 1'ensemble {x e R\ f(x,0) >0} ,V¥6 €I,

dE cR\¥0<T, ECEy et p(EsE) = 0.

)

I1 existe un voisinage V de O tel que :
(Cz) f'(x,8) existe et est continue en 8 sur V pour tout x de E

(CS) I f(e) est une fonction de O strictement positive et continue sur V

C ' i
( 4) jE f£'(x,8)| dp(x) est wne fonction de © continue sur V;

SAD 2-3 1976
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(Cc) Pour toutes suites {VN} et {tN§ telles que :
(3.1 lim V=, lim tN=O , on a
N 40 N—>+
£ iot) 2 d
. +(x,t _
1lim =0
N ~» +®» f'(x,t,)
{ E\\————E})\}—{f(x’tN >VN}
Soit la suite de densités :
N N
(3.2) ay (<) = ‘U £(xy; s tyy) V=g ) €RY, W 3
ot tN = (tm,...,tNN)é IRN pour tout N et :
. 2 _
(3.3) lim max f"\li =0
N-=>+0 1€ ig N
3.4 1i I (O)N( 12 - 0ebe+® | To=t &
(3.4) im £ Z;tNlt’\] = avec -,\1—5:'_1:1\
N_')m 1—1 1_1

Considérons les statistiques de rang Sy domnées par (1.1).

THEOREME :
i)

ii)
iii)

iv)

Si

la fax;nille $f(x,0)} définie par rapport i la mesure N de Lebesgue véri-
fie (C1) a (Cs), g

les coefficients ¢ satisfont aux conditions de Noether,

les scores ay satisfont 3 la condition de convergence par rapport i

une fonctlon tp non constante de L (Jo,1D,

11m j ¥ (u) \Hf(u 0) du ] Y (u) \Pf(u 0)du

alors, sous les densités Ay données en (3.2) ou les tN vérifient (3.3) et (3.4),

on a : SN_
,f(-??) ~N0,1), on
N _ o
(3.5) Av "2 GG (=B P Yelu,00du et
1=
2

N

AD 2~3 1976
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Démonstration : Nous la donnons plus bas au paragraphe 5. Par 'sous q,\I” nous

entendons que les échantillons XN sont de densités Ay

Remarques { Ce théoréme étend le ’c‘leorewn analogue de [2] qui concerne

f(x,8) = g(x,@) et f(x,0) = e_e g(x e ) ol g est une densité par rapport a
la mesure de Lebesgue ( [23, théoréme VI.2.4).

Dans [3] nous donnons une condition (C'S) assez simple 3 vérifier pour

de nombreuses familles de densités et qui implique (Cs).

4. CONVERGENCE DES STATISTIQUES DE RANG RANDOMISEES SOUS DES ALTERNATIVES DISCRETES

Supposons maintenant que la famille {f(x,@)} est définie par rapport 3
la mesure pyg sur un ensemble discret ¥ qui satisfait a (2.4),(2.5) et a

(4.1) inf -x,1} =2>0.
e 0T 0l
h # h'

Pour simplifier, supposons &galement que §f(x,0)} satisfait a :

(c') veel,VheH, £f(x,,0) >0 et = f(x,0) =
1 h heH h
On vérifie aisément que (C'1) implique (Cl) avec E = C

Considérons les statistiques randomisées SN données en (1.2).

THEOREME. Si

a) la famille Ef(x,e)} définie par rapport i la mesure pcsatisfait a
(C')) et (C)) 4 (Co),

b) les hypothéses ii) a iv) du th€oréme du paragraphe 4 sont vérifiées,
alors les densités Ay données en (3.2) ol les tN vérifient (3.3) et (3.4), on a :

S‘&Uw

)——ﬂuo 1

Démonstration : elle est donnée au paragraphe 5.

Remarques : Ce théoréme é&tend celui de VO{I‘hckova ([4] théoréme 4.2) ol au lieu
de (3.4) il est supposé que lim f(O) 2 t,\I1 = b (O ¢b ¢+®). Cette condition

N+
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est plus forte que (3.4) et de plus ne permet d'obtenir des tests asymptotiquement
les plus puissants (voir paragraphe 6) que pour des alternatives qy telles que

EN=O pour tout N, au lieu de lim EV = 0 comme le permet notre résultat.
: N—+»

Quand XN admet la densité Qy Par rapport aps, ona:

p{xNi = x} = fx,ty) ¥i=1,2,...N , VheH.

Par ailleurs on peut écrire également py sous la forme :

N _ - £1(x, 0
W (ey; = & (tyy - tN)}TS:-‘ HX_T}}(’) /‘P(u) du ,
= 6H Ih

o I =]Z £(x,,0) ,

f(x ,O)], Y h €H.
k¢ h-1 k¢h

Dans E4]1un5 montrons que si‘€est un ensemble fini, (CT)’(CZ) et (CS) impliquent
(Cs) .

5. DEMONSTRATIONS DES THEOREMES

Soient les densités et les statistiques :

N
(5-1) By = T £xys &) > ¥N 21
i=1 :
N _ B (s oty
(5.2) TN(XN) =3 (ty; - &) ——XVI—_l , YN 21
i=1 - f(XNi,tN)

Lemme 1 : Si la famille {f(x,efg est définie par rapport 3 A ou 3 pfz, (E€satis-

faisant 3 4.1) et vérifie les conditions (C1) a (CS), et si les t\ satisfont 2
(3.3) et (3.4), alors

L(TY —> N O,b%)  sous By

démonstration : pour alleger les notations, nous négligerons d'écrire un certain

nonbre d'indices N. Les variables : _

o BrX ety

Yhi = (it _X‘NL;N‘
£ Oy oy

sont centrées dés que N est suffisemment grand. Cela résulte de la proposition 2

N®»1T , 16€igN



28

du paragraphe 2 et de (3.3) qui implique 1lim ty = 0 :
N—p+00

E(Yi)=(ti-f)_j]‘R f‘(x,tN)dP.(x) = (ti—f)éq)f(u,fN)du = 0.

2
L[ty L
Var(Y.) = (t.-t) ——— dp(x) = (t.-t) I.(t) ( +®
= i i /E ¢ (X’E,\Y) H i £y
Posons : SI%Ii = Var (Yy;) = (tNi-?N)Z If(fN)
N N
2 2 - -
IR AL N (P DL L C
1=1 1=1
N N 2
Ay =—-%-— Z/xz dFyy (0 = %- 2L (-0 X ch‘N(X) , v &yo
SN 1=1 le ) SN§ SN 1=1 {lxl £ Sy
Iti-EI
OB
ou F, est la fonction de répartition commne aux Gi(X;) = ————— . 0On a
N o FOi -t
2 < =2
N, Le(ty) i%(trt) _ 2
(t-D2 " max (ti-i)z

N —» +%
N
< L 32 2
A® X 1Z=1, (t;-1) /xdFGN(x)
(\x\>€lle}
[ )’ o
= X
I(t) $0,Ty) _dP
ep/ £G05) |
{x 'f(x,EN) 15€Im 3

SAD 2-3 1976
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Les conditions (CS) et (CS) impliquent 11,m A\](‘ﬁ) 0. I1 résulte du
théoréme de la limite centrale de Lmdebe*g que :

N
Y

i i 2 ) —>TN0,1.

N
Comme lim Sy =b dlaprés (3.4) et Z : Y,.. = T,, le lemme est démontré.
N ~— "Ni N
Nt + @ 1=1

Scit 1la suite de statistiques :

£( )1
WX = {[ iy é -1} wNy 1
] £0Xy; tN)
Lemme 2 : si les hypothéses du lemme 1 sont vérifiées, on an sous py :
. b?
1. lim E(WN) -7

N—>+®

2. lim Var(WN - TN) = 0.
N—p +00

Démonstration : 1. Sous 5\1’ et toujours en négligeant un certain nombre d'indices N
1

1/2 1/2
zéhl'f /200t - 72,1 e

E(W) =
720
= - _5:1/2 12, =&
- %/};{f(x,ti)-f(x,t) {20,082 0, B fp()
1=
{ 1/2 1/2,. 2
- 2 (£ 2t )-f 7 (x,8)]
(5.3) 1%] (t,-D) /E[ - I e
1
Soit pour une suite {(QN Q'NK de ]R2 telle que GN # G'N pour tout N et
lim ( Q' ) = (O O)’ .
N-"b‘*@eN N 1/2 1/2
f (X,GN)‘f (X’G'N)
hy(x) = 5 oy Vx&E, ¥N>1
h(x) _ l £'{x Q
D 2-3 1976 2 £Y2(x,0)
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Ona:
. (5.4) 1lim hN(x) = h(x) pour tout x de E et :
N =p +4

2 1 [ex,n)? o
fE hy (%) dp(x) £ W)I?/‘ _Q(_t_l d},x(x) dt
N

B f(x,t)

s
= . I.(t)dt.
me-o'/ o » £
Comme If(e) est continue au voisinage de O, il en résulte :
. 2
5.5) lin /(x) X -Io=fh ) du(x)
( Hn () du(x)¢ 7 1.(0) . (x) du(x)

d'oll d'aprds le théoréme 11.4.2 de [2]:

/24, 9) fW@c anf
1 EA
(8,6") —»(0,0) ./ f Jpoo- 2

‘ 1/2 /2., 212
i nex [ LE2Guty) = £7200D)] dn(x)= T 100,

d'aprés (3.3). Ce qui reporté dans (5.3) donne la limite de E(WN) si oh tient
Cgﬁpte de (304)3

2. Quelques calculs donnent :
1/2 - .
f (x,t.) _ -t £'(x,t)) 2
Var (W, ~Ty,) § 4 7 1= «;%—*ﬁ» x)
NN ii;jE12(xt) 2 o]
¢ - 07 [+ ]
13

N v s

BthB[é;;Ig(i,O) ?‘7”(2(& ] poo-

X tN)

les relations (5.4) et (5.5) impliquent, d'aprds le théorame v.1.3 de [2] :

SAD 2-3 197§
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1/2 1/2 2
. f7"x,8) - £7°(x,0") 1 £'(x,0 _
L ; -5 -—}—)—— dp(x) =0
(31119')-3(0,0) JE[ ©-9 2 ¢ Z(X,O)] &0

CRN AL

—> lim max Ay; = 0, d'aprés (3.3)
N> 1 gign

Dtautre part, en posant :

£ 0x,ty) £1(x,0)
(x) = - , ¥YN31 et h(x) = 2 ;
"N £172(x, £ Y20

on montre aisément que lim hN(x) = h(x) v r tout x de E et
N—+®

. 2 - 2
tin [ oo - [ @eo

En utilisant 3 nouveau le théoréme V.1.3 de [2] , on en déduit que r%im B\ =0 q.£.¢
—p O

Soit la suite de statistiques :
@Nf(g‘)l si py¥ 0
LY =P N

1 sipy=aqy=0
L+ sipy = 0 <qy

Lemme 3 : sous les hypothéses du lemme 1 et sous ﬁN, on a:

-~ - ———

2
Log Ly(X) - TN(XN) + O prba 5

2
£ (10g L) —» % * b9

démonstration : les Ty sont centrées car X, ,,...,Xy sont équidistribuées et

N
= (t;~ty) = 0. D'ol d'aprds le lemme 2,

2
(5.6) wN-TN+%- proba

’

2
et d'aprés le lemme 1, £(WN)---»"‘L(-%- > bz)-
I1 résulte du 22me lemme de Le Cam ([2] , lemme VI.1.3) que, sous py,

2
(5.7) Log L, - W, + 5 B2,
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et 1(Log LN)'" ”1(- Les relations (5.6) et (5.7) donnent

b proba

10gLN—T +—2- - (.

Démonstration du théoréme du paragraphe 3.

f_‘; 11 suffit de montrer le théoréme pour des CNi et ty. véri-
fiant = (cNi-CN)=1 et

(5.8) lim Z'_.(CNl o (it = +@

N—s+® i= 1
-m
donc de montrer que, sous ay Sf(—————)——-ﬂz/(o 1) avec

Q

‘ 2 _( 2
(5.9) m = by 9 Yew0a ets? -f 90- D g

Les varlables T;g et T données par (1.4) et (5.2) sont centrées sous pN De plus
Var (T ) —62 et

£1(X;,
Var(Ty) = Z‘, (- E{[ }
£(X, t)

£1 (X , ) _
car E{——-—l_——t!q-i =} f'(x,t,q)dp(x) = 0 dé&s que N est assez grand, d'aprés la
f(Xi,tN) E ‘

proposition 2 du paragraphe 2. Des relations (3.3), (3.4) et de la condition (C3)
il résulte donc :

lin  Var(T) = lim ﬁ (ty; - B° 1) = b

NP+ N - j=1
d'autre part : £1( XN tN)
E'I' , —Z(c-c)t -1) EjQ(Fy; (%y;)) 1

f'(F (u) tN)
f(F (U) t\,)

_ _
D [ g

it
b
M
—

N ) o )
-2 (D (D) f 4 Yl Bds
: ¥\ - 1 -
Lim E(T'T,) =b (W) We(u,0)du = m ,
M S VLY fo‘? L £
d'aprés 1'hypothiise iv) du théoréme et les relations (5.8) et (5.9). Donc
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lim Var(u Tg + VT\Z) = u 62 + vzb2 + uvm  ¥Y(u,v) € IRZ.
N ~#+® !

I1 en résulte (cf; demonstratlon du théoréme VI.2.4 de [2]) que

i(T ’TN) -.»'Q(O O,or2 b®,m) sous p\I Mais le théoréme 1 du paragraphe 1 et

2
le lenmEBdormentn_N__N_mO et LogL,\I-TN+}—32— MO D'ol :

2
e‘((SN,LOg LN)-—-—;"Q(O, - ]—:’2—, 62, b ,M) sous 13N

En utilisant le 3eéme lemme de Le Cam ({2]),Lemme VI.1.4) on en déduit que
sous les densités qw,i(SN)__,'Yl(m,cz) , ce qui prouve le théoreéme.

Démonstration du théoréme du paragraphe 4.

#*
I1 est aisé de voir que , sous l'hypothése (4.1) on a R N()(N ,UN) = R'N()(N,UI

presque sirement, ou R'N = (R'N1 yo oo ,R'NN) est le vecteur rang de X'N=(X'

ainsi défini :

N1 X'

X'Ni=XNi+1UNi Y N1, Vi=1,2,..'.,N

I1 suffit donc de démontrer le théoreme pour les variables S' = %(cNl cN)aN(R N1

~

La démonstration en est pas a pas identique a celle du theoreme
du cas continu, en remplacant T;\IP par :

N

~ - - . . - ' - - -
ol Gy; est la fonction de répartition (continue) de X Ni® Sous py on a GNi GNZ

'G{\IN=Q.\I’d0nC:
f(X t)}

N _
) = 1%, (c; - D(t,-D) E{up(cN(xid UD) £(x, )

N 1

lSJ (c;-9) (t, t)/i [C\P(GN(uw))f (u, t)ﬂd}l(u) dv
=§N3 (c;- ©) (t.-1) £1(x E)/Q\P(GN(xh*fV))

=1 7 * heH hWofy —T—— v

compte tenu de 1'indépendance de XNi et 1 UNi qul donne également :

u
W= fx D)+ 5 £(y,E) dp(y)
N j/xj¢ u-1 J /u-f, 1 A



'@VV, Gl\](xh + V-Q, E) +j

X *v xh+v-y
xh+v- 1

£y, du(y)

=vve]o[, 60qW = Fx_p B + 1 €05,
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En reportant dans (5.10) on obtient :
F(xh,f)
effry) - ﬁ (c;-0) (t; t)Z £' (51 f _qWdu
F(xh 1,t)

" £x,,0)

N _ _ -
= 21 (600579 [ weuD @

i=1

d'aprés (2.7). Par conséquent :

W

lim E("I‘gTN) = 1im (C -0 (t -1) / q)f(u t)nf(u)du-m

N—> +00 N_’*"% 1=1

Ensuite, il suffit de reprendre la démonstration du cas continu, en remplagant
t
SN par S N*

6. TESTS ASYMPTOTIQUEMENT UNIFORMEMENT LES PLUS PUISSANTS.

Soit XN un échantillon 3 valeurs dans ]RN pour tout N1, et@ = S(PN}
et QN respectivement un ensemble de lois de probabilité et ume probab111te sur

(]R‘\I BNy tels que Q\Jﬁ.p

Considérons la suite de couples d'hypothéses :

B : 12 1oi de XN e
0 N
HI;] : la loi de )CN est Q\I

et supposons que, pour tout N, la décision du test de HISI contre HI;I s'effectue
d'aprés les valeurs d'une fonction de testﬁN = IRN —-> [0,1].

DEFINITION 1 : La suite de fonctions de test ¢\I détermine un test asymptotiquement

de seuil o de HI(\)] contre HI;] si et seulement si :
(6.1) lim sup  sup f
N—s+@ Bue Py gy @
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déterminé par

)
DEFINITION 2 : La puissance asymptotique du test de H‘g contre HI;]

les fonctions de test95N est :

B= lininf [, @

N —» +00

Pour tout N » 1, désignons par fa(o(,HI(\)],Q\]) la puissance d'un test uniformément

le plus puissant de HI(\)I contre H,, de seuild:

1’

DEFINITION 3 : La suite de fonctions de tests SﬁN détermine un test asymptotique-

ment uniformément le plus puissant (a.u.p.p.) au seuil de HI(\)] contre HI;I si et

seulement si on a (6.1) et

i [pet,H) 000 - Q) fFydaag]=o

N->+0©

Soient maintenant les suites d'hypothéses :

SH‘BI XN1"" ’XNN sont mutuellement indépendantes et de méme loi continue.
N
N ‘s N
1H1 XN = (XN1""’XNN) est de densité qN(x ) = 1\1 f(x , tNl
XN1” - Xy Sont mutuellement indépendantes et de méme loi
N N,
: X = (Xy1+++ Xy €St de densité qy(x) = '1'[1’1 £(x;,t),
et les fonctions de test :
t
= : \1
(6.2) $o=1 s 2 y k[4.0]
N
St
=0 si _-ﬁ- <k i -« )
o]
N
skt
- : N
(6.3) $o=1  si Aok [1-d]
N
Sy
\ =0 S1 &t— I'4 k [1 -d]
N

N - N _ ) N _
LR 5_—:' () By > S¢S (B Ry » G = 1,0 33 7
i=1 i=

SAD 2-3 1976
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k [y] le quantile d'ordre y de la fonction de répartition @de YL(O,]) :Q (k[y)) =

vy, ¥yelpal.

THEOREME 1. Si

i) la famille {f(x,e)j est définie par rapport 3 la mesure de Lebesgue
et satisfait aux conditions (C1) a (CS) R
ii) les scores ay vérifient la condition de convergence par rapport a \Pf(u,Oj
iii) les ' satisfont 3 (3.3) et (3.4)
. . 1 2
iv) lim (u,8) ¢ (u,0)du = (u,0)du,
in o S, YO e Jo ¥
la suite de fonctlons de testsﬁN donnée par (6.2) détermine un test a.u.p.p. de

seuil o de I-I0 contre H‘ de puissance asymptotique fp = 1 - 9 (k[_ o(] b).

THEOREME 2 : Si

a) la famille {f(x,8)} est définie par rapport & la mesure Jip Sur un
enserble discret € donné par (2.4), (2.5) et (4.1), et satisfait aux conditions

(€' et (G 2 (Cq),

b) les hypothéses ii) 3 iv) du théoréme 1 sont satisfaites,

La suite de fonctlons de tests¢ donnée par (6.3) détermine un test a.u.p.p
de seuil de H0 contre H:N de puissance asymptotique 5= 1 -§ (kD-d] b).

Démonstration : Ces deux théorémes découlent des résultats des paragraphes 1, 3

et 4 suivant une démonstration analogue i celle de (2] (théoréme VII 1.3) concer-
nant le cas mesure de Lebesgue avec f(x,8) = g(x-0) et f(x,8) = e_e g(xe” )

Les deux exemples d'application suivants concernent les doubles échantillons,
1'un dans le cas continu, 1'autre dans le cas discret.

Considérons des couples d'entiers i(mn,m’n)} ,3 1 ; posons Nn =m *+ m'n et sup-

posons que lim Nrl = +0. Soient :
Il ey +®
tni =By A0 ¥ 1¢igem
n
= O .
V“h+1$1‘"h * m'n'
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Pour que les hypothéses (3.3) et (3.4) soient vérifiées, nous supposerons de plus

que lim A, =0 et 1lim ™ m' 0 A2 N = ¢ c fini et non nul.
n—+m» 1N n— +0 MM “n

Dans la suite nous négligeons un certain nombre d'indices n.

X
Exemple 1 : Soient £(x,8) = -al—ﬁ” e a+o six>0, 0 sinon, avec a > 0
et 8 &:’ -a,+w[,

N s .
H : X m+1’ s Xy SONt mutuellement indépendantes et de méme loi
contmue

N .

H1 : (X,],... Xm) et (X S mm') sont deux vecteurs aléatoires indépendants

constitués de v.a. mutuellement indépendantes, de méme densité £f(x, N) pour
le premier, f(x,0) pour le second.

Le test de HI; contre HI;I de région de rejet :

E___-: Log(1- ﬁm—'ﬁ) + C.n

wk [1 -«
anl

tay

ou f(AN) = +1 ou -1 suivant queA eﬁt >0 ou<0, RN est le vecteur rang de

= - m N pe = _Jm'
K= O Xnds G = e 25 020 oty > 08 " @
est a.u.p.p. de seuild.

Pour montrer ce résultat, on vérifie assez aisément les hypothéses du théoréme 1.

-

Notons que les ay satisfont 3 1'hypothé&se de convergence par rapport a \Pf(u,O) =

- % [1 + log(1—u)] en vertu du lemme V.1.6.b de [.2]

Exemple 2 : Soient £(x,8) = (9 ®®)*(1p-0 ™, ¥ xef0,1,....k3 , ¥ 0¢}-p,1-p[,
pe 0l

N L . .

0 - X1,...,)gn,... ’Xmm' sont rutuellement indépendantes et de méme loi.

N
H1 : (X1""’xm) et (xm+1’ X e
constitués de v.a. mutuellement indépendantes, de méme loi binomiale

) sont deux vecteurs aléatoires indépendants,

®k,p +AN) pour le premier, % (k,p) pour le second.

. o\ *N . . .
Soit le test de H0 cantre H1 de région de rejet :



‘AD 2-3 1976

~

1 ¥
; H(Ry;) - €'y
iy = yk[1-%]
N

N

ol R est un vecteur rang randomisé de XN = ()(1 oo la fonction H est

’Xm*_m') b
définie par :

h-k i
p(1 - p) mm'+1

H(i) = €1, =]Fh-1) , F(h)] o¢hgk ,

2 . , C i __m Tmm'+7
F désignant la fonction de répartition de Q)(k,p) ; C‘n 505) L 2 kp.l ,

1 k -
e —m__ TS a-w? o apF .
(mm')p”(1-p)“ ~ h=0

Ce test est a.u.p.p. de seuil «.
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