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TECHNIQUES 
non Paramétriques 
SAD 2,3- 1976 

LOIS ASYMPTOTIQUES DE STATISTIQUES DE RANG SOUS 

DES ALTERNATIVES CONTINUES OU DISCRETES. 

Par Oreste NASI 

UNIVERSITE DE METZ 

Nous t ra i tons de la convergence en lo i de su i tes de s t a t i 

tiques de rang ou de rang randomisées, sous des hypothèses a l te rna t ives plus 

larges que cel les de HAJEK et SIDAK pour les échanti l lons de loi continue e t que 

cel les de VORLICKOVA pour les échanti l lons d i s c r e t s . I l en résu l te des propr ié tés 

sur la puissance asymptotique de nouveaux t e s t s de rang, e t la construction de 

t e s t s asymptotiquement les plus puissants pour différents t e s t s d*hypothèses. 

Pour s impli f ier les notations et a l léger les démonstrations 

nous considérons des sui tes d 'échanti l lons \X = (XN-, ^ , . . . , ½ ^ indicées par 

1 ensemble des en t ie rs |N e IN*} , mais i l e s t aisé de voir que les r é su l t a t s 

donnés sont valables pour des sui tes d 'échant i l lons [K n = (X * , . . . ,)L*j )} et des 

sui tes de s t a t i s t iques S^ (A n ) de ces échant i l lons , où (N } n 6 IN , e s t une 

su i te croissante d 'en t ie rs tendant vers +<*> . 

1. INTRODUCTION 

Soit A - (X,sri 5 . . . jA^p un échant i l lon à valeurs dans 1R . 

On appelle vecteur rang de t la s t a t i s t i q u e RN(X ) = ( ^ - J » - * - » I W ) OÙ
 : 

N 

% 0 f t - 2 u C ^ . - X^) , 1 4 i 4N 

avec u(x) = 1 s i x > J et u(x) = 0 s i x <; 0 

Soit u = (IL. , . . . ,Uvrtj) un échanti l lon indépendant de A , 

constitué de variables mutuellement indépendantes e t de loi uniforme sur ] 0 , l [ . 

La s t a t i s t i que R ()T,lr•) = t ^ i »* • • >*WP suivante e s t appelée vecteur de rang 

randomisé de X : 

%(xV)=Ç tt*»Ni'^j'»%- V - ' 1 < i < N 

où u*(x,y) = 1 s i x > 0 ou s i X=0 e t y> 0 e t u*(x,y)=0 s i x < 0 ou 

x=o et, y<0-
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Considérons les suites de s ta t i s t iques : 

0.1) ^ - ^ ( ^ - ¾ ) ^ % ) 

cr.2) sjoW =|; (%i-Sj) V O -
i=l 

N 
où CN = ( ¾ ^ - • » % ) ' . ^ r f . ¾ = ^ £ % , ^ est une application de 

{1,2, . . . ,N} dans • ]R. 1 = 1 

Ces s ta t i s t iques sont appelées respectivement s t a t i s t iques de rang l inéaires simples 

et s ta t i s t iques de rang l inéaires simples randomisées, suivant la terminologie 
N * 

de HAJEK ([1]) ; les C1 sont appelés coefficients e t les a^ Hscores , f de ces 
s t a t i s t i ques . 

•N Les c vérif ient les conditions de NOETHER s i e t seulement s i : 

PUNITION 1 m a x f C N . . c N ) 2 > 0 V N » 1 

1 4 .UN 

Lim S C0Ni - y 2 / max ( e ^ - ^ ) 2 = +< 

N^+<» x 1 K i i N 

DEFINITION 2 : Les scores a . vér i f ient la condition de convergence par rapport 

à une fonction *f de]0,l[ dans M s i e t seulement s i : 

1 

où [ x ] désigne la par t i e entière de x. 

Pour toute application V :J0,1[ ^]R , notons : 

° ' 4 ) TN= g (CNi - V ^ ¾ ¾ ^ V N » ' 1 

2 où FN i désigne lia fonction de répar t i t ion de XN-. Notons également L (J0,1[) 

l'enseiible {if: ] 0 , 1 [—^]R\ / vf2(u) du < +to] . 
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THEOREî  1 : (HAJEK e t SIDAK). 

Si : 

i) les coefficients c vé r i f i en t les conditions de NOETHER, 

i i ) les scores aM vér i f ien t la condition de convergence par rapport à une 

fonct ion^ non constante de L (30 ,1[ ) , 

i i i ) pour tout N, X N 1 , . . . , X ^ soat mutuellement indépendantes e t de même 
fonction de répa r t i t i en F^ continue> 

alors les s t a t i s t i ques (1.1) et (1.4) sa t i s font à : 

S - T^ 
_N N proba Q 

<*N 

^ ) - ^ ^ ( 0 , 1 ) , avec : 

7 N 7 1 ? _ . 1 

(1.5) ai = Sec», - o / (<f(u)-*r au ,• M»-/ M>(u)du. 
xN i = 1 W1 W 0 g 

Notations : Soient [XJ , [Y^J , X e t Y des su i t e s de v. a e t des v . a . ; 

«5d()U. ^^ (X) s igni f ie que la su i t e {^converge en lo i vers X. De même 

iC(X^,YN) > *£(X,Y) désignera l a convergence en lo i dans IR2. (m,<^) es t l a 

loi normale de moyenne m e t de variance a1 e t ^(m- ,iru ,<3- yQ? >^\o) ^ a l ° î normale 

à deux dimensions de paramètres m*, nu , C , <r? e tc r 1 2 * 

La démanstration du théorème se trouve dans [ 2 j (théorème V. 1.6.a). 

THEOREMB 2 : Sous les conditions i ) e t i i ) du théorème 1, e t s i pour 

tout N, X ^ - J . - . J X ^ T sont mutuellement indépendantes e t de même fonction de répar

t i t i o n RT, alors les s t a t i s t iques (1.2) vér i f ien t : 2f (-f-)—^ï)(0,1). 
N (^ << 

d é m o n s t r a t i o n du théorème 29.A de C l ] i l r é s u l t e que R e s t de même l o i que l e 

vecteur de rang K quand ce lu i -c i e s t le ra ig d'un échant i l lon dont les X ^ sont 

de lo i continue. I l suf f i t donc d 'appliquer le théorème 1. 
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2. QUALITE D'INFORMVHON ET PONCTION D'UNE FAMILLE DE DENSITES. 

Soit une famille de densités ^ (x ,9 ) j a insi définie : 

(2.1) 0 6 1, in te rva l le ouvert de IR contenant 0. 

(2.2) V 96 1, f(x,9) /no tée parfois fû(x)J e s t une densité par rapport 

à une même mesure JU sur (IR ,¾). 

Par f ' (x,9) ou f'gOO nous désignerons la dérivée p a r t i e l l e en 9 de 

f fx 9) * 
' f . (x ,9 ) = i i m f(x,9+u) - f(x,9) 

u - > 0 

DEFINITION 1 : pour tout 0 de I , on appelle quant i té d'information de l a densi t 

f(x,9) l 'expression (quand e l l e e s t définie) : 

If(9) = / [f(x^f 3 2 £ ( x > 0 ) dH W " 

Notons par F(x,0) , (ou F~(x)) la fonction de r épa r t i t i on de f(x,9) : 

F(x,9) = / f ( t ,9 ) du(t) e t par F - 1 (n,9) (ouF~ 1 (u)) sa fonction 

"inverse" 

F_1(u,9) = inf j x \ F ( x , 9 ) >,u\ , V u é j 0 , l [ 

EEFINITION ,2 : on appelle fonction V f de HAJEK-SIDAK de l a densité f (x,9) 

l ' appl ica t ion (quand e l l e e s t définie) de }0,1[ dans IR donnée par : 

y (u,9) = f W ( u ) ) Vue ]0,1[ . 
f9 C F Q 1 ^ ) ) 

exemple : so i t o un ensemble d iscre t de TR dont les éléments sont rangés par 

ordre croissant : 

(2.4) ^ = i x h , h fe H c * i 

(2.5) h > h ' :=$> xh > x h , V ( h , h ( ) é H 2 . 

Soit u la mesure de dénombrement sur : VBe& , u(B) = Card(E(V6j. 
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La famille de densités définie par (2.1) et (2.2) vérifie alors : 

(2.6) 1,(9) = ^^ [ f ' (x h >9)j_ ^ 9 € i , 
h6H e f(xh,9) 

où HQ =[h é H / f(xh,9) > 0] . Pour tout h de HQ, notons 1^ = ^ ( ^ . . , ,9) ,F(xh,9)], 
avec éventuellement I, = ]0,F(xh0,9)]] et I, =0^0^ .-p^MC s i *% possède un plus 
pet i t élément hQ ou un plus grand élément h, h ^ , h é"ftft, forme une part i t ioi 
d e ] 0 , l [ et : h 

F"1(u,0) = xh Vu é I® , Vh éHQ , d'où 

(2.7) ^ , 9 ) - ¾ V u . I ^ V h é H , 

notations dans la suite ^ désignera la mesure de Lebespue sur TR et p^, la 

mesure de dénombrement par rapport à un ensemble *C discret de IR. 

PROPOSITION 1 : Supposons la famille |f(x,9)} définie par rapport à la mesure > 

ou à la mesure p - , où ^ s a t i s f a i t à (2.4) et (2.5). Soit 9 t I t e l que : 

i) f'(x,9) existe p-presque sûrement pour tout x, 

i i ) I£(9) < +00, 

alors : f V£(u,9) du =1^(6) 

0 

Déioistratign : Si u = A, considérons une v.a. X : (JÎ>^,P) — (̂3R ,35) de densité 
f (x,9) par rapport à û. Sa fonction de répartition FQ(x) est continue et FQ(XQ) 

est de loi uniforme sur J o , l [ . En ut i l i sant le théorème du transfert on a : 

I" pf ' QC.) , 2 f f f ' f l (
x V 

Si u = Uf , la conclusion de la proposition découle aisément de (2.7) e t (2.6). 
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PROPOSITION 2 : 

Soit [f (x,9)^ définie par rapport à )* ou à u £ comme pour la propositic 
1, e t 9 te l que : 

i) i l existe un voisinage V de 9 te l que f ' (x , t ) existe pour tout t 

de B et u-presque tout x. 

i i ) i l existe un voisinage V de 9 où G(t) = / | f* (x , t ) | du(x) est 

définie et continue en t alors 

Il ̂ -9)du = 0. 

démonstration : s i u = ^ , on a, en u t i l i sant la v.a XQ définie plus haut : 

,1 t f ' tF"1^ (¾)]) f f e o y 

d'où : 

,1 

o •"• ' m 
(2.8) f y £ ( u , 9 ) d u = / f 'e(x) dp(x). 

Cette dernière égalité se vérifie aisément également dans le cas OÙJU=JI€ 

d'après (2.7). Posons, pour une suite £tX , n > 1, de réels strictement posit ifs 
tendant vers 0 quand n —»+«0, 

f (x ,9+t) - f(x,9) 
hn(x) = ^ V n * 1 , et 

n 
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h(x) = f ' ( x , 0 ) . 

D'après l 'hypothèse i ) , lim h = h pour u-presque tout x ; d ' au t re 
n —>-H» 

par t : 

/ j h (x) | du(x) = ~ f l f (x ,0 + t ) - f (x,9)j du(x) 
]R n 'ÏR 

9+*t 
£ rj n J ! ^ ^ l ^Cx)dt = j | f(x,9n) l dp(x) , 0* 9n < 0+tn, 

n y IR ]R 

en v e r t u de l ' hypo thèse i i ) e t du théorème de l a moyenne. Par conséquent : 

l im f | h ( x ) | d i i ( x U / Ih(x)f d p ( x ) . 
n-**x> W TR 

Le théorème de convergence I I . 4 .2 de f2~J dorme donc : 

lim f hn(x) dp (x) = F h(x) dp(x) =J f*Q(x) dp(x) 

La pa r t i e gauche de cet te éga l i t é e s t nul le car f (x ,9 + t ). e t f(x,9) 

sont des densi tés . Ce qui prouve, avec (2 .8 ) , la proposi t ion. 

Remarque : les propositions 1 e t 2 général isent les lemmes I . 2 . 4 . d , 1.2.4.a e t b 

de \ll qui ne concernent que les familles f(x,9) = g(x-9) e t f(x,9) = e" g(xe~ ) 

où g e s t une densité par rapport à la mesure de Lebesgue. 

3. CONVERGENCE DES STATISTIQUES DE RANG SOUS DES ALTERNATIVES CONTINUES 

Nous allons u t i l i s e r dans la su i t e les conditions suivantes sur l a familL 

(G.) Si EQ désigne l fensenble ( x e m \ f(x,9) > 0} , V 9 £ I , 

3 E c m \ v e « I , ECEe et p(Eg-E) = 0. 

I l ex is te un voisinage V de 0 t e l que : 

(C~) ff (x,9) exis te et e s t continue en 9 sur V pour tout x de E 

(CJ If(9) es t une fonction de 9 s t r ic tement pos i t ive e t continue sur V 

(C4) J^ [ f ' ( x , e ) | dp(x) e s t une fonction de 9 continue sur V; 

SAD 2-3 1976 
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(Cr) Pour toutes su i tes [v„l e t £ t ^ t e l l e s que : 

(3-1) lim vvt = + % » lim ta = ° , on a 
N—>+«> N—^+ 0° 

,f'(x,0 2 du(x) 

lim ^ W " = 0 

N -*+oo i^EM|^>vM5 

Soit la su i te de densités 

N 
(3.2) qN(xN) = IX f ( x N i , % ) Vx N = ( x N 1 , . . . , x N N ) 6 l R N , VN ^ 

où t1 = ( t t - , . . . jt^xj) ^ IR- pour tout N e t : 

(5.3) lim max t ^ = 0 

N -» +*° 1 <. i $ N 

N 

(3.4) lim I f ( 0 ) S ( t N i " V 2 3 fc2 a v e c °^b<+<b > V r ^ \ 
N - » ^ i=1 * ' i=1 

Considérons les statistiques de rang Ŝ , données par (1.1). 

THE0RBC_: Si 

i) la famille £f (x,9)$ définie par rapport à la mesure X de Lebesgue vé r i 

fie (C-) à (C.) , 
N i i ) les coefficients c sa t i s fon t aux conditions de Noether, 

i i i ) les scores a^ sa t i s font à l a condition de convergence par rapport à 
2 une fonction Lp non constante de L ( J 0 , 1 [ ) , 

iv) lim f1 4>(u) Vr(u,9)du -f1 <f(u) H^(u,0)du 
9 - * 0 ^ 0 r ' o x 

a lo r s , sous les densités q^ données en (3.2) où les t vé r i f i en t (3.3) e t ( 3 .4 ) , 

on a : -

i ( 3 ^ ) - ^ ( 0 , 1 ) , où 

(3.5) ftj = £ ( C ^ - t y ( t ^ - y / vf(u) y £(u,0)du , e t 

2 
(j e s t donné par (1 .5) . 

M 
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pêmonstraticn : Nous la donnons plus bas au paragraphe 5. Par "sous qM
n nous 

entendons que les échantil lons A sont de densités qN. 

Remarques f Ce théorème étend le théorème analogue de f2l qui concerne 
/ - 0 - Q L 

f(x,9) = g(x,9) e t f(x,9) = e g(x e ) où g e s t une densi té par rapport à 

la mesure de Lebesgue ( [ 2 l , théorème VT.2.4). 

Dans [3] nous donnons une condition (C'r) assez simple à v é r i f i e r pour 

de nombreuses familles de densités e t qui implique (Cq) • 

4. CONVERGENCE DES STATISTIQUES DE RANG RANDOMISEES SOUS DES ALTERNATIVES DISCRETE; 

Supposons maintenant que la famille £f(x,9)j e s t définie par rapport à 

la mesure J J ^ sur un ensemble d i sc re t ^ q u i s a t i s f a i t à (2 .4) , (2 .5) e t à : 

(4.1) inf £ | x h - x h , l } = £ > 0. 

h f h» 

Pour s impl i f ie r , supposons également que £f(x,9)$ s a t i s f a i t à : 

(C1-) V0 6I, VheH, f(x,,9) >0 et E f(x,,9) = 1. 
1 n h c H n 

On vérifie aisément que (C*,) implique (C-) avec E = ^ 

Considérons les statistiques randomisées SN données en (1.2). 

THEOREl^. Si 

a) la famille £f(x,9)} définie par rapport à l a mesure p g s a t i s f a i t à 

(C^) e t (C2) à (C5) , 

b) les hypothèses i i ) à iv) du théorème du paragraphe 4 sont v é r i f i é e s , 

alors les densités qN données en (3-2) où les t ' vér i f ien t (3.3) e t (3 .4 ) , on a : 

st&-»%o.o 
°N 

Démonstration : e l l e es t donnée au paragraphe 5. 

Remarques : Ce théorème étend celui de Vorlickova ( [ 4 ] , théorème 4.2) où au l i eu 
de (3.4) i l es t supposé que lim 1.(0) 2 t j - = b 2 ( 0 £ b < + » ) . Cette condition 

N-*+* r i=1 lN1 
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est plus forte que (3.4) et de plus ne permet d'obtenir des tests asymptotiquement 
les plus puissants (voir paragraphe 6) que pour des alternatives q^ te l les que 

t^O pour tout N, au lieu de lim t.r = 0 comme le permet notre résultat . 
N N->+cv ^ 

Quand A admet la densité qN par rapport à p<£, on a : 

p l % = xhl = £ ( x h j t Ni } V i s L 2 , . . . , N , V h e H . 

Par ailleurs on peut écrire également u^ sous la forme : 

^ = S CcN. - cN)(tN i - t ^ £ j » T r ^ r ; q>(u) du , 

I. =] <ZH f (x,,0), 2 1 f(x,,0)1, V h e H. 
n Jk4h-1 K Hh K J 

Dans £43 nous montrons que s i*€es t un ensemble f in i , (C.),(C-) et (C~) impliquent 

(c5) . 

5. DEMONSTRATIONS DES IHEORE^S 

Soient les densités et les statist iques : 
- N N 

(5.1) p^x1") = JT fOfa, t^ ) , VN » 1 

(5.2) T (XN) - E Ct^ - O Î I M - . V N • 1 
i-1 N l fCx^,^) 

Lennng.l : Si la famille [f(x,9)^ est définie par rapport à X ou à JXC , ( ^ sa t i s 

faisant à 4.1) et vérifie les conditions (C-) à (C.) , et s i les tr satisfont à 

(3.3) et (3.4), alors 

^t(TN) >^ (0 ,b 2 ) sous pN . 

démonstration : pour alléger les notations, nous négligerons d*écrire un certain 

nonbre d'indices N. Les variables : 
- f'(*Ni>V 

YNi = ( t N i " V r r v ? ï N > 1 , 1 « i 4 N 

sont centrées dès €g$e N est suffiseutoent grand. Cela résulte de la proposition 2 

tf> 2-3 1976 
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du paragraphe 2 e t de (3.3) qui implique lim t = 0 : 

E o y ^ - t ^ y f tx .y^tx) = (t.-DAjfoi.tjpdu = o. 

r[f»(x,u]2 

.=> VarQf,) - (Vt)2^ ~ ^ ~ ~ <*« - (trt) I£(y < +» 

P°sonS • 4 = Var (YNi) » ( ^ -¾) 2 1^¾) 

SN = 5 ^ = . 2 (^ -¾) 2 1(¾) 
1=1 1=1 

*»»•> - - f i ; A2dFY..w = 4 - s t v - t ) 2 / *2<%« •v *>o 

où Fr est la fonction de répartition commune aux GLT(Xr) = •— . On a 

i.cy A(v SN > w ft^r^2 2 
( t r t ) 2 max ( t . - t ) Z W 

1 ^ i $ N 

2 
avec lim nu = +oo , d'après (3 .3 ) , (3.4) e t (C-). D'où, sous p^, 

N—»+<*> 

V « < ^ - S Ct rt)
2 f x2dFGN(x) 

SN * y {IXI^IÎ 

1 <Ji(x) 
i^y/Kx.y 

SAD 2-3 1976 
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Les conditions (C_) e t (Cr) impliquent lim AaC&) = 0. I l résu l t e du 

théorème de la limite centrale de Lindeb'erg que : 

N 

S YNi *> 
~^~5 )-»1(0.1). 

Comme l im SM = b d'après (3.4) e t ^ J YM. = TM, le lemme es t démontré. 
N-*+«b "N i=1 lN1 ^ 

Soit la suite de statistiques : 

VA = 2 | ] f r f C % , t N i ) 1 ^ - i } vNju-
' £ % i ' V 

Lenroie_2 : s i les hypothèses du lemme 1 sont v é r i f i é e s , on an sous p^ : 

1. l im E ( W ) = - ^ -

2. l im Var(WN - TM) = 0 . 
N—*+ft> w N 

Démonstration : 1. Sous p»,, e t toujours en négligeant un cer ta in nombre d ' indices N 

E(WN) - 2 2 1 / £ ^ i 1 ^ &i£L £(x,t)4i(x) 
w i=1 y m £ V (x,t) ' 

= Sf&Cx.t.D-fCx.t) -{f1/2(x,tp-f1/2(x,t^(x) 

(5.3) - t (t.-t)2/ [ f^3bti)-f1 / 2(x^]2 <wx) 
i=i x

 ; E L t . - t J ^ 

Soit pour une suite £(0KJ»9\,)£ de R telle que a, f 9' pour tout N et 

lim (e^,9'N) = (0,0), 
N - * + * 1/2 1/2 

f1/z(x,aj-f1/z(x,eu 
hjjW = Âp~W VxfrE, V N > 1 

h(X} _ 1 f 'CxrQ). 
J) 2-3 1976 " 2 f 1 / 2Cx^>) 
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On a ; 
.v„, (S,4) lim JLjCx) = h(x) pour tout x de Ë et i 

/B * « ¥, < ̂ p / J / ^ 2 2 y* ât 

1 P 

Comme 1 (̂9) est continue au voisinage de 0, i l en résulte : 

(5.5) liffl rh2(x)dp(x)^ \ lf(0) - ^ h2(x)dji(x) 

d'où d'après le théorème II.4.2 de £2] 

lim 
(d,6») -tfO.O) 

-*'wyy 

d'âpres (3*3)* Ce qui fêpôrté daris (5.3) doilhê là limité âê B(W )̂ si ôft tiêftt 
e<Mpte de (3* 4)* 

2* Quelques calculs é»rt©nt i 

Les relations ($A§ et (S.5) ippliquent, d ^ r l s le théorème v.l.S de £&J i 

SAC 2-3 1976 



Lim 
(9,9') _*(0,0) 
9 /* 9» 

kl f
1 / 2 (x ,9 ) f 1 / 2 ( x , 9 ' ) 

9 - 9 ' i XJ t« = 0 
f""(x ,0) 

lim max 
N 

% = 0 , d'après (3.3) 

U i < N 

D'autre part, en posant 

Vx ) = 7Ï72 
f , ( X ' ^ , VN>1 et h ( x ) = ^ ^ _ _ ; 
f ' (x,tN) f ^ x . O ) 

on montre aisément que lim ^ ( x ) = h(x) "r \r tout x de E et 

lim f hj(x)du(x) = / h2(x)du(x) 
N-»•*»> JE 1N ''E 

En uti l isant à nouveau le théorème V.1.3 de Î2], on en déduit que lim B^O q.£.< 

Soit la suite de statistiques 

•*oft - PN( 

1 

s i pN> 0 

s i PN = qN - 0 

l + 0° s i p^ = 0 < qN 

Lemmê l : sous les hypothèses du lemme 1 et sous jL, on a 

Log i ^ j f t - TNoft + £ £&*-*> o 

^ ( l o g l ^ ) +\{-h
T >b 2) 

démonstration : les Tj. sont centrées car Xyj.••>•••,^MN s o n t équidistribuées et 

5TI ( ^ - ¾ ) = °- D'où d'après le lemme 2, 

(5.6) WN - TN • \ &<*>* » 0 , 

et d'après le lemme 1, £ ( 1 ^ ) — ^ - ^ ^ - , t r ) . 

I l résulte du 2ême lemne de Le Cam (£2} , lemme VT.1.3) que, sous iL , 

'»AD 2-3 1976 



32 

et£(Log UT)-> ( ( - -T- *b ) • Les relations (5.6) et (5.7) donnent 

i T T ^ b proba n 

Démonstration du théorème du paragraphe 3. 

I l suffit de montrer le théorème pour des C,^ et t~. véri

fiant ^ (0^ -^ )=1 et 

(5.8) lim Z ^ - S j ) ( ^ - ¾ ) « b 1 2 < + <*> 
N—*+a> i=l 

Sxr-m A C K T III -

donc de montrer que, sous qN, <&(—-r--) • y (0,1) avec 

1 1 
(5.9) m = bl2J ^ ( U ) Vf(u»0)du e t<5 2 =J (*f>(u)-i?)2 du. 

«f 
Les variables T», et TN données par (1.4) et (5.2) sont centrées sous pN» De plus 
Var (1¾) =tf2 et 

N - 9 / r f ' C X i ' t : ) T 2 ) Var(TN) = S ( t - t ) 2 E [ x— ) 2) 
N i=1 X l f (X, ,t) J J 

F j
£ ' ( X i ' V 

car E 
ff cxi'V) r 
f - > = / f'Cxjt.JduCx) = 0 dès que N est assez grand, d*après la 
IfCX^tjP ) 7E 

proposition 2 du paragraphe 2. Des relations (3.3), (3.4) et de la condition (C~) 
i l résulte donc 

lim Var(T ) = lim g ^ i " V * M V = ^ -

d'autre part : N f'QC t. ) 

"oj'. 
du = S (c.-c)(t -t) vf(u) 

M x J 0 £(¾1^).¾) 

N .1 
- £ 2 (c . -£ ) ( t . - t ) f if(u) «tUu.Udu 

i-1 'O 

Lira E(T$TN) - b 1 2 f1 if (u) ^£(u,0)du - m , 

df£ç>rès l'hypothèse iv) du théorème et les relations (5.8) e t (5,9). Donc 
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lim Var(u i j + vT„0 = u d2 + v2b2 + uvm V(u,v) €. IR2. 

I l en résul te (c£; démonstration du théorème VI.2.4 de £2]) que 
a vP 9 9 

«£(TN,T,,,) *.1)(0,0,c ,b ,m) sous jL. Mais le théorème 1 du paragraphe 1 e t 

le lemme 3 donnent 3 L S L P roba-> 0 e t Log 1^ - TN + —• P r o b a • 0. D» "où 

K 9 9 

<&SN,Log L ^ ) — — > ^ ( 0 , - - y , 6 , b ,m) sous p ^ 

En u t i l i s a n t le 3ème lemme de Le Cam ([2],Lemme VI. 1.4) on en déduit que 

sous les densités q ^ o ^ S ^ ) ^ ^ ( m , ^ ) , ce qui prouve le théorème. 

Démonstraticai du théorème du paragraphe 4* 

I l es t aisé de voir que , sous l 'hypothèse (4.1) on a R N (^ , i r N ) = R^QC^IJ 

presque sûrement, où R* = (R' , . . . ^R'^) e s t le vecteur rang de Xf K X ^ - , . . jX*^ 

ainsi défini : 

XTNi = XNi + ! % i V N > ' 1 > V i = L 2 , . . . , N 

N 
I l su f f i t donc de démontrer le théorème pour les variables S*N= S i C S i i ' S j ^ ^ ^ ^ N i ^ 
La démonstration en est pas à pas identique à cel le du théorème 
du cas continu, en remplaçant T!J par : 

où Q,- es t la fonction de répar t i t ion (continue) de X'*,-. Sous pN on a CL- = G 2̂ 

••• GW= Gu> d o n c : 

ECTfV " g (¾ - c)(t.-t) E^C^+fciy) ^ . ¾ } 

= *L ( c r £ ) ( t . - t ) / / ^ ^ ^ v » £ , C u ^ | ^ u ) dv 

= £ ccr c)(t.-t} S I f ( x t t ) A ^ ( y y ) ) 
i=1 X X hèH h

 J Q ï d V ' 
compte tenu de l'indépendance de XN- e t 1 IL. qui donne également : 

GLT(u) = S L I £(x.,t) +/ 2£ £(y,t) du(y) 
^ j / x j ^ U - 1 1 Jyjrt 1 
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/x.+v x, +v-y 
- ^ W , GNj(xh + v-£, t ) * 1 1 - A — f(y,t) dp(y) 

r ^ V v t ] 0 , £ [ , V V ^ = F (xh-T l) + I ^V^ 

En reportant dans (5.10) on obtient : 

E0*TN) = i (crc) (Vt) S f ^ L f h * U > 
1=1 h 6 H £ ( i . t ) J ^ h - I ' ^ 

F(xh ,t) 

du 

N .1 
= S (^-0)(^-1)y i|/£(u,t)»f(u)du 

d'après (2.7). Par conséquent : 

lim E(A M ) = lim g , (c . -c ) ( t -tW<(Uu,t>f(u)du=m 
N-*+*> N N N-^+toi^l x ^ - - ¾ 1 

Ensuite, i l suffit de reprendre la démonstration du cas continu, en remplaçant 

SNpar S'N. 

6. TESTS ASYMyrOTIQUE>ENT UNI FORCENT LES PLUS PUISSANTS. 

Soit A un échantillon à valeurs dans IR pour tout N ^ 1 , e t J V = |Pwj 

et Cv. respectivement un ensemble de lois de probabilité e t une probabilité sur 

(]RN,ÔN) tels q u e Q ^ Ï ^ . 

Considérons la suite de couples d'hypothèses : 

HQ : la loi de £ e 9 N 

rfj : la loi de X"N est QN 

et supposons que, pour tout N, la décision du tes t de PL contre H., s'effectue 

d'après les valeurs d'une fonction de t e s t© N = 1K - * [ 0 , 1 J . 

DEFINITION 1 : La suite de fonctions de tes t <PV détermine un tes t asymptotiquement 

de seuil 01 de Hfi contre H., s i et seulement s i : 

(6.1) limsup s u p n /¾ dP = A 
N-*+<b P N t 9 N ^ N ^N * 
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DEFINITION 2 : La puissance asymptotique du t e s t de Pu contre FL déterminé par 

les fonctions de t e s t t ^ e s t : 

f>= lim inf /0 dQXJ. 
N _>+oo 

rN Pour tout N » 1, désignons par &(«,Hn,QXT) la puissance d'un t e s t uniformément 
N N 

le plus puissant de HL contre H., de seu i l t f ; 

DEFINITION 3 : La su i te de fonctions de testsy>„ détermine un t e s t asymptotique-

ment unifoimément le plus puissant (a .u .p .p . ) au seu i l de IL contre IL s i e t 

seulement s i on a (6.1) e t 

N - ^ + oo 

Soient maintenant les sui tes d'hypothèses : 

lim fcw^.Qj,) -QN ) - / ^ N d ^ = ° 

)Ho : ^ 1 »•••»% sont mutuellement indépendantes et de même loi continue. 
N 

(tf., : X̂  = 0 ^ - - - . ½ ) est de densité qN(x ) = "jf £ ( x i , t ^ ) . 

( *N 
\ PL : X .̂ ,...,XMVT sont mutuellement indépendantes et de même loi 

N 
H*N : $ = ( X ^ , . . . , ) ^ ) es t de densité qN(xN) = Tf f ^ . , ^ . ) , 
» 1 " * j 

et les fonctions de test : 

(6.2) ( 0 N
= 1 S i *5 | » *£<-«] 

'N 
S t 

= 0 si -J < k fi -«(] 

(6.3) 

n * t 

0 N - , si ^ k [ l - d ] 
N 

où S* 
N 

l = 0 s i J<k [ i -o 
^N 

v*t N -ts2 N 
- S c^-v ^(½) > *ç £ ¢^-¾)¾¾) . «#< - ifco) S(%-"v2 

1=1 i=1 
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k îy ] le quanti le d'ordre y de la fonction de r épa r t i t i on £ de Y) (0,1) : $ (k[yj) = 

Y , Vyfe]0,l[. 

THEOREME 1. Si 

i) la famille {f(x,0)J e s t définie par rapport à la mesure de Lebesgue 

e t s a t i s f a i t aux conditions (C,) à (Cr) , 

i i ) les scores aT vé r i f i en t la condition de convergence par rapport à H^(u,0] 
N i i i ) les t sa t i s fon t à (3.3) e t (3.4) . 

iv) lim f1 y£(u,0) y £ (u ,0)du = / Q ^ £ ( u , 0 ) d u , 

la su i t e de fonctions de t e s t s &j donnée par (6.2) détermine un t e s t a .u .p .p . de 

seu i l o( de H^ contre Hx , de puissance asymptotique ^ - 1 - $ ( k p - <*] - b) . 

THEORE^ 2 : Si 

a) la famille {f(x,9)J e s t définie par rapport à l a mesure JX^ sur un 

ensemble d iscre t "C donné par (2 .4 ) , (2.5) e t (4 .1 ) , e t s a t i s f a i t aux conditions 

( C ' p e t (C2) à (C5), 

b) les hypothèses i i ) à iv) du théorème 1 sont s a t i s f a i t e s , 

La su i t e de fonctions de t e s t s ^ v donnée par (6.3) détermine un t e s t a .u .p .p 
*N *N A T r i 

de s eu i l de HQ contre H- de puissance asymptotique / 5 = 1 - ¾ 1 (k[1-^J - b ) . 

Démonstration : Ces deux théorèmes découlent des r é s u l t a t s des paragraphes 1 , 3 

e t 4 suivant une démonstration analogue à ce l le de £2} (théorème VII 1.3) concer
na -0 

nant le cas mesure de Lebesgue avec f(x,0) - g(x-0) e t f(x,0) = e g(xe ) . 

Les deux exemples d 'appl icat ion suivants concernent les doubles échan t i l lons , 

l 'un dans le cas continu, l ' au t r e dans le cas d i s c r e t . 

Considérons des couples d ' en t ie r s ^(m ,m* )] ,n } 1 ; posons N = m + m1 e t sup
posons que lim N = +oo. Soient : 

n-*+<b n 

hii " \ ' ° V 1 4 i 4 1¾ 

= ° V ï n n + 1 ^ i * % + i n f n ' 
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Pour que les hypothèses (3-3) et (3.4) soient vérif iées, nous supposerons de plus 

que lim à = 0 et lim ^ " L s A2
 M = c, c fini e t non nul. 

Dans la suite nous négligeons un certain nombre d'indices n. 
x 

1 " a+0 Exemple 1 : Soient f(x,9) = ' Q e si x > 0 , 0 sinon, avec a > 0 
a + y 

e t 0 t _ - a , + <*>[, 

N 
HL : X ^ . - . j X , ^nf i >*• • »îL+mf s o n t mutuellement indépendantes et de même loi 
continue. 

HL : (X., . . . ,X ) et (X . X ,) sont deux vecteurs aléatoires indépendants 
constitués de v.a. mutuellement indépendantes, de même densité f(x,A^) pour 
le premier, f(x,0) pour le second* 

Le test de H~ contre H de région de rejet : 
m %i 

t - g . ^ - g f e p T » ^ > / k 0 , , D 

où ^(ûvr) = +1 ou -1 suivant que à est > 0 ou < 0, Vt est le vecteur rang de 

X = » r - i V f f l ! ) , Cn = m +
m

ml jÇ. Log(1- m +
X

m l + 1) , Dn = ^ -

est a.u.p.p. de seuilfl * 

Pour montrer ce résul tat , on vérifie assez aisément les hypothèses du théorème 1. 

Notons que les a*, satisfont à l'hypothèse de convergence par rapport à ^(UjO) = 

- - 1 + log(1-u) en vertu du lemme V. 1.6.b de £2]. 

Exemple 2 : Soient f(x,0) = (£)(p*9) x (1 -p -0 ) k - x , V xfc£o,1 , . . . ,kj , V 0f]-p,1-p[3 

p t ] o , i [ ; 

*N 
HQ '• X1,... >X^« • • >X . sont Mutuellement indépendantes et de même loi. 

*N 
H/ : (Xi***#»\P e t CX 1,... , X ,) sont deux vecteurs aléatoires indépendants, 

constitués de v.a. mutuellement indépendantes, de même loi binomiale 

(ft(k,p + & N ) pour le premier, $(k,p) pour le second. 

*N *N 
Soit le test de IL contre H- de région de rejet : 
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- , « ^ " C ' n 

t(AN) m *k£l -<*] 
i D ' n l 

"*N N 
où R es t un vecteur rang randomisé de X = (X, , . . . >X . ) , la fonction H e s t 
définie par : 

H « =
 PTTMÏ)

 Si i ^ T 6 Th =J F(h"1) ' F (h)l o 4 M k ' 

F désignant la fonction de répartition de$(k,p) ; C ~ p(T-n) L"2 kPj > 

Dn = — - = 1 2 [ ^ ( h " ^ 2 Ph (1-P )k"hl ' 
n (m«-m')p (1-p) L h=0 J 

Ce t e s t e s t a .u .p .p . de seu i l <X. 
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