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Mesure invariante pour le systeme d’équations
stochastiques du modéle de compétition
avec diffusion spatiale

SALIHA HAMDOUS (¥) - HisA0 FUJITA YASHIMA (¥%)

1. Introduction.

Depuis quelques années la question de la mesure invariante est devenue
un des thémes centraux de la recherche sur les équations stochastiques de la
dynamique de populations. En particulier, Rudnicki [14] a démontré I'ex-
istence et l'unicité de la mesure invariante pour I'équation stochastique du
modeéle proie-prédateur, en précisant les conditions sur les coefficients de
I’équation pour l'existence de la mesure invariante et 'extention de son
support. D’autre part, pour le modéle stochastique de compétition entre deux
espéces, dans [16] le comportement asymptotique de la solution de 'équation
stochastique, y compris le cas de convergence vers une mesure invariante, a
été classifié, en utilisant la méthode de Rudnicki et 'application directe de la
fonction de Khas’minskii (voir [10]). Or, dans le cas ou on consideére aussi la
diffusion spatiale de la population dans un territoire, Tornatore [15] a dé-
montré que pour % espéces en compétition I'espérance mathématique des
populations totales, qui résultent de 'équation stochastique, est uniformé-
ment bornée pour tout ¢ > 0. Dans [7] nous avons démontré 'existence d’une
mesure invariante pour un systeme d’équations analogue a celui de [15] mais
avec une compétition limitée entre les especes différentes.

Le but du présent travail est de démontrer que ’équation stochastique
pour deux especes en compétition dans la forme usuelle avec la diffusion
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spatiale admet, sous une condition convenable et naturelle, une mesure in-
variante, pour laquelle aucune des deux espéces n’est destinée a 'extinction.

Pour les modeles de la dynamique de populations en général et ceux
avec la diffusion spatiale ou des perturbations stochastiques, voir aussi
[17], [12], [3], [8], [1], [2], [6] et d’autres.

2. Résultat principal.

Considérons un systeme écologique formé par deux especes végétales
ou animales dans un territoire D en compétition pour des ressources du
territoire. Pour formuler le probléeme dans une forme mathématique, ad-
mettons que D soit un ensemble ouvert borné de R% d = 2 ou 3, muni de la
frontiere réguliere 0D et désignons par Ni(t,x) et No(t,x) la densité de
population au point & € D et a 'instant ¢t € R de la premiere et de la se-
conde espece respectivement. Cela étant, nous considérons le systéme
d’équations stochastiques

(2.1) dN,(,")

2
= l(o«i—ZﬁijN,-(t, -))Nxt, )+ edNi(t, )| db + ppNitt, JAW®), i =1,2,
=1

J

dans l'espace de Hilbert L2(D) avec la condition aux limites

2.2) VN;-%=0 sur 0D, 1=1,2;

dans (2.1)—(2.2) 'opérateur de Laplace 4 et le nabla V sont a considérer par
rapport aux variables spatiales x1, - - -, x4, # désigne le vecteur normal a la

frontiere 9D de D et les coefficients «;, f;;, & et p; (i, j = 1,2) sont des
constantes telles que

@23) >0, >0, p;>0, f; >0, i=12 ;,>0, i,j=1,2 i#},
tandis que W(¢) est un mouvement brownien défini sur une base stochas-
tique
@, F,(Fo)o, P)
a valeurs dans L2(D). On suppose que W(t) est de la forme
2.4) WO =S hmen W),
m=1

ot {ey,},,_, est une base orthonormale de L2(D) avec e,,( - ) € L>(D) pour
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tout m € N\{0}, W (¢), m =1,2,---, sont des mouvements browniens
indépendants a valeurs réelles, et {4,,},,_; est une suite de nombres réels
telle que

2.5 | N2 E | . =K<

2.5) nz:jl ||,y = Ko < 00

Pour le probléme (2.1)—(2.2) proposé ci-dessus, on connait 'existence et
'unicité ainsi que la positivité de la solution. Plus précisément, on a la

ProposITION 2.1.  Le probleme (2.1)-(2.2) avec la condition initiale
N;(0,2) >0 p.p. dans D, N;0,-) € LAD), i = 1,2, admet une solution
N, x) = (N1(t, x), Nao(t, x)) et une seule dans Uintervalle 0 <t < oo et on a
N;(t,x2) > 0 p.p. dans D p.s. (i = 1,2) pour tout t > 0.

Pour la démonstration, voir [15] (dans [15] I'existence et 'unicité de la
solution sont démontrées pour un systeme de n espéces).

Pour démontrer I'existence d’'une mesure invariante, nous supposons
que, avec K, défini dans (2.4)—(2.5), on ait

o, 2
pi+ Ps
o — Ky
2.6) B < 2 - o2 < P2

B o oy — Kﬂﬂ? ;‘P% Pz’

Pz

ol on entend = 400 si fij; = 0. Comme % >0etquea; >0,1=1,2,

12 1
I'inégalité (2.6) implique que

@7 ai—Kol’gzai—KO@O, i=1.2

Notre résultat principal est le suivant.

THEOREME 2.1. Si les coefficients o;, f; et p; (i, =1,2) et le mouve-
ment brownien W(t) satisfont aux conditions (2.3)-(2.6), alors il existe
une mesure twvariante i dans LZ(D;RZ) pour léquation (2.1) avec la
condition aux limites (2.2), telle que

A({N; € H\(D), i =1,2}) = a({N; > 0 p.p. dans D, i = 1,2})

2.8) ‘
=n({log N; e L\(D), i =1,2}) = 1.

La population totale de 'espéce 7 sur le territoire D, qui est essentielle
du point de vue biologique, est exprimée exactement par la norme
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|Nill11(p)- Mais pour les traitements mathématiques il nous est commode
de considérer N; comme élément de L2(D); comme on voit facilement, la
norme ||N;|7:py est majorée par /mes(D)|| Nl 1z p)-

3. Démonstration de I’existence d’une mesure invariante.

La démonstration du théoreme 2.1 se base sur I'application du théo-
reme de Krylov-Bogoliubov, qui, a son tour, s’appuie sur une estimation de
la solution du probleme (2.1)—(2.2) avec les conditions initiales et utilise
également les idées du théoréme de Khas'minskii (voir [10]). Comme
I'estimation de la solution qu’on va utiliser est assez complexe, en ren-
voyant sa démonstration au paragraphe suivant, dans le présent para-
graphe on va démontrer le théoréme 2.1 en admettant le résultat de l'es-
timation.

Pour formuler ce résultat auxiliaire, on pose

2
3.1) Dy(N) = Z (||Ni||%2(p) + |llog Nill 1))+

=1
z 2 2
3.2) &1(N) =Y (IVNill72m) + IV 10g Nil72p))

i=1
(3.3 Z(D) = {N e L*(D; R)* |log N; € L\(D), i =1,2}.

On a alors le lemme suivant.

LEMME 3.1. [l existe une fonction G : 2(D) — R U {— oo} telle que, st
on pose

(3.4) A(e) =sup{ GIN) [N € ZID), dy(N) > c},
on ait
3.5) sup G(N) =A0) < oo
NeZ(D)
3.6) Alc) - — o0 pour ¢ — + oo,

et que de plus, si N(t,-) est la solution du probleme (2.1)-(2.2) avec la
condition nitiale N(0,-) = Ny € Z(D), alors on ait

t t
BT kEBNE, ) + 11 / E&(N(E, Nt < s Nol% + / EGIN(, )dt',
0 0
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o Ky, K1, kg sont des constantes positives et

2
3.8) INllz =" (INillz2m) + [log Nillsp))-
=1

En renvoyant la démonstration de ce lemme au paragraphe 4, on expose
ici la démonstration du théoréme 2.1.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.1. Comme le premier membre de
(3.7) est non-négatif, on a

0 < 1o [ Nol[% + A®©) + Ac) / P({@yN(, ) > ¢})dt'

en particulier pour c tel que A(c) <0, on a

t
1 / / 1 K2||N0Hi?
CONEE / P&, ) = e})di < — (A(0)+ t >
0

D’autre part, de (3.7) on déduit immédiatement que

\N0||

(3.10) Kl—/E@l(N(t/ Ndt' < A@0) + ———= el ;

De (3.9)—(3.10) et de (8.6) on déduit
t
(3.11) %/P({@O(N(t’, )+ DN, ) < c})dt’ >1—¢lc) VE>1

avec une fonction décroissante ¢(c) telle que
elc) - 0 pour ¢ — oo.

Pour Ny € 5(D) et un ensemble borélien I" de L2(D; R%) x L (D; R?), on
pose

Pt(N07 F) = P({(Nl(ta '); Nz(tv ')7 IOgNl(t7 ')7 IOgNZ(ta )) S F})v
ou N(t,-) est la solution du probléme (2.1)—(2.2) avec la condition initiale

Ni0,) = No(x), i=1,2.
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On définit alors

T
1
) = 7 / PNy, It
0

Cela étant, de (3.11) et de la définition de @y(-) et @1(-) (voir (3.1) et
(3.2)) on déduit qu’on a

2
vy ({N € EZD)| IN|Fnpgeey+ Y 1og NillFpuey < c}> >1—#c) VI >1
i=1

avec une fonction décroissante &( - ) telle que
#c) — 0 pour ¢ — oo.

C’est-a-dire, pour tout ¢ > 0 il existe un nombre Cy, tel que

2

(3.12) vy <{N € ZD)| IN2ppgey + D Iog Nilln pupy < c(s)}> >1—¢
i=1

VT > 1.

On rappelle qu'un ensemble borné dans H 1(D;Rz) x H! (D;Rz) est re-
lativement compact dans L2(D; R%) x L*(D;R?). Done en vertu du théo-
réme de Krylov-Bogoliubov ([11]) dans sa version complétée par le critere
de Prokhorov (voir [4], [5]), on déduit de (3.12) I'existence d’une mesure
invariante v dans LQ(D;RZ) X Ll(D;Rz) pour I'équation (2.1) avec la con-
dition aux limites (2.2). Désignons par i, et Ar les projections de vy sur
L2(D; R?) et sur L'(D; R?) et analoguement par z et / les projections de v
sur LZ(D;RZ) et sur Ll(D;Rz) respectivement. Or, comme v est obtenue
comme limite faible d’une suite {vy, };-; (voir [4]; voir aussi le théoréme 1
du §1, chap. IX de [9]) et que

tip,({N; >0 p.p. dans D, i =1,2}) =1, A, =log o up,,
on a
A({N; >0 p.p.dans D, i =1,2}) =1, /. =log o,

ce qui acheve la démonstration du théoreme 2.1 O

4. Démonstration du lemme 3.1.

Pour démontrer le lemme 3.1, on va appliquer la formule d’Ito a une
fonction convenable et en obtenir une estimation, en utilisant les idées de la
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fonction de Khas'minskii et celles des estimations dans L2(D) de la solution
de I'équation (2.1) avec la condition (2.2) (voir [15]).

Commencons par remarquer une conséquence élémentaire de la con-
dition (2.6).

REMARQUE 4.1. Pour i = 1,2, il existe k; > 0 tel que
+ .
A1) By + B + ki) — 4k (051 +az2 — Ko @) <0, j#i.
DEMONSTRATION. En considérant (4.1) comme équation algébrique du

second degré en k;, on voit qu’il existe k; > 0 satisfaisant a (4.1), si et
seulement si

2 2
_|_
(i + Bii) — 2B (051 + o2 — Ko /%) <0,

2 2\\ 2
(“z‘(ﬂn‘ + B;) — 2B (“1 + a2 — Ko plzﬂ)) — (B + B >0, jAI

On voit aisément que, pour que ces deux inégalités soient vérifiées, il faut
et il suffit que

%i(Bii + Bii) < Bii (061 + a2 — Ko p@) J#

Cette derniere inégalité pour ¢ = 1 et 2 est équivalente a (2.6). O
On pose maintenant

2
4.2) UWN) =3 (k:N; —logNj) +C,
i=1
ou k; et ks sont deux constantes positives satisfaisant a (4.1) et

2
C=1- inf k;N; —log N;).
NE(R+)2 ;( 1 1 g Z)

Grace a ce choix de C, on a
4.3) UN)>1 VNe®R,),
et il existe des constantes positives ¢y, ¢z, C3, C4 telles que

2 2 2
@4 @ [ogN| <UN)<ez+¢3 ) |logNi|+¢é > [N

=1 i=1 i=1
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On pose en outre
1< 1 2
_ 2
(4.5) o(N) = E; / Nid + 3 < / U(Nl,Ng)dx> .
D D

On va appliquer la formule d’Ito a la fonction p(V). Pour cela, rappelons

que
/ N, filr + / UN)d / UM o,

PN PU(N)
ovon 0 = b / fode + / UN)de / L

8UN oUWN
( )fd/ ( )

&ﬂ(N )

7

N _, 1 PUN) 4
oN; " N;’ ON©ON; N?

En appliquant la formule d’Ito a la fonction ¢(N) (pour la formule d’Tto
pour les processus a valeurs dans un espace de Hilbert, voir par exemple
[13]) et en intégrant par parties sur D les termes contenant 'opérateur de
Laplace 4, on obtient

(4.6) p(N(, -))+/F(N(t'7~))dt’ = p(N(0, )
t
+/(G1(N(t', )+ Go(N (', ) + Gs(N (', )t

t
+ / (N, ), dW(E)),
0

ol

@.7 FN) = Z&(HVNMZ(D)‘*‘ ||U(N)||L1(D)||V10gN||L2(D)>

=1

2
48 GV = Z / N? (al e ZﬁijN]) dx
=1

m=1
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2
49  Go(N) = / U(N)dac( / AUNdz — 5 Z |VlogN||Lz(D)>
D D

=1

i,j=1 J m=1

4.10) AUN)= Z (ocl Z/)’L] )N +Zp“07NN78N o S 2

(4.11)  Gs(N) = 22 Z / . PiN e de / oN, PiN;hanemda,

77L1’L]1

4.12) W(N) = Z N / dez N, pl

LEMME 4.1. On a

4.13) sup Ga(N) < o,
Nez(D)

(4.14) sup {GQ(N)|N € E(D),/U(N)dac > c} — —00  pour ¢ — + oo.

OU(N)

N et de

DEMONSTRATION. En substituant les expressions de
OPU(N)

ON;ON,
4.15) AUNN) = y(N),

dans (4.10), on obtient

(4.16)  y(N) = — (kyN1 — Df11N1 + (Boy + k10a)N1 — (k115 + k2fe;)N1N2
— (k2Ng — 1)fooNa + (f1a + kpo2)N2 — oy — 02

P1‘|'P2 2’1

m=1

mm

On remarque d’abord que

4.17) yN) = —oc  pour |[NP=N?+N2— o
et donce
(4.18) sup y(N) =T < oo,

Ne®., )
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d’ou, compte tenu de (4.15), il résulte que

1 2
4.19) sup (/AU(N)dw—§ZSiIVlogNillizw)) < co.
i=1

Nez(D)

On va démontrer qu’il existe deux constantes positives ¢; et L telles
que

2
(4.20) y(N) < —zg pour > [logN;| > Lg.

i=1

Pour ce faire, étant donné qu’on a (4.17), il suffit de démontrer qu’il existe
deux constantes positives ¢; et g telles que

y(N) < —eg  pour min(Ny,N3) < dg,

ou, compte tenu de la continuité de y(N) en N; et Ny (voir (4.11)), de dé-
montrer que

N;>0 J

En tenant compte de la condition (2.5), de I'expression (4.16) de y(N) on
déduit que

+
WiND = =BiskiNG + By + Bji + ki) N — o — pl e Z o S W ND,
ol
W(Ny) = —BkiN? + (B + Bji + kioi)Ni — o1 — o2 + Ko /i ;‘/)2 ’

11 est clair que pour avoir

sup y;(N;) < 0,
N;>0

il faut et il suffit qu’on ait

+”§)k <0, j#i

4.21) 4= (ﬂ” + ﬂji + kiai) 4ﬂ”(fxl + a2 — Ko il
Or, lexistence d'un k; > 0 satisfaisant a (4.21) a été démontrée dans la re-
marque 4.1. Dong, il existe deux constantes positives &g et L satisfaisant a
(4.20).
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Etant établie (4.20), pour démontrer (4.14), on considere séparément les
deux cas

i) / AUN)dz = / W(N)dee < —%GS(D),
D D

i) / AUN)dzx = / YNz > —%“(D).
D D

Dans le cas 7), on a évidemment

Go(N) < / UN)dae / AUN)dx < —%GS(D) / UN)de,
D D D

d’ou résultent (4.13)—(4.14).
Dans le cas #1), en utilisant la notation I" donnée dans (4.18), on obtient

% nex(D) < / SNV + / YN

2 2
{Z\logNibLG} {Zuong\SLG}

i=1 i=1

2 2
< —EGWL&S‘{ Z [log N;| > LG}Jrfmes{Z [log N;| < LG}

i1 i1
2
< —ggmes(D) + F + &g mes{z [log N;| < LG},
i=1
d’ot on obtient

mes log N;| < Lg
{D gNi

=1

} eq mes(D)
20q+ 1)

En vertu de I'inégalité de Poincaré il existe une constante positive C’, qui
D
dépend de D et de wes(_) et telle que
2eq+ 1)

2
> " |llog Nil| 1) — mes(D) L
=1 2 + 2
< / (Z |log ;| _LG> do < C/Z IV 1og Nill 2 p).-
5 \i=1 =1
Done, compte tenu de

/AU(N)dx = /y(N)dx < T'mes(D),
D
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on a
1 2
4.22) / AU(N)dax — éz [ V1og Nl 2y — — 00
=1

2
pour Z [log Nill 1) — o0

=1
On remarque que dans le cas ol Z |N;| est suffisamment grand, grace a

(4.17) I'inégalité du cas 1) est Verlflee Donc en rappelant (4.4) et (4.19), des
considérations sur le cas 7) et de la relation (4.22) on déduit (4.13)—(4.14).
Le lemme est démontré. O

LEMME 4.2. St on pose
GIN) = Gi(N) + G2(N) + Gs(N)
(G;(N), 1 =1,2,3, étant définies dans (4.8)-(4.11)), alors G(N) vérifie la
condition (3.6).

DEMONSTRATION. On remarque que, comme

INi|[32p) < (mes(D)'? / Nida,

on a

2 2 3/2
(4.23) —/ > ByNiNjde < —c; (Z |Ni|i2u)>>

D 1,J=1 =1

avec une constante positive c;.
En outre, on a

ou

N, = PiNiAmende / N, PilNjdmenda
D

D

/)m mdw (pl /(klNz - I)de + p]2 / (ijj - I)de) .

D
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En rappelant (4.11) et en tenant compte de la condition (2.5), on obtient

G3(N) < c2Ky

/ (kyN1 — D2da + / (kaeNy — 1)%0]
D D

avec une constante cg. Done, en rappelant (4.8) on a

2 2
Gl(N)+G3(N)+/ > ByNiNjda < ¢33 INil[72) + Ca

D 1,7=1 i=1

avec deux constantes cs et ¢4. Par conséquent, compte tenu de (4.23), on a

(4.24) sup (Gi(N) + G3(N)) < oo,
NezZ(D)

2
(4.25) sup {Gl(N) +Gs(N) [N € ZD), S INilfapy > c} - — 00
=1
pour ¢ — + oo.

Du lemme 4.1 et des relations (3.1), (4.24), (4.25), on déduit (3.6). O

DEMONSTRATION DU LEMME 3.1. On remarque que par la propriété des
martingales, on a

t
(4.26) E / (LN, ), dW({)) = 0.
0
On remarque d’autre part que les définitions de ®y(N), @1(N), p(NN),

U(N), F(N) (voir aussi (3.8), (4.2), (4.3), (4.4)) impliquent qu’il existe des
constantes positives ko, Cy, C; telles que

(4.27) @y(N) < Cop(N) VN € E(D),
4.28) @(N)<CiF(N) YNe{NeZD)|VN;, VlogN; € LAD),i=1,2},

(4.29) o(N) < K2||N||.

1 1
Compte tenu de (4.27), (4.28) et (4.29) et en posant ry = oo K= o le
lemme 3.1 résulte de (4.6) et du lemme 4.2. 0 'O
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