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Des Domaines de Fatou-Bieberbach
a Plusieurs Feuillets.

CLAUDIO MENEGHINI (*)

RESUME - Nous définissons I'idée de bassin d’attraction pour litération des ger-
mes holomorphes attractifs de (CV, 0) et la notion de domaine de Riemann-
Fatou-Bieberbach: ¢’est un domaine de Riemann R biholomorphe & C¥ mais
recouvrant une region 2 c C. Enfin, étant donné un endomorphisme de CV
admettant un point fixe répulsif en 0 (satisfaisant une hypotheése technique
supplémentaire), nous prouvons que le bassin d’attraction du germe inverse
admet un recouvrement par un domaine de Riemann-Fatou-Bieberbach.

1. Introduction.

Rappelons qu'un domaine de Fatou-Bieberbach est un ouvert de C¥
biholomorphe & CV; le bassin d’attraction 2 d’un point fixe d’un automor-
phisme fde CV a cette propriété dans le cas attractif (voir [RR], appendi-
ce), et, parfois, dans le cas des applications tangentes & l'identité (voir
[Wek]). Pour plus d’exemples de tels domaines, voir [BS], [BF], [FS],
[G], [K], [Myl], [Sil, [Ste] et [Stn].

Nous proposons une généralisation de ce concept, consistant en un
domaine de Riemann (M, ) tel que M est biholomorphe & CV et pourtant
a(M) est un ouvert propre 22 de CN,

Nous montrerons que, étant donné un endomorphisme & de CV avec
un point fixe répulsif régulier en 0 (voir déf. ), le bassin potentiel d’at-
traction (déf. ) de 0 pour l'inverse local &, ! peut étre recouvert par un
domaine de Riemann (M, ) biholomorphe & C¥. Pour ce qui concerne

(*) Indirizzo dell’A.: Dipartimento di Matematica, Universita di Parma, Stra-
da M. D’Azeglio, 85 43100, Parma.
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les notions fondamentales sur l'extension analytique, le lecteur pourra
consulter [9], chap.2,6 ou [7] chap. 1(iv); pour la définition de domaine de
Riemann, voir par exemple [5], p.43; enfin, le théoreme de Poincaré-
Dulac peut étre trouvé dans [10], appendice, lemme 3.

2. Préliminaires.

Soient N et M deux variétés complexes: rappelons que un élément
d’application holomorphe de N dans M est une paire (U, f), ou U est un
ouvert connexe de N and f une application holomorphe definie sur U et &
valeurs dans M. Une extension analytique (S, &, 7, F) d'un élément
d’application holomorphe consiste en un domaine de Riemann connexe
(S, 7) au-dessus d’'un ouvert 2cN tel que Uca(S), en une immersion
holomorphe j: U—S telle que moj=id|; et en une application holo-
morphe F : S—M telle que Foj=1.

Un morphisme entre deux extensions analytiques S = (S, =, j, F) et
G = (T, 0,, G) du méme élément (U, f) est une application holomorphe
h:T—S telle que ho{ =j. La composition de deux morphismes est un
morphisme; si un morphisme admet une application holomorphe comme
inverse, elle est encore un morphisme: dans ce cas, nous parlerons d’'un
isomorphisme d’extensions analytiques.

DEFINITION 1. Une extension analytique S = (S, w,j, F) de Uélé-
ment (U, f) est maximale si, pour chaque extension analytique G =
=(T, 0,0, G) de (U, [f) il existe un morphisme h: G— S.

Remarquons que deux extensions maximales du méme element sont
forcément isomorphes et donc Uextension analytique maximale est uni-
que a isomorphismes pres.

THEEOREME 2. Tout élément (U, f) d’application holomorphe ad-
met une extension analytique maximale. ™

Pour une démonstration, on pourra consulter [N], chap. 2.6 ou ou bien
[Ma] chap. 1(@iv).

Le lemme suivant établit une liaison entre les extensions analytiques
maximales de deux éléments qui sont inverses l'un de l'autre.

LEMME 3. Sotient (U, f) et (O, g) deux éléments d’applications ho-
lomorphes entre ouverts de CN, inverses lun de de lautre; soient
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(R, m,j, D) et (S,0,0, VW) leur extensions analytiques maximales:
alors, si C = {points critiques de @} et D = {points critiques de ¥}, on
a D(R\C) =o(S\ D).

DEMONSTRATION. A) @(R\C) co(S\D): soit Ee R\C et @(&) =7n: il
existe un voisinage ouvert U, de &, ouverts U, w(U;), V%o @(U;) et une
fonction biholomorphe g,: V,— U, (avee inverse fo: Us— V) tels que
(Us, f5) et (U, f) soient 'un prolongement analyitique de lautre, aussi
que (%, gz) et (V, g). Par construction il existe des immersions holomor-
phes j: Up— R et [ : ©,— S telles que o j = id et Qo 0 =id. Soit ©, =
=P(U,) et

S={(x,y) e U x Op: &(x) =y}.

Définissons J:V,—23X en posant J(v) = (J 0ga(v), v). Or (X, prs,
J, mopr;) est une extension analytique de (%, g») car mopr;od =
=70 J ogs=¢gs. Mais (V,, ¢-) est un prolongement analytique de (Y, g),
donc (X, pry, J, mopr;) est une extension analytique de (9, g).

Grace a la maximalité, cela entraine qu’il existe une fonction holomor-
phe i :X—S telle que goh =pry,, donc n=pry(&, n) =00ME&, n)e
e o(S).

Enfin, par differentation composée, aucun point de o ~*(1) ne peut
étre critique pour Y.

B) &(R\C)20(S\ M): soit se S un point régulier de ¥: il existe un
voisinage V de s ne contenant que points réguliers de ¥. Ca signifie que,
pour chaque s’'eV, il existe un élément d’application holomorphe
(V', g,) (avec o(s') e V') qui est un prolongement analytique de (9, g);
en outre, il existe une immersion holomorphe {: 9 —V. Par A) désor-
mais prouvé, ¥(s) e a(R\ ©), done il existe p € R\ € et un voisinage W de
p dans R\ C tels que z(p) = ¥(s) et & 1 (g(¥)) W = ¢. Posons W' =
=7 1@ )) NW: on peut supposer, sans perte de généralité, que  soit
inversible dans W': alors il existe une immersion holomorphe
j: g(¥'") —W. Done, pour chaque ¢ e j(@(V')), il existe n € ((V') tel que
D(Z) = D(J o goo(n)). Or par la définition de extension analytique, on a
Do Jog=id, cest-d-dire @(&) = o(n). Considérons maintenant la fonc-
tion holomorphe =Z: W x V—CV définie en posant Z(w, v) = &(w) —
—o(@): on a =0 dans j(g(V')) x F('&‘)’). cet ensemble est ouvert dans
WXV, donec £ =0 dans W x V. Cela implique finalement @(p) = o(s), ce
qui conclut la démonstration. =
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Le lemme suivant, dont la démonstration est élémentaire, décrit le
comportement dune application holomorphe au voisinage d'un point fixe
attractif P (dans la suite on supposera toujours P = 0).

LEMME 4. Soit V un voisinage de 0 en CN et F : V— CY une appli-
cation holomorphe avec un point fixe attractif en 0: alors il existe a <1
et un voisinage ouvert RcV de P tel que F°"(R)ca”R.

3. Le théoréme principal.

DEFINITION 5. Soit (R, F) un élément d’application holomorphe
avec un point fixe attractif en 0; on dira que p est dans le bassin poten-
tiel d’attraction de 0 pour la dynamique de F (dans la suite: pe
e BPA(F, 0) ) ¢'il existe une suite finie de points {x,}, -, .. x et des prolon-
gements analytiques (V,, F',) de F tels que xy=p, x, eV, F,(x,) =, 1,

N

F,(V,)cV, et QOFV(Vo) cR.

DEFINITION 6. Soit 2 un endomorphisme de C¥ avec un point fixe
répulsif en 0; le point fixe est régulier §’il admet un voisinage R sur lequel #
est inversible, [h|g] *ca’R pour 0 <a <1 et, pour chaque k, 7% est un
revétement topologique; on appellera R un voisinage de régularité de 0.

LEMME 7. Soit 0 e CN un point fixe répulsif régulier pour h, R un
voisinage de régularité de 0 et F := [h|R]’1. Alors pe BPA(F, 0) st et
seulement si il existe k=1 et un prolongement analytique (V, F},) de
F% tel que F.(V,)cR. Par conséquent, pour tout k=1, h**(R)c
cBPA(F, 0).

DEMONSTRATION: (=) étant trivial, on prouvera (<). Pour chaque 0 <
<v<ketxeh”(R) il existe un inverse locale ¢, , de 2" et un voisinage
U, , de x« tels que ¢, . (U, ,)cR Posons x,:=p, x,.;:=
=hEr oy () et By =k Vog, . pour 0 < v < k. Alors

k

F,(v,)=2,,1, F,(U, ,,)CU,_y ., et (_)OFV(‘ukyp)CR. On conclut en
posant, selon la notation de la définition 5, V, :== U;_, ,. W
DerinNiTION 8. Un domaine de Riemann-Fatou-Bieberbach au-

dessus d'un ouvert Qc CN est un domaine de Riemann (R, ) au-des-
sus de Q, tel que R est biholomorphe a CV.
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THEOREME 9. Soit h un endomorphisme de CN avec un point fixe
répulsif régulier en 0, R un voisinage de régularité de 0, 2 le bassin po-
tentiel d’attraction de 0 powr la dynamique de F := [h | r17L Alors il exi-
ste un domaine de Riemann-Fatou-Bieberbach M au-dessus de .

DEMONSTRATION. Rappelons que F°"(R) ca™R pour 0 < a <1 conve-
nable. Grace au théoréme de Poincaré-Dulac, on prouve, comme dans la
démonstration du théoreme de 'appendice de [RR], qu’il existe un auto-
morphisme polynomial triangulaire G (avec G(0) =0 et G, |, = F.(0))
de CV et une application polynomiale 7' : CN¥ —C¥, avee T=0, T, |, = id
tels que la suite d’applications holomorphes {(G % o To F°¥)},._\ conver-
ge uniformément sur les compacts de R, pour k— oo, vers une applica-
tion holomorphe W¥,: R— CV, satisfaisant

(1) lI’o(O)ZO, (lllo)*:id et G77lOlIl(): lI’ohn.
Considérons le prolongement analytique maximal (M, z, j, ¥) de W,.

LEMME 10. Si 1, 22 M et Y(x;) = Y(xy), on a a(x;) = w(xs).

DEMONSTRATION. Comme 5(x;), 7(x,) € 22, il existe des voisinages
U; de 7(x;), des points {xy }e—o . n (avee xy = 7(x;), 1 =1, 2) et des élé-
ments d’applications holomorphes (W, fi.), 1 =1, 2, chacun desquels
prolongement analytique de F, tels que wxy e Wy, fiu(vy) =x; 1.1 et

N
lC_JOfu(WiO) cR, (t=1, 2) En outre, on peut supposer, sans perte de gé-

néralité, que j admet des prolongements analytiques j; sur tous les Wy,
de facon telle que {7 (W)} (i=1,2) soient deux chaines d’ouverts en M
connectant respectivement j(0) avec x; et j(0) avec x,. On peut aussi sup-
poser que, pour k assez grand, W, =R et j;. =J, i=1, 2.

3

Posons F, = lc_)ofil, i=1,2;0n a Yojy oFyom=G"oW, done
@) Vi By (oey) = G"W(w) = G*W(xy) = Vo Fap 0(20s).

On peut supposer, sans perte de généralité, que j soit inversible dans
R et ¥ injective dans j(R). On a alors que (2) entraine, pour k=N
Jin o Fin om(2y) =jon o Foy om(); en appliquant 2°N oz on obtient
a(xy) = a(xy). ™

LEMME 11. On a: (i) 2 = a(M); (i) 7 est un revétement topologique
et (iii) v est un revétement topologique.
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DEMONSTRATION. (i): griace au lemme 7, Q=k01[h°k(R)]. Comme

Rch(R) on a () = Q. Prouvons d’abord que Qca(M). Si pe 2, il exi-
ste, encore grice au lemme 7, ne N et un prolongement analytique
(V, F,) de (R, F'"*) a un voisinage V de p, tel que F,(V)cR.

Cela entraine que la suite d’applications holomorphes

(3) {(GikOToFOkiﬂ)an}keN

(ou T est 'application polynomiale de CV introduite avant 'équation (1))
converge (par rapport a k) uniformément sur les compacts de V vers une
application holomorphe W,, qui est visiblement un prolongement ana-
lytique de ¥, car F, est un prolongement analytique de F'™. Ainsi
p e t(M).

Soit p e 7(M): il existe un prolongement analytique (U, ¥,) de ¥, a
un voisinage U, de p.

On peut supposer ¥, inversible sur un ouvert U c R: en soit (V, ¥;1)
l'inverse. On peut toujours supposer Vc R. Comme

(4) WaloGnolIIOZFn
sur R pour tout » et, par le lemme 1 de I'appendice de [RR], klim G*=0

uniformément sur les compacts de CV, on voit que, pour chaque compact
R c U, et n assez grand, G" ¥ ,(X) c R. On peut done prolonger le mem-
bre gauche de (4) sur U,, en gagnant I'élément ¥;'oG" o ¥,. Par con-
séquent, F'" aussi peut étre prolongé sur U, & un élément (U,, F,) et
F,(p) eR. Ainsi pe h™(R) et, grace au lemme 7, pe Q.

(ii): prouvons que i jouit de la propriété du relevement des courbes.
Soit y : I—>a(M) un chemin et x ex 1(y(0)). Par construction de M il
existe un chemin 3 : I—nm(M) tel que (0) =0, (1) = y(0) admettant
un relévement 3: I—M tel que B(0) =34(0) et B(1) = x. Soit I':= = y:

comme 7(M) = @ par (), 2= N [F*R)] et k*(R)c1* "' (R), ona )

ch™(R) pour N assez grand.

Or 1" est un revétement, done (R, V) admet un prolongement ana-
Iytique le long de I' jusqu’a un élément (V, F,,) dans un voisinage de
y(1) = (1),

On peut définir un prolongement analytique de ¥, le long de I" a I'ai-
de de (3).

Cela entraine que I' admet un relévement I': —M tel que 1(0) =
=7(0) et 1(1/2) = x. Posons y(t) = T((t +1)/2): on voit que y(0) =x et
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7wy =y, donc y admet un relévement respectivement a = commengant a
x, c’est-a-dire & est un revétement topologique.

(iii): notons que la définition de W, par (3) entraine que cette applica-
tion est une limite de biholomorphismes locaux, done soit ¥, est dégéné-
rée au voisinage de p, soit elle y est biholomorphe. Le premier cas ne
peut pas se présenter, car sinon, par prolongement analytique, méme ¥,
serait dégénérée, ce qui contredit (1).

En outre, au voisinage de 0 on a

®) Wil = lim h* oS0 GF,

ol S dénote l'inverse local de T' au voisinage de 0. cette définition-la peut
étre prolongée & une application holomorphe @ sur CV, car hm Gr=
uniformement sur les compacts de CV.

Or, au voisinage de chaque point p e C¥, la suite (5) est une suite de
biholomorphismes locaux, car les {#*} le sont sur R, donc soit @ est dé-
générée au voisinage de p soit p n’est pas un point critique pour @. Le
premier cas ne peut pas se preésenter, car sinon @ serait dégénérée sur
CN, ce qui contredit @ ,(0) = W, (0) ! =id Grace au lemme 3 et a (ii),
eoCN) =0

Montrons que ¥ jouit de la propriété du relevement des courbes. Soit
y: I—CY un chemin et yey (y(0)): grace au lemme 10, ye
e 1(O(y(0))). Puisque x est, par (jii), un revétement, il existe un reléve-
ment y: [ —M de @y commencant & y; comme on a aussi ¥y =y, on voit
que y est un relevement de y par respectivement & ¥, commencant a y,
cest a dire ¥ est un revétement topologique. ™=

Fin de la démonstration du théoreme 9: montrons que ¥ est surjec-
tive: on peut recouvrir M par un ensemble dénombrable d’ouverts {7V}
tels que 7|, est inversible; posons U; := (V). Grace au lemme 11 (i) et
au fait que h(Q) = 2, pour tout n et tout I on aura aussi h"(U;)C

/1 Lr(]l )‘ui, pour un certain ensemble d’indices L(l, n).

€ , N =]

Par construction (M) = 101 v,(U,;), ou chacun des (U;, ¥;) est un
prolongement analytique de ¥,, et donc G ™" ¥(M) = 101G YL (U

Par prolongement analytique de (1), on a, pour chaque I, n,
GT"Y,(U) = i Lr(]l )‘I’A h(U;) c P(M); en considérant la réunion sur [,

on obtient G ™" 'I/(M ) C ¥(M); mais alors, griace au théoreme de Poinca-
ré-Dulac CN = ﬂ G "YP(M)cW(M), donc (M) =
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Finalement, grace au lemme 11 (ii), ¥ est un revétement topologique,
done, grace 3 la connexité simple de CV, il s’agit d’une application
biholomorphe. =

4. Exemples.

Soit § :=C?% ,,)\{0} x C: construissons une application holomorphe
propre h : C2— § avec un point fixe répulsif et Jh = 0 sur §. Pour ce faire
on pourra partir de lapplication biholomorphe sur CZ?, prenant valeurs
en &, de [RR], p. 76 ou 77, que nous allons appeler G. Soit G(1, 1) =
= (a, b)(e &); or, pour «, B convenables I'application H définie en po-
sant

H(iz,w) =Glaz—aa+1,py—pb+1)

a un point fixe répulsif en p:= (a, b). Enfin, on pourra considerer & :=
:=H(a'""z", w), qui jouit évidemment des propriétés énoncées au de-
but du paragraphe.

Or, pour chaque voisinage V de p en § et pour chaque entier positif k&,
on a h*(V)c § par construction. Par ailleurs, 1" | est un biholomorphi-
sme local propre, et donc un revétement topologique. Ainsi le point fixe p
est régulier. Donc la construction du théoréme nous donne un domaine
de Riemann M biholomorphe & CV qui recouvre le bassin potentiel d’at-
traction de p par respect a un inverse local de /. Par construction, ce bas-
sin est contenu en &, et donc il est un sousensemble propre de CZ.
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