
RENDICONTI
del

SEMINARIO MATEMATICO
della

UNIVERSITÀ DI PADOVA

BERNHARD FREY

OTTO MUTZBAUER
Regulierende Untergruppen und der Regulator
fast vollständig zerlegbarer Gruppen
Rendiconti del Seminario Matematico della Università di Padova,
tome 88 (1992), p. 1-23
<http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1992__88__1_0>

© Rendiconti del Seminario Matematico della Università di Padova, 1992, tous
droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Rendiconti del Seminario Matematico
della Università di Padova » (http://rendiconti.math.unipd.it/) implique l’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1992__88__1_0
http://rendiconti.math.unipd.it/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Regulierende Untergruppen und der Regulator
fast vollständig zerlegbarer Gruppen.

BERNHARD FREY - OTTO MUTZBAUER (*)

1. Einleitung.

Eine fast vollständig zerlegbare Gruppe G ist eine torsionsfreie
abelsche Gruppe endlichen Ranges, die eine vollständig zerlegbare
Untergruppe von endlichem Index enthält. Die (endlich vielen) voll-

ständig zerlegbaren Untergruppen von minimalem Index heißen regu-
lierende Untergruppen. Der Durchschnitt aller regulierenden Unter-
gruppen, der sogenannte Regulator ist nach Burkhardt [Bu] ebenfalls
eine vollständig zerlegbare Untergruppe (von endlichem Index) und
der Isomorphietyp der Faktorgruppe nach dem Regulator ist eine In-
variante der Gruppe.

In der Arbeit [KM] wurde 1984 eine Klassifikation fast vollständig
zerlegbarer Gruppen vorgenommen und als endliches Problem er-

kannt, sofern Gruppen von gleichem Quasüsomorphietyp und mit iso-
morphen Regulatorquotienten verglichen werden. Dort wurden eine
Reihe expliziter Probleme benannt, von denen hier einige aufgegriffen
werden. Es werden regulierende Untergruppen charakterisiert und ei-
ne Methode vorgestellt, aus einer beliebigen vollständig zerlegbaren
Untergruppe von endlichem Index, eine regulierende Untergruppe zu
bestimmen. Daraus erhält man dann alle regulierenden Untergruppen
und den Regulator. Anschließend wird in gewissen Spezialfällen die
Anzahl der regulierenden Untergruppen bestimmt.

Bezeichnungen und Notationen sind Fuchs [Fu] entnommen. Mit
A(z) : = rl und A " (,7): = o- &#x3E; rj). werden wie üb-
lich die Typenuntergruppen von A für den Typ r bezeichnet.

Für eine fast vollständig zerlegbare Gruppe G sei i(G) der Index ei-
ner regulierenden Untergruppe von G und T(G) : _ 1,r 1 G # (z)~

(*) Indirizzo degli AA.: Mathematisches Institut, Universität Würzburg,
Am Hubland, 8700 Würzburg, Deutschland.
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die Zerlegungstypenmenge von G. Weiter bezeichne Wz einen maxima-
len T-homogenen direkten Summanden einer vollständig zerlegbaren
Gruppe W.

Ist W = ® WT eine regulierende Untergruppe der fast vollstän-
T e T(G)

dig zerlegbaren Gruppe G, dann gilt die Butlergleichung G(z) = Wz ®
0 G ~ (z) für alle z E T(G), vgl. [La]. Weiter sei reg G die Menge der regu-
lierenden Untergruppen von G.

2. Standardisierte Elemente.

Eine Teilmenge ... , einer vollständig zerlegbaren Gruppe
n

U heißt Zerlegungsbasis von U, wenn U = gilt. Erfüllt eine

Zerlegungsbasis für die natürliche Zahl m die Bedingung

hp (xi ) für alle i, und alle Primzahlen p mit p m ,

so spricht man von einer m-Basis von U. Eine m-Basis, die zusätz-
lich

erfüllt, heißt m-Koehler-Basis von U. Ist 1B eine m-Koehler-Basis, so
gilt X(xj) für alle i, j mit und B ist auch eine kT-Koeh-
ler-Basis für m und r E N. Jede vollständig zerlegbare Gruppe besitzt
m-Koehler-Basen [Ko]. Im folgenden wird eine vollständig zerlegbare
Gruppe U meist in der Form mit m-(Koehler-)Basis

... , und 1 E Si c Q angegeben, wobei XSi (1) = Zu (xi), also Si xi =
= ~u gilt. Für eine torsionsfreie abelsche Gruppe U und ein g be-
zeichne U) die Ordnung von g bezüglich U. Liegt U
fest, so spricht man kurz von der Faktorordnung w(g) von g. Sei U eine
vollständig zerlegbare Gruppe mit Zerlegungsbasis B = {x1, ... , xn}.
Dann heißt g E QU standardisiert bezüglich 83, oder kürzer 
disiert, wenn in der Darstellung

für alle j gilt: aj e Z und 0 ~ aj  

_ 

Ein 1B-standardisiertes Element 9 e das in der Nebenklasse

liegt, heißt 83-standardisiertes Urbild von h. Das
eindeutig bestimmte B-standardisierte Urbild der Nebenklasse 0 + U
ist 0.
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LEMMA 2.1. Sei U eine vollständig zerlegbare Gruppe mit einer
m-Basis 83. Dann hat jedes ein eindeutig be-
stimmtes B-standardisiertes Urbild h mit h = h + U.

n

BEWEIS. Existenz: Sei ~3 = ... , und U = (DSix. Sei ho
_ 

j=l i n 
i

ein beliebiges Urbild von h und ca := wu(ho), so ist who = ,L ajxj E U,
i

wobei aj E Sj. Sei al = blc in gekürzter Form mit b, c e Z. Dann exi-
stiert eine natürliche Zahl v, so daß für gilt
ggT (d, wjd) = 1. Nach dem Satz von Bezout existieren r, s E Z mit
rcd + sw = d. Damit ergibt sich da, = rcdal + swa1 und man erhält

Da jeder Primteiler p von d auch ein Teiler von c ist, folgt für p 1 d
wegen 1 /c E daß hp (x1) &#x3E; 0. Weiter gilt d |w und w d.h. diese p-
Höhen sind 00, da B eine m-Basis ist. Damit ergibt sich = Sl , also
(s/d) al Xl E U und läßt sich modulo U durch (rc/w) al Xl =

/ n B
= (rb/w) Xl ersetzen. Setze hl = + I aj xj , dann ist c~ =

B j = 2 /
= Weiter gilt hl + U = ho + U und to(h1) hl hat bei x1 den ganzzahli-
gen Koeffizienten rb. Analog konstruiert man für j = 2, ..., n die Ele-
mente hj , so daß schließlich when nur noch ganzzahlige Koeffizienten fj
hat und c~ = gilt. Sei wj : _ ~ 1 Sj IcuSj 1 für j = 1, ..., n. Wähle nun
uEUmit

so daß 0 ~ , f + Wj Uj  wj gilt. Die Existenz solcher uj folgt aus der Divi-
sion mit Rest in Z. Dann ist h = hn + u standardisiert bezüglich 1B und
es gilt h + U = hn + U = ho + U.

Eindeutigkeit: Seien hl , h2 standardisierte Urbilder von h, so gilt
hl = h2 + u für ein u e U und ca : = to(h1) = Da wh2, U E U, ha-
ben diese Elemente bezüglich der m-Basis B eindeutig bestimmte Dar-

n n

stellungen und u = 1 UjXj. Wegen = wh2 + wu
gilt 1 = 1 1 = 1

also al,j a2,j + wuj, wobei die aj,j ganzzahlig sind, d.h. auch couj ist
ganzzahlig. Nun ist w ein Vielfaches von wj, etwa W = rwj mit r E Z. Da
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Uj und 93 als m-Basis auch eine w-Basis ist, ist Wj relativ prim zum
Nenner von Also ist ruj E Z. Desweiteren gilt 0 ~  also 0 ~
5 1 al, j - a2, ~ ~ [ wuj [ = a2, j und damit
hl = h2.

Liegt keine n1-Basis vor, so gilt Lemma 2.1 nicht, wie folgendes
Beispiel zeigt: Sei q eine Primzahl, G = also zyklisch, und
U = qG = eine (vollständig zerlegbare) Untergruppe mit Zerle-
gungsbasis lxl. Dann hat kein 0 ~ h + U E G/U ein standardisiertes
Urbild in G. Ist nämlich h = E G B U standardisiert bezüg-
lich fxl, so gilt nach Definition a E Z und nach Konstruktion = q.
Andererseits gilt aber h = = (a/q) x E U, da (a/q) E ( 1 /q) Z, was
im Widerspruch zur Wahl von h steht.

Jedes g E G hat nun, bezüglich einer m-Basis 83, eine eindeutige
Darstellung g = h + u, wobei h das 1B-standardisierte Urbild der Rest-
klasse g + U ist, und u E U. Ist die Darstellung gl = hl + ul und g2 =
= h2 + u2 , sowie n E Z gegeben, so ist in aller Regel hl + h2 bzw. nhl
nicht das 93-standardisierte Urbild von (91 + g2) + U bzw. ngl + U.

Sei U eine vollständig zerlegbare Gruppe und ~3 = {x1, ... , eine

Zerlegungsbasis von U. Für ein g E m -1 U mit der Darstellung
n

w(g) g = 1 a2 xi bezüglich 93 bezeichne 0 1den M-Trä-
i = 1

ger von g. Desweiteren heißt ai die i-te 83-Koordinate von g und 
der i-te 93-Koeffizient von g. Liegt ~3 fest, so spricht man kürzer vom
Träger I(g) und der i-ten Koordinate bzw. dem i-ten Koeffizien-
ten.

LEMMA 2.2. Sei U eine vollständig zerlegbare Gruppe und ~3 =

- ~x1, ... , eine m-Basis von U. Ist h E m -’ U ein 93-standardisiertes
Element, dann hat h den kleinsten Träger in der Nebenklasse h + U.
Ist g = h + u mit u E U, so gilt I(g) = I(h) U I(u).

Desweiteren gilt t(g) = t(h) 1B t(u), das bedeutet t(h) ~ t(g) und
t(u) &#x3E; t(g). Insbesondere gibt es unter Typen der Elemente einer Ne-
benklasse einen eindeutig bestimmten größten Typ, der vom 93-stan-
dardisierten Urbild dieser Nebenklasse angenommen wird.

n n

BEWEIS. Sei U = ® S2 xi und sei g = h + u = ,5i +
i=1 i=1

mit 0  ai  |xi&#x3E;U*/wU(g)xi&#x3E;U*|, ai E Z und Ui E Si. Dann gilt+ mit I C Z&#x3E;* / U(g)B Z&#x3E;* !. ai e Z 2 e Z Dann gut
ai + ui = 0 =&#x3E; ai = 0 = ui , denn für 0 ;c ui ist ,Si ,
also enthält (JJu(g) einen zum Nenner von ui teilerfremden Faktor. Also
gilt I(g) = I(h) U I(u).
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Weiter gilt

Die Aussagen von Lemma 2.2 gelten im allgemeinen nur für die Typen,
nicht aber für die Charakteristiken, wie folgendes Beispiel zeigt:

Seien p, q zwei verschiedene ungerade Primzahlen. Sei U =

ED Zy, dann ist eine pq-Koehler-Basis von U. Das Element
h : = (x + 2y)/pq E (pq) -I U ist standardisiert bezüglich ~x, yl und
2 -1 h ~ Für u = xlpr= U gilt ebenfalls 2’~ % Aber

(pq)-l U gilt 2-1 g = 2 -1 (((q + 1) x + 2y)/pq) E (pq) 1 U,
da 2 ~ q + 1, also x(h) ~ X(u). In diesem speziellen Fall gilt sogar
x(h)  x( g).

Die folgenden einfachen Sachverhalte werden häufiger verwen-
det.

BEMERKUNG 2.3. Sei G eine torsionsfreie abelsche Gruppe und U
eine Untergruppe vom endlichen Index m. Die Charakteristiken eines
Elements u E U in G bzw. U sind sowieso äquivalent und unterscheiden
sich nur für Primteiler von m.

Ist G insbesondere fast vollständig zerlegbar, U c G eine vollstän-
dig zerlegbare Untergruppe von endlichem Index mit m-Koehler-Basis

... , xn }, so folgt für ein 93-standardisiertes Element h aus
t(h) ~ bereits XU (Xj). Ist nämlich h = 1 /mu (h) 1 so

i E I(h)

gilt XG (h) % XU (wu (h) h) _ A XU (ai xi ) % A XU (xi ) % xU (xi), da 93 ei-
ne m-Koehler-Basis ist. 

2 E I(h) i E I(h)

3. Regulierende Untergruppen.

Nun wird ein Verfahren vorgestellt, wie man aus einer beliebigen
vollständig zerlegbaren Untergruppen von endlichem Index eine regu-
lierende Untergruppe bestimmen kann. Desweiteren werden notwen-
dige und hinreichende Bedingungen für W E reg G an die bezüglich ei-
ner [G : W]-(Koehler)-Basis standardisierten Elemente aus G bewie-
sen.

LEMMA 3.1. Sei G eine fast vollständig zerlegbare Gruppe. Eine
vollständig zerlegbare Untergruppe U c G vom endlichen Index m ist
reguLierend, wenn für alle, bezüglich einer beliebigen m-Basis von U
standardisierten Elemente h E G mit t(h) E T(G) gilt h E G # (t(h)).
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BEWEIS. Sei 93 eine m-Basis von U = EB Uz, so daß alle 83-stan-
-r E T(G)

dardisierten Elemente h E G mit t(h) E T(G) in G # (t(h)) liegen. Es ge-
nügt dann für jeden Typ z e T(G) die Butlergleichung G(z) = U-r 0

zu zeigen, d.h. hier Uz EB G # (~).
Sei g = h + u E G(z) mit u E U und dem 2-standardisierten Urbild h

von g + U, so gilt nach Lemma 2.2 t(h) ~ T, t(u) ~ r, also muß h E UT (B
E9 G * (r) gezeigt werden. Ist t(h) = z, so gilt nach Voraussetzung h E
E G # (z), falls t(h) &#x3E; z, gilt sowieso h E G(t(h)) c G # (z).

Es genügt nicht, wenn die Bedingung h E G # (t(h)) aus Lemma 3.1
für die 83-standardisierten Urbilder eines Erzeugendensystems

... , hn } von G/U erfült ist, wie folgendes Beispiel zeigt:
Sei G = (U, (zi + X2)/P, (X3 + (p -1)x2)/p), und x2 , x3 ~ eine

p-Koehler-Basis von X2 x3 mit rationalen Gruppen
so daß = 0 und &#x3E; t(x3 ), Dann gilt

zwar

Sei

dann ist das B-standardisierte Urbild h = (Xl + der Nebenklasse
h’ + U, und h widerspricht der Bedingung h E G # (t(h)) = G # (t(x3)).
Die Untergruppe U ist nach Lady auch nicht regulierend, da [G : U] =
= p 2 aber i(G) = p. Eine regulierende Untergruppe wäre hier U’: =
= S, Xl womit dann gilt G = (U’,(XI + X2)/P) und
[G: U’] = p.

Der angekündigte Algorithmus ist im folgenden Lemma 3.2 gege-
ben.

LEMMA 3.2. Sei eine fast vollständig zerlegbare Gruppe G und ei-
ne vollständig zerlegbare Untergruppe von endlichem Index U =

n

= (D Sj xj mit [/3= 1X1, gegeben. Wider-
j=l n

spricht ein B-standardisiertes Element h = L ai xi der Trä-
gerdebingung i = I
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in der i-ten Koordinate, so ist V: = Si h EB (DSj Xj eine vollständig zer-
legbare Untergruppe von G mit [G : VJ  [G : U].

Ist außerdem wu(h) teilerfremd zur i-ten Koordinate ai , so existiert
ein B-standardisiertes Element h’ mit V ’ = Si h’(D ® U.

BEWEIS. O.B.d.A. widerspreche h für i = 1 der Bedingung (1).
Für den Fall, daß ggT (wu(h), al) = 1 ist, kann o.B.d.A. al = 1

angenommen werden. Falls 1 gibt es nach dem Satz von Bezout
v, w E Z mit val + wwu (h) = 1. Dann hat das standardisierte Urbild h’
von g + U mit g : = vh + die erste Koordinate 1. Wegen
ggT (v, = 1 gilt (h’ + 0 = (,g + 0 = (h + 0. Wegen t(h’) =
= t(h) = t(xl) widerspricht auch h’ der Bedingung (1), d.h. es kann mit h’
an Stelle von h gearbeitet werden.

Da 83 eine [G : U]-Koehler-Basis ist, und t(h) = t(xl) gilt, folgt nach
n

Bemerkung 2.3 XG (h) ~ XU (Xl) = fl (1). Also gilt V : _ ,S1 h (9 ®_ sj x c
C_ G. J=2 2 

i -

Nun gilt 1 al, da al Xl E V, d.h. falls al = 1 gilt U c V. Sei W =
n

_ ,Sl cw (xl ) Xl EB ® U n V, dann hat G/W die homomorphen Bilder
j=2

G/ U und G/V mit den Kernen U/W und V/Wo Wegen 1 UIWI
= WV(XI) al und al  wu(h) = Wun v (h) ~ V/W ~ 1 ergibt sich
[G : U] &#x3E; [G : I/l..

Da nicht jede vollständig zerlegbare Untergruppe U c G in einer re-
gulierenden Untergruppe von G enthalten ist, gilt i.a. nicht U.

BEMERKUNG 3.3. Sei G eine fast vollständig zerlegbare Gruppe,
und U eine vollständig zerlegbare Untergruppe von endlichem Index
mit [G : U]-Koehler-Basis 93, dann ist die Trägerbedingung äquivalent
zu der Bedingung, daß jedes 93-standardisierte Element h in G # (t(h))
liegt.

SATZ 3.4. Sei G eine fast vollständig zerlegbare Gruppe und
W c G eine vollständig zerlegbare Untergruppe vom endlichen Index
m. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) Die Untergruppe W ist regulierend.
(ü) Für jede m-Koehler-Basis 93 von W genügen alle 83-standar-

disierten Elemente h der Trägerbedingung (Bedingung (1)) und liegen
in G # (t(h)).

(iü) Es gibt eine m-Basis B von W, so daß alle B-standardisier-
ten Elemente h E G mit r = t(h) E T(G) in G # (z) liegen.
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(iv) G H G/W der kanonische Epimorphismus, dann gilt
für alle 2 E T(G) die Gleichung 9’(G(T») = (,r».

BEWEIS. (i) impliziert (ü) nach Lemma 3.2, der Minimalität von
i(G) und Bemerkung 3.3. Ebenso folgt (iv) aus (i) durch Anwendung
von auf die Butlergleichung. Aus (ü) folgt sofort (iii), und (iü) impli-
ziert (i) nach Lemma 3.1. Es bleibt zu zeigen, daß (iii) aus (iv) folgt. Sei
h ein bezüglich einer m-Basis von W standardisiertes Element mit
t(h)=TET(G). Wegen ~(h) E ~(G(z)) _ ~(G # (z)), findet sich in h + W
ein Nach Lemma 2.2 gilt I(h) c I(g), also folgt h E

E G#(r).

Die bisher gezeigten Sätze dieses Abschnittes ergeben einen Algo-
rithmus, wie man aus einer beliebigen vollständig zerlegbaren Unter-
gruppe U, die endlichen Index m in G hat, eine regulierende Unter-
gruppe W c G bestimmen kann, indem man das Verfahren aus dem Be-
weis von Lemma 3.2 iterativ anwendet.

Sei m/i(G) = p1... Pk eine Zerlegung in Primzahlen, dann sind höch-
stens k Iterationen notwending und es gilt k 5 log2 (m). Bei jeder Itera-
tion muß für höchstens m standardisierte Elemente die Trägerbedin-
gung getestet werden, und eine Koordinate bezüglich der neuen Basis
neu berechnet werden. Insgesamt benötigt der Algorithmus also höch-
stens 2km E Schritte.

BEMERKUNG 3.5. Sei G eine fast vollständig zerlegbare Gruppe
und sei W E reg G mit i(G)-(Koehler-)Basis 2x" ... , 
Aus der Butlergleichung folgt dann XG (xi) = XW (Xi) = si (1).

Ist V E reg G eine weitere regulierende Untergruppe, so besitzt V

eine n i(G)-(Koehler-)Basis tY1, Yn 1 mit (1), also V =

da W = V.
z=1 l

LEMMA 3.6. Seien eine fast vollständig zerlegbare Gruppe G und
W = flä Si xi E reg G mit ... , gegeben. Seien

hi E G # (t(xi)) mit XG (hi) % xG (xi), dann ist auch

eine regulierende Untergruppe von G, und + h1, ... , Xn + ist ei-
ne i(G)-Koehler-Basis von W’. Weiter sind W und W’ genau dann
gleich, wenn alle hi in W liegen.
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BEWEIS. Wir konstruieren induktiv für j = 0, ..., n regulierende

Untergruppen
W,~=W’.

d.h. Wo = W und

Angenommen für ein n ~ j &#x3E; 0 sei bereits E reg G gezeigt.
Sei T = t(Xj) und yi = xi + hi für i  j bzw. yi = xi für i &#x3E; j. Da nach
Induktionsannahme ist, gilt mit H =
= ( 0 G # (r). Nun ist hj E G # (r) c H und =

= (xj) = nach Bemerkung 3.5. Also gilt G(1") = xj&#x3E;G* Q3 H und
nach [Me, Lemma 2.2a] folgt = x~ + + 

= xG (zj) = xG (zj) folgt G(T) = Sj (zj + hj) fl3 H. Für T ;c 0- E T(G)
unterscheiden sich die maximalen o-homogenen direkten Summanden
von 1 und Eg nicht, und es gilt G(,7) = G * (~) C EB Si yi , d.h. 

= a

E reg G. + hi ) = = + h1, ... , xn + h"
eine i(G)-Koehler-B asis von W’.

Sei W = W’ , dann folgt hi = (xi + E W = 1, ... , n. Gelte
nun andererseits hi e W für i = 1, ..., n. Aus XG (Xi) = XW (Xi)
nach Bemerkung 3.5 folgt xG (xi + hi) &#x3E; XG (xi). Nach Bemerkung 2.3
folgt dann xW (xi + hi ) &#x3E; und damit + W, also W’ c W.
Da W’ E reg G, also [G : W’ ] = i(G) _ [G : W ] folgt W = W’.

SATZ 3.7. Sei G eine fast vollständig zerlegbare Gruppe und
W E reg G, dann läßt sich jedes W’cz reg G aus W gemäß Gleichung (2)
konstruieren.

n

BEWEIS. Sei mit i(G)-Koehler-Basis 1X1, xn},
dann gibt es nach Bemerkung n3.5 eine i(G)-Koehler-Basis B =

... , von W’ mit W’ - Seien nun hl , ... , hn die 93-

standardisierten Urbilder der Nebenklassen - x1 + W’, ... , - xn + W’.
Nach Lemma 2.2 gilt t(hi ) ~ t(xi ) = Desweiteren erfüllen die hi
nach Satz 3.4 die Trägerbedingung, liegen also in G # (t(xi)). Nach Be-
merkung 2.3 gilt = xW (xi). Also ist die gemäß (2) kon-

n

struierte Gruppe V: _ ® Sj (zj + h2) E reg G mit i(G)-Koehler-Basis

... , zn + hn} nach Lemma 3.6.
Nun gilt nach Konstruktion hi = - xi + wi mit wi E W’, also xi + hi E

e W’ . Desweiteren gilt xw’ (Yi) = = xv (xi + hi ) = xG (xi + hi ) nach
Bemerkung 3.5. Aus xG (xi + hi ) % Z" folgt nach Bemerkung 2.3
dann XW’ (Xi + h2 ) ; = d.h. S2 (xi + hi ) e W ’, also V c W’ .
Da [G : V] = i (G) _ [G : W’ ] folgt V = W’ .



10

4. Anzahl der regulierenden Untergruppen.

LEMMA 4.1. Sei G eine fast vollständig zerlegbare Gruppe. Seien
W, V zwei regulierende Untergruppen und 83 = {Xl’ ..., eine i(G)-
Koehler-Basis von W. Für eine i(G)-Koehler-Basis {Xl +
+ gl , ... , Xn + von V, die aus 2 gemäß Gleichung (2) konstruiert
wird, gilt für alle a E G die Gleichung J~ (a) : = t(xi) minimal bezüg-
lich i E Im (a)1 = J, (a): = t(xi) minimal bezüglich i E I, (a)1. Weiter
ist für i E (a) der i-te 93-Koeffizient von a gleich dem i-ten tl-Koeffizi-
enten von a.

n n

BEWEIS. Sei W = flä Sj xi , V = flä Si (xi + gi) und a E G beliebig.
Wir zeigen zuerest, daß für i E IB (a) ein j E Ia (a) existiert mit 
~ t(xi). Sei

mit ak , bk E S . Ist i E Im (a), dann muß i e Im (x~ + für mindestens ein

j E Ia (a) gelten. Das bedeutet, entweder ist sowieso i = j, oder i e

Da gj E folgt &#x3E; und damit die Zwischebe-

hauptung.
Da sich umgekehrt auch 93 aus cr gemäß Gleichung (2) konstruieren

läßt, folgt aus Symmetriegründen, daß zu jedem j E Ia (a) ein i E (a)
existiert mit t(xj). Damit ergibt sich die Gleichheit von Ja (a) und
J m (a).

Sei i e (a), dann gilt wegen gj E G # und der Minimalität von
daß für alle j gilt. Koeffizientenvergleich und Symme-

trie liefern die letzte Behauptung des Lemmas. Z

LEMMA 4.2. Sei G eine fast vollständig zerlegbare Gruppe. Seien
W, V zwei regulierenden Untergruppen und 83 eine 
von W. Dann hat ein 93-standardisiertes Element h den größten Typ in
der Nebenklasse h + V.

Weiter is 0 das einzige 93-standardisierte Element in G, das in einer
regulierenden Untergruppe liegt.

n

BEWEIS Sei 93 = ... , W = dann läßt sich V nach

Satz 3.7 gemäß Gleichung (2) als V = 1, $ = Si (xi + gi) mit der i(G)-Koeh-
ler-Basis ... , zn + gn} darstellen.

Sei g das a-standardisierte Urbild der Nebenklasse h + V, dann gilt
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für ein v E V

mit di , ci E Nach Lemma 4.1 gilt J : = Jm(v) = Wegen h - g =
= v folgt (h)B J = Js (g)B J. Ebenso gilt Js (h) fl J = 12 (g) f1 J. Gäbe
es nämlich ein j E (h) fl (g), so wäre dj /ww (h) gleich dem j-
ten 2-Koeffizienten von v, welcher, da insbesondere j E J ist, nach
Lemma 4.1 gleich dem j-ten a-Koeff°lzienten von v, also gleich cj 
wäre. Aber E Sj steht im Widerspruch zu Lemma 2.2. Analog
zeigt man, daß es kein i E (J m (g) f1 J)/J m (h) gibt.

Insgesamt ist also = J2 (g) gezeigt. Weither gilt t(h) _
= A e = t(g) und g hat nach Lemma 2.2 maximalen Typ
in der Nebenklasse 9 + V = h + V. Ist insbesondere h e V, so gilt g = 0
und J2 (h) = ( g) _ 0, woraus h = 0 folgt.

Sei G eine fast vollständig zerlegbare Gruppe und 1B eine i(G)-Koeh-
ler-Basis einer regulierenden Untergruppe W E reg G. Dann heißt 1B

faktortreue, wenn in jeder Nebenklasse einer jeden regulierenden Un-
tergruppe von G genau ein 1B-standardisiertes Element liegt.

Die Gruppe G heißt vollständig faktortreu, wenn jede i(G)-Koehler-
Basis einer jeden regulierenden Untergruppe von G faktortreu ist.

BEMERKUNGEN. 1 ) Wegen [G : V] = i(G) = [G : W] gibt es nach
Lemma 2.1 genausoviele Nebenklassen von V in G wie es 1B-standardi-
sierte Elemente in G gibt. Also ist die i(G)-Koehler-Basis 93 einer regu-
lierenden Untergruppe W genau dann faktortreu, wenn in keiner Ne-
benklasse einer (anderen) regulierenden Untergruppe V zwei ~-stan-
dardisierte Element liegen.

Gibt es nur eine einzige regulierende Untergruppe W in G, so ist je-
de i(G)-Koehler-Basis 1B von W faktortreu, d.h. G ist dann vollständig
faktortreu.

Für eine Charakterisierung der fast vollständig zerlegbaren Grup-
pen, die nur eine regulierende Untergruppe besitzen siehe Satz
5.1.

2) Nicht jede i(G)-Koehler-Basis einer regulierenden Untergrup-
pe ist faktortreu, wie das Beispiel in Bemerkung 4.9 zeigt.

3) Sei G vollständig faktortreu und für i = 1, 2 seien Wi E reg G
mit i(G)-Koehler-Basen Bi und hi E G standardisiert bezüglich 93i. Dann
muß aus hl E h2 + W2 nicht unbedingt h2 E hl + WI folgen, wie folgen-
des Beispiel zeigt:


