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Anelli regolari separabilmente chiusi.

CARLO TOFFALORI (*)

SUMMARY - A definition of separably closed regular ring (in a model-
theoretic sense) is proposed in this paper. Consequently, we give a clas-
sification of complete theories of separably closed regular rings, and we
study connections between separably closed regular rings and differentially
closed regular rings.

1. Campi separabilmente chiusi.

Un campo A si dice separabilmente chiuso se è privo di amplia-
menti algebrici separabili propri.

Se A ha caratteristica 0, A è separabilmente chiuso se e solo se è
algebricamente chiuso. Non altrettanto accade se la caratteristica di A
è un primo p, in tal caso infatti A è separabilmente chiuso se e solo se,
per ogni polinomio irriducibile esiste g(x) E A[x] tale che
f (x) = Addirittura, si puô dedurre

per e E e A opportuni. Si ottiene comunque una definizione in-
trinseca di campo algebricamente chiuso. Supponiamo allora di con-
siderare campi di caratteristica fissata p # 0. Sia A un tale campo, e
poniamo Ap = ~ap: è sottocampo definibile di A, e si ha
A == Al’ se e solo se A è perfetto (e, in tal caso, ve A è separabilmente

(*) Indirizzo dell’A.: C. TOFFALORI: Istituto Matematico «U. Dini », Viale
Morgagni 67/A, 50134 Firenze.
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-chiuso,.A è anche algebricamente chiuso). In generale, comunque, si ha:

per n E N opportuno, oppure -

Siano poi Si dice che:

1) al, ..., an sono p-indipendenti su -4P se i prodotti ak,- ... ak-
(con = 1, ... , n) sono linearmente indipendenti su Ap;

2) al, ..., acn formano una p-base per A se sono p-indipenclenti
su Ap e, per ogni b E A, al, ..., an, b sono p-dipendenti su AP. _

Tali definizioni si possono agevolmente estendere a insiemi in-
finiti di elementi : si veda [4]. Si ha comunque:

(i) (A : = pn se e solo se A ammette una p-base di n elementi;

(ii) [A: = oo se e solo se, per ogni n e Ny esistono in A n
elementi p-indipendenti su Ap.

Si definicce allora l’invariante di Ersov di A, nel modo seguente:

TEOREMA 1.1 (Ergov, cfr. [3], [11]). Due campi separabilmente
ehiusi di caratteristica p aventi uguale invariante di Ersov sono ele-
mentarmente equivalenti.

Un linguaggio del 10 ordine adeguato a rappresentare le strutture
sopra considerate puô essere il seguente:

dove ciascun f n è un simbolo funzionale n-ario, ed ogni En è una costante
individuale, e, in particolare, in ogni campo A, per ogni 
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se al , ... , an sono p-indipendenti su A~ ,

altrimenti , y

e, per ogni n ~ 0,

altrimenti .

Possiamo assiomatizzare opportunamente in .L la classe dei campi di
caratteristica p, ad esempio aggiungendo agli assiomi di campo gli
enunciati degli schemi b), c) riportati nel successivo § 3; sia T~ la
L-teoria dei campi di caratteristica p, e sia la L-teoria dei campi
separabilmente chiusi di caratteristica p. Si noti:

LEMMA 1.2. Se A e B sono campi di caratteristica p, e, posto
allora .A hL B se e solo se -t(A) = 

DIMOSTRAZIONE. Sia = n, allora e’ = 1 e, se A hL B, segue
En = 1, cosi che i(B) = n. Se invece -r(A) = oo, per ogni n&#x3E;0 si ha

En = En = 0, cosi che -r(B) = oo. Viceversa è ovvio che, se A e

i(A) = -r(B), allora A hLB.

Il teorema di Ersov si pub allora provare sulla base del seguente :

LEMMA 1.3. (1.3.1) è model-completa;

(1.3.2) è il model-completamento di T~;

(1.3.3) Le estensioni complete di sono tutte e sole le teorie

con 0  n  oo, dove, se n  00,

mentre

Si confrontino [3], [11] per i dettagli.
Il proposito di questa nota è quello di esporre una classificazione

analoga a quella del teorema 1.1 per anelli regolari separabilmente
chiusi di caratteristica prima ~. La definizione che daremo di anello
regolare separabilmente chiuso, utilizzando concetti di teoria dei mo-
delli, è quella di struttura esistenzialmente chiusa per la L-teoria

degli anelli regolari. Una caratterizzazione algebrica di tali strut-
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ture l~ sarà comunque presentata nei paragrafi 2 e 3. Tale caratteriz-
zazione algebrica impone a .R condizioni meno semplici della primitiva
definizione algebrica di campo separabilmente chiuso. Si mostrerà tut-
tavia come tali condizioni derivino anche da motivazioni essenzial-
mente algebriche, ad esempio in corrispondenza alla definizione di

un concetto di p-dipendenza e di p-base per anelli regolari, o alla con-
nessione con gli anelli regolari differenzialmente chiusi di caratteristica p
(si ricordi che ogni campo differenzialmente chiuso di caratteristica p
è in particolare un campo separabilmente chiuso con invariante di
Ergov oo).

Si rimanda il lettore a [1] per ogni riferimento di teoria dei mo-
delli, a,[4] per l’algebra, a [7] per la topologia e l’algebra booleana.

2. Anelli regolari e p-indipendenza.

Sia .R un anello commutativo unitario regolare, cioè tale che in R è
definita un’operazione unaria -1 (quasi inverso) nel modo seguente:
per ogni a E R,

OSSERVAZIONE 2.1. Se car R = p, con p primo, e si indica con F9
il campo con p elementi, allora Fp è immergibile in R (nel linguaggio
(+, .,-,-~0,1)).

OSSERVAZIONE 2.2. Si ha (cfr. [6]) che R è isomorfô all’anello delle
sezioni globali 8) del fascio di campi di caratteristica

p 8 = P E Spec R) sullo spazio booleano Spec R (dotato della
topologia d.i Zariski, ossia di una base di intorni chiusi e aperti
della forma

con idempotente di R). Si noti a questo proposito che I (~) _ {e 
e2 = e~ è un’algebra di Boole rispetto ad operazioni opportunamente
definite (cfr. [7]), ed è isomorfa all’algebra duale di Spec R.

OSSERVAZIONE 2.3. Sia Evidentemente Rf’ è sot-
toanello regolare di inoltre si ha
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come è agevole dimostrare, poichè Finclusione c è ovvia, e l’altra D
si pub ottenere, ad esempio, utilizzando la proprietà della partizione
per spazi booleani ([6]).

DEFINIZIONE 2.4. Siano un anello regolare (di caratteristica p),
al, ... , an EjR. Diremo che:

(*) al,,,., an sono p-indipendenti su RP se, per ogni i = 1, ... , n,
per = e per ogni rk1...kn ER,

implica

(**) al, ... , an formano una p-base in .R se sono p-indipendenti e,
per ogni b E .R, al, ... , a~, b sono p-dipendenti su Rp.

Si noti che la precedente definizione estende i concetti di p-indi-
pendenza e di p-base per insiemi finiti in un campo.

LEMMA 2.5. Siano al, (con I~ anello regolare di caratte-
ristica p). Allora:

(2.5.1) al, ... , an sono p-indipendenti in .R se e solo se esiste

P E Spec R tale che a1 + P, ... , an + P sono p-indipendenti in 

(2.5.2) a1, ..., an son una p-base per .R se e solo se esiste,
P‘ E Spec .R tale che ai + P, ... , an + P formano una p-base in e

per ogni P c- Spec R, da al -f- P, ... , a~ --~- P è estraibile una p -base
per RIP.

DIMOSTRAZIONE. (2.5.1) Supponiamo che, per ogni P E Spec .I~,
al -~- P, ... , an --~- P siano p-dipendenti in cosi che esistono

tali che

Altrettanto vale in un opportuno intorno Ue di P, con e E I (.R). Grazie
alla proprietà della partizione degli spazi booleani si pub allora defi-
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nire tale che

cosi ehe, in particolare, ai, ... , a~ sono p-dipendenti in R su 
Viceversa, in 1~’, altrettanto vale in .R jP,

perciô ciascun elemento appartiene a .P, cosi che

in particolare, il prodotto è diverso da 0 in R.

(2.5.2) Supponiamo che ..., an formino una p-base per .R;
allora al,,,., an sono p-indipendenti, ed esiste P* E Spec .R tale che
a1-~-- .P*, ..., an -~- P* sono p-indipendenti in R/P*. Per ogni &#x26;ejRy
poi, al, ... , an, b sono p-dipendenti in I~, altrettanto sono dunque

P, ... , an + P, b + P in R/P per ogni .P E Spec se quindi
al + P, ... , an -~- P sono p-indipendenti, ad esempio se P = P*,
al -~- P, ..., an -~- .P formano una p-base; in ogni caso, un loro sotto-
insieme p-indipendente massimale è una p-base per R/P.

Viceversa, se valgono le ipotesi esposte, al, ... , an sono p-indipen-
denti in .R, e, per ogni bER, a1, ..., an, b sono p-dipendenti in R, quindi
ai, ... , an formano una p-base per R.

OssF,.nvAzioNE 2.6. Se al, ... , an sono p-indipendenti in .1~, esiste
.P e Spec .R tale che se al, ... , an formano una p-base in .R,
esiste P E Spec R tale che = n e, per ogni .P E Spec R,
t(R/P)  n.

_ 

CONMOESEMPIO 2.7. Siano ~C uno spazio numerabile discreto,
X = X la sua compattificazione di Alegandroff. Si ponga, per
ogni x E X,

con t1, t2 algebricamente indipendenti su F~ . Definendo in modo ovvio
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una topologia su si costruisce un fascio 8 = (Ra;: x E X ) di campi

di caratteristica p sullo spazio booleano X; segue che .R = F(x5 8)
è un anello regolare di caratteristica p, inoltre Spec R è «natural-
mente » omeomorfo a X. Inoltre, per ogni x E X, .Rx ha una p-base
finita, anzi 7:(R(e) = 1. Tuttavia, R non ammette alcuna p-base finita
poichè, per ogni l1 E R, cr(x) = per quasi ogui x E X, quindi 
è p-indipendente solo per un numero finito di x E X. Segue che, comun-
que si fissano n &#x3E; 1 e o~l, ... , O’nER, l’insieme degli x E X tali che da
dl(x), ... , un(ce) è estraibile una p-base per Rx è finito e diverso da X.
Si noti che, posto = t1 per ogni si ha: 0’ E R e l’insieme

degli x E X tali che è p-indipendente si riduce a ~oo~.

CONTROESEMPIO 2.8. Siano X, X come sopra, si ponga, per ogni
x E X,

con tl, t2 algebricamente indipendenti su Fp . Si definisce in modo ovvio
un fascio di campi di caratteristica p su 

R = r(X, 8) è un anello regolare di caratteristica p, inoltre = 2

s e x E X, mentre = 1, tuttavia, procedendo come sopra, si de-
duce che R non ammette alcuna p-base finita.

Si noti che, in questo caso, per ogni n ~ 1, e comunque si scelgano
... , un , l’insieme degli x e X tali che al(x), ... sono p-indipen-

denti in Rx è aperto e chiuso in X ; tuttavia (z E X : = 1} = ~oo~.

CONTROESEMPIO 2.9. Sia X uno spazio discreto di cardinalità ~1,
e sia X la sua compattificazione di Alegandroff. Si ponga, per ogni
x e X,

dove |S| = e S U ttl è algebricamente indipendente su F2). Si defi_-
nisce opportunamente un fascio di campi di caratteristica p su X
8 = (Rx: quindi R = 8) è un anello regolare di carat-
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teristica p. Si noti che, per ogni e N U 

è comunque aperto e chiuso; e, per ogni n &#x3E; 1, qualunque siano

(11’ ... , t1n ER, l’insieme degli x EX tali che ... , sono p-indi-
pendenti in Rx è anch’esso chiuso e aperto in .Rx. Sia comunque R’ ç .R
tale che, per ogni ce E X, da E è estraibile una p-base per .Rx, y
&#x3E;ed esiste x E X tale che E R’~ è una p-base per Poichè,
qualunque sia 0’ E R, u(oo) = per quasi ogni x E ~’, si deduce da
un lato che dall’altro che (assurdo).

1 controesempi 2.7 e 2.8 giustificano la seguente definizione.

DEFINIZIONE 2.10. Sia R un anello regolare di caratteristica p.
Si dice che:

1) R soddisfa (*) se, comunque si fissano n &#x3E; 1 ed al, ... , an 
l’insieme degli ideali .P E Spec .R tali che P, ... , an + P sono
p-indipendenti in è aperto e chiuso in Spec R (indichiamo con

... , an) il corrispondente idempotente);

2) .1~ soddisfa (**) se, per ogni n E 1®T, ~P e Spec I~: = n}
è un insieme aperto e chiuso (indichiamo con En il corrispondente
idempotente).

LEMMA 2.11. Se R è un anello regolare di caratteristica p soddisfa-
cente (*) e (**), R soddisfa anche:

(***) per ogni n &#x3E; 1 e comunque si fis sano l’in-

.sieme degli ideali P E Spec R per i quali P, ... , an + P formano
una p-base per è aperto e chiuso.

DIMOSTRAZIONE. Sia ..· , 
= 

..., an) · È facile pro-
vare che, se P E Spec R, allora P appartiene a se e solo se

.ai + .P, ... , an + P formano una p -base in 

Sia R un anello regolare di caratteristica p, verificante (*) e ( **) .
Si hanno tre casi possibili.

CASO A. è finito per ogni P E Spec R. Per (**) e la pro-
prietà della partizione degli spazi booleani, esistono:
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1) idempotenti di R non nulli, a due a due disgiunti

e tali che
~ à

2) interi positivi distinti

tali che, per ogni j = 1, ... , m, se P E U,,, = hj. Per la (*)
e ancora per la proprietà della partizione per spazi booleani, per ogni
j = 1, ... , m si possono definire

tali che, per ogni P E ail + P, ..., ajhj + P formano una p-base
per Supposto, come è lecito, sia, per ogni
j  m e per ogni h compreso tra e hm, aih un qualunque elemento
di .R (ad esempio, sia a,, = 0), e si definisca, per ogni i = 1, ..., hm,

È facile verificare che formano una p-base per R.

CASO B. Esiste P E Spec R tale che = 00 ma {P e Spec 1~:
= oo) è un insieme aperto e chiuso (dove, in particolare,

eo * 0). Corne sopra, per {**) esistono non nulli,

disgiunti tra loro e con tali che ed esistono ancora

hl, ... , h~, interi positivi distinti per cui, se j = 1, ... , m e P E U’J’
hj.

Si noti che, in questo caso, puô non esistere una p-base per R
(nel senso di sottoinsieme R’ di .R con le proprietà che per ogni
P E Spec R {a + P : a E R’} contiene una p-base per R/P, ed esiste

un ideale P e Spec tale che ~ac + P: a E .R’~ è una p-base per 
cfr. controesempio 2.9).

CASO C. Esiste P E Spec .R tale che = 00, e ~P E Spec .R :
r(RIP) = oo} non è un aperto e chiuso di Spec R.

Si noti che =1= oo} coincide con 1
n

t(R/P) = nl e quindi è un aperto di Spec .R, ed ammette un ricopri-
mento infinito costituito dagli insiemi aperti e chiusi, e non vuoti,
della forma fP E Sp2C R: = nl con n E N. Anche in questo
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caso puô non esistere una p-base per R (come si pub provare modi-
ficando opportunamente il controesempio 2.9).

Sia R un anello regolare di caratteristica ~, e consideriamo la

seguente condizione:

(o) per ogni intero n &#x3E; 1 e per ogn i polinomio monico f (x) _

(tale che

se n è potenza di p), esistono due polinomi ; .,
in R[x] tali che

Si noti che la ( o ) si pub esprimere al 10 ordine nel linguaggio dei campi
mediante un opportuno insieme infinito di enunciati, e che, se F è
un campo di caratteristica p, .F’ soddisfa ( o ) se e solo se .F’ è separabil-
mente chiuso.

LEMMA 2.13. Se .R è un anello regolare di caratteristica p, R sod-
disfa (o) se e solo se, per ogni P E Spec .R, è un campo separabil-
mente chiuso.

DIMOSTRAZIONE. Analoga ad altre precedentemente svolte.

3. Model-completamento.

Consideriamo allora la classe degli anelli (commutativi unitari)
regolari di caratteristica p verificanti (*) e (**). Un linguaggio appro-
priato per rappresentarla è quello .L già adoperato nel § 1 a propo-
sito dei campi. In L consideriamo la teoria RCR, con i seguenti assiomi :

(a) assiomi di anello commutativo unitario regolare di caratte-
ristica p ;

(b) per ogni gli enunciati:
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(c) per ogni n E N, gli enunciati:

P.ROPOSIZIONE 3.1. ROB» è la L-teoria degli anelli delle sezioni glo-
bali di un fascio di campi di caratteristica p su uno spazio booleano.
In particolare, se R è modello di RCR,, .R verifica (*) e (**).

DIMOSTRAZIONE. Sia dapprima R F si è già visto come
Spec I~ sia uno spazio booleano e come la sua algebra duale sia iso-
morfa ad I(.R). Inoltre, per ogni P E Spec R, è un campo di carat-
teristica p. Poniamo in per ogni n &#x3E; 1,

si ha anzitutto:

Infatti esiste e El (R) tale che P e Ue, e, per ogni P’ e U6 , ri - ri e P’
per i = 1, ... , n ; in particolare eri - er’i e P’ per i = 1, ... , n. D’altra
parte, se P’ non appartiene ad Ue, allora e E P’ e nuovamente si ha
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per ogni ï = 1, ... , n, e dunque

poichè i

Notiamo poi:

L’implicazione - è ovvia. Riguardo a -, posto j J
si 

. 

ha:

Segue che

(3.1.3) La struttura (
rifica gli enunciati di cui ai punti ( b ) e (c).

Sia ora S l’unione disgiunta variare di P in Spec R),

e su 8 consideriamo la topologia che ammette come base di aperti
per ogni punto r + P la famiglia yS’(r, e) : e E I (.R), .P E U~~, dove

~S’( r, e ) - _ ~r --~- P’ : P’ E U~~ .
8 = (RIP: P E Spec R) è allora un fascio di campi in L, in parti-

colare, per ogni n &#x3E; 1, ..., r,, c- B,

è un insieme aperto e chiuso di Spec R e coincide con

e, per ogni n E N, Spec R: è un insieme aperto e chiuso
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di Spec .,R, e coincide anzi con U,,.: di conseguenza 1~ soddista (*) e (**)..
L’anello T(Spec .R, 8) delle sezioni globali di 8 su Spec è una L-sot-

tostruttura di ed è isomorfo (come anello) a R, d’altra parte,

ricordando la definizione e di En in .R jP, è facile verificare che tale
isomorfismo rispetta anche gli ulteriori simboli di L.

Viceversa, sue 8 = ai E X) è un L-fascio di campi di caratte-
stica p su uno spazio booleano X, e 8) è il relativo anello delle
sezioni globali, considerato come L-sottostruttura di n Ra;, si ha

:tEX

anzitutto che 8) è un anello regolare di caratteristica p, e si pu6
comunque verificare che 8) soddisfa gli ulteriori assiomi (quelli
relativi ai gruppi (b) e (c)) di BOR,,.

Sia RCR) la teoria che si ottiene aggiungendo a i seguenti
assiomi:

(d) gli enunciati corrispondenti alla proprietà (o);

(e) l’enunciato che assicura che .R non ammette idempotenti
minimali (cioè I(R) è priva di atomi, cioè Spec R è privo di punti
isolati: a questo proposito, diremo spazio cantoriano ogni spa,zio
booleano privo di punti isolati).

PROPOSIZIONE 3.2. ROR: è la L-teoria degli anelli delle sezioni
globali di un fascio di campi separabilmente chiusi di caratteristica p
su uno spazio cantoriano.

DIMOSTRAZIONE. Segue dalla proposizione 3.1 e dal lemma 2.13.

TEOREMA 3.3. è il model-completamento di 

DIMOSTRAZIONE. Segue da [9], teorema 4.10 (vi) e corollario 4.11.
oltre che dal precedente lemma 1.3.

Osserviamo che tanto RUR) quanto RCRp sono teorie di Horn,
e quindi si conservano per prodotti diretti.

OSSERVAZIONF, 3.4. In [5] si trova un analogo del teorema degli
zeri di Hilbert, valido per campi separabilmente chiusi, il quale, da
un punto di vista algebrico, puô cosi essere formulato:

« se A e B sono campi di caratteristica e A CL .B~

(cosi che -r(A) = ed A è estensione p-basica di B), ogni sistema
finito di equazioni a coefficienti in A ammette soluzione in A se e solo
se ammette soluzione in B ».
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Un risultato analogo per anelli regolari, modelli di (e quindi
separabilmente chiusi nel senso del teorema 3.3), è ovviamente assi-
curato dal fatto che ROR: è model-completa, cosi che, se t== RUR)

allora I~ 1 ~, e dunque ogni sistema finito di equazioni a
coefficienti in .R ha soluzione in .R se e solo se ha soluzione in S.

’ 

~4. Estensioni complete.

non è evidentemente completa; per individuarne le esten-
sioni complete, consideriamo l’insieme delle parti di N, e per
ogni .M’ E P(1®T), definiamo

e, se M è finito e non vuoto,

TEOREMÀ 4.1. Sia ME 

~4.1.1) Se ~1 è finito e non vaoto, . è completa;

(4.1.2) se M è finito e non vuoto, è completa;

(4.1.3) se M è infinito, oppure è completa;

(4.1.4) non esistono altre estensioni complete di BOR,

DIMOSTRAZIONE. Per OgUi n E N U {oo}, la teoria completa 
ammette un modello mi-saturato, che indichiamo con A", e nel quale
è immergibile ogni modello numerabile di 

(4.1.1) U qo(M) è model-completa, cosi che, per ottenere la
completezza, basta provare che, ad esempio, essa gode della J.E.P.,
vvero che, per ogni coppia di modelli di U qo(M) (che non è
restrittivo supporre numerabili a causa del teorema di Lôwenheim-

Skolem), esiste un terzo modello nel quale sono entrambi (elementar-
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mente) immergibili. Sia dunque .R u qo(1Vl), [R 1 = allora
.R -P(Spec .R, 8), dove Spec R è omeomorfo allo spazio di Can-

tor 2w, e 8 è il fascio di campi P E Spec R). Inoltre, posto M =

dove cosi che non dipende da .R, ed è modello

di RCR) U qo(M) (in particolare, è modello di ROR: poichè ciascun
co(20, Amj) è modello di e è una teoria di Horn).

(4.1.2) ROR: U è model-completa, come sopra basta dunque
provare che ha la J.E.P. Sia dunque 1~ modello numerabile di ROR: U
U allora R è L-isomorfo a 8), dove Spec R è omeo-
morfo allo spazio di Cantor 2W e 8 è il fascio di L-campi 
P E Spec.R). Posto 1

Si ha dunque

non dipende da .R, ed è modello di

(4.1.3) Se M = 0, si procede come in (4.1.2). Se M è infinito,
RCR) U q(M) è model-completa, cosi che basta provare che ha la


