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Unterringtheorie-exemplifiziert an Ringen mit Involution.

WALTER STREB (*)

Einleitung.

Sei R ein Ring mit Involution, ~S die Menge seiner symme-
trischen bzw. schiefsymmetrischen Elemente und S bzw. K der von S

erzeugte Unterring. Herstein [3; pp. 229-239], Lanski [4, 5, 6]
und Lee [7] haben die Vererbung von Eigenschaften zwischen .R und
Unterringen von R untersucht, welche « nahe bei » ~ oder K « liegen ».
In dieser Note werden wesentlich größere Klassen von Unterringen
betrachtet, wobei in Teil I zunächst Klasseneigenschaften erarbeitet
werden und in Teil II auf der Grundlage dieser Eigenschaften eine
Theorie entwickelt wird, welche im Grundsatz unabhängig vom spe-
ziellen Kontext der Ringe mit Involution ist. Wir beginnen mit Defini-
tionen und Notationen und demonstrieren dann deren Umfang an
zahlreichen Beispielen und deren Tragfähigkeit durch Entwicklung
einer allgemeinen Theorie.

0. Definitionen und Notationen.

Im folgenden sei .R stets Ring mit Involution * und Zentrum
Z = Z( R) . Wir definieren S == S(R) - {a E Rla* = al, K 

Für *-prime Ringe .R und additive Untergruppen A von sei Q(R) =

(*) Indirizzo dell’A.: Mathematisches Institut der Universität D - 4300
Essen 1, Universitätsstrasse 3.
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und Q (A) = AZs(Q (.R) ), falls Z # 0 , und
= R und Q(A) = A, falls Z = 0.

Weiterhin bezeichne P(R), N(R), L(R) bzw. J(R) das Primradikal,
größte nile Ideal, größte lokalnilpotente Ideal bzw. Jacobsonradikal
von 1~. Mit R’ notieren wir stets *-prime *-Bilder von .R und für
a E .R bzw. A c R sei a’ bzw. A’ das Bild von a bzw. A in .R’.

Folgende Terminologie wird verwendet: Eine Aussage gelte für
viele .R’ genau dann, wenn es gibt, so daß .R/P(.R) sub-
direktes Produkt der Ringe E I, ist und die Aussage für alle

gilt.
Mit der Menge X der Unbestimmten xi , x* , 0  i E Z bildet man

die freie nichtkommutative Z-Algebra Ist f E Identität von

.R, so notieren wir f (R) = 0. S~, bezeichne das n-te Standard-polynom.
Eine Teilmenge A von .R heiße *-Untermenge von .R, wenn A* =

Für A c R sei AX : = AB{0} und RAR das von A
erzeugte *-Ideal von R. Im folgenden sei stets T ~-Unterring von R,
I = I(T) das größte in T enthaltene (*-) Ideal von .R, a, 03B2, y, 5, ~, ~
und n der Reihe nach die Aussagen I (Q (T’ ) ) = 0, 0, 0,
Z" ~ 0, T’ c Z(.R’ ), 0 ~ T’ c Z(.R’ ) und « T’ enthält ein von null verschie-
denes Ideal von Zs(R’) und .I~’ ist PI-Ring », multilinear
und 1 Koeffizient von f und F c endlich mit ausschließlich multi-
linearen Elementen, für die wenigstens ein Koeffizient gleich 1 ist.
Für *-Ideale X von .R definieren 

notieren wir: T E (R, ~1, ... , ~m), wenn ~1’ ~2"" oder e", für
viele R’; I e (R, ~1’ ..., ~m, F, n), wenn ei, ~2’ ... , ~m oder F(R’ ) = 0
für alle R’ und (~52~,(.R’) = 0 für alle mit F(R’) = 0 ). Für U E

E {P, N, L} notieren wir: T e (R, U), wenn U(T’) = 0 für alle R’ mit
U(R’) = 0 ; R E (R, E) bzw. T E (R, J), wenn T’ *-einfach bzw. *-pri-
mitiv für alle *-einfachen bzw. *-primitiven Schließlich notieren
wir: wenn für alle *-Ideale von R; T E
E (.R, i, F) , wenn T 0 für alle *-Ideale X von R mit 0;

wenn f (R) c T; wenn f (.R) c .I (T ) ; 
wenn T =1= 0 für alle 0 =A z 

Bei Beschränkung der Untersuchungen auf 2-torsionsfreie Ringe R
sei stets stillschweigend char R’~ 2. Diese Vereinbarung beinhaltet
insbesondere eine Anpassung obiger Definitionen: Man ersetzt c 1~’ &#x3E;&#x3E;
durch c .R’ mit char 2 » und für f E c 1 ist Koeffizient von f »
durch « 2k ist Koeffizient von f mit 
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Für a, b e R sei [a, b] := ab - ba und aob := ab + ba. Für addi-
tive Untergruppen A und B von R sei [A, B bzw. A o B die von den

Elementen [a, b] bzw. aob mit a E A und b E B erzeugte Untergruppe
von .R und (.A, B, [, ], o ) eine Menge von additiven Untergruppen von R
(sogenannten höheren Kommutatoren von A und B ) rekursiv definiert
wie folgt: ~.03B2e(~~[,Lo); mit X, Y E (A, B, [,], o ) ist [X, Y],
XO Y E (A, B, [, ], o ) . Um den Aufbau eines Elementes C E ( A, B, [, ], o )
mit den Verknüpfungen [ , ] und o zu erfassen, notieren wir auch
genauer C = f (A, B ) . Analog definiert man weitere Mengen höherer
Kummutatoren, etwa ( A, 0), ( A, .B, C, [, ], o ) , ....

Für additive Untergruppen A und B von R sei weiterhin V,
: = (a - a*la E A~, _W,::= ~a + E A~, CB(A.) :_ ~b E BI[b, A] = 0},
A der von A erzeugte Unterring und 2A die von a 2, a E A erzeugte
additive Untergruppe von R. Schließlich sei .R~ : _ fr E = 0}.

1. Beispiele.

Die Beispiele werden vorbereitet durch einige Lemmata. Im fol-
genden sei stets .F Körper. Wir definieren zunächst vier F-Algebren

y, i) mit i E {s, tj, F-Basis f19 x, y, xy~ und Involution * von 1.
Art durch Angabe der Multiplikationsregeln für x und y und der Bilder
x* und y* von x und y. Für char F = 2 sei

Für char F # 2 sei

LEMMA 1.~ . Sei .R ~‘-primer PI -Ring und Zs T c T . Dann gilt
I ( T ) ~ 0 genau dann, wenn Q(T) = Q(R).

BEWEIS. « =&#x3E; »: ist ~‘-einf ach und *-Ideal von

Q(R), also Q(T) = Q(R).
«= » : : R besitzt PI-Klasse n und ein Primideal X, so daß X r’1

r1 X~ = 0 [8; Definition 1.4.30, p. 30 and Theorem 1.6.27, p. 47]. Sei

g = gn gemäß [8; p. 26]. Es gilt Wähle c E g(R)+B
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"’-(X u X*). Dann ist c E Z regulär in .R. Nach [8; Theorem 1.4.21,
p. 28] ist mit Wähle u E Zs, so daß 

1in

Dann ist d : = uc regulär in .R und dR c TZ. Für Zs = Z
ist TZ c T. O.E. sei Für v E und z E Z gilt (v - v*) z =

96

v(z + z*) - (vz* + v*z). Also ist e: = (v - v*) d regulär in ..R und
eR c T + Tv. Wähle w E Zs, so daß v2v E T. Dann ist f : = we regulär
in R und fR c T.

Die folgenden Lemmata 1.2-1.12 verifiziert man leicht durch Nach-
rechnen.

LEMMA 1.2. Sei I~ einfacher Ring und S2(R) = 0. Dann gilt:
2, S = R und K = 0 ) oder (char 2, S = ~S ist Kö_rper

und K = R) oder (char = 2 und WB = 0 oder 0 ~ WR = S = ~S ist
Körper).

LEMMA 1.3. Sei .R : _ .F X F mit Austauschinvolution *. Dann gilt:
= .R, S == 

S) oder (char R = 2, = ~(ac, E F} und = 03B2) .

LEMMA 1.4. Sei char .F’ ~ 2 und R = F(u, v, t ) . Dann gilt:

LEMMA 1.5. Sei char F ~ 2 und R = F(u, v, s). Dann gilt:

LEMMA 1.6. Sei I~ einfacher Ring, F = char F # 2 und
.I~ = F(u, v, s ) Z. Dann gilt : 

=1=
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LEMMA 1.7. Sei char Z’ =1= 2, U = F(u, v, s) und = U x U°p mit
Austauschinvolution *. Dann gilt:

LEMMA l .11. Sei char 2 und Dann

gilt ~

LEMMA 1.13. Sei I~ *-prim. Dann gilt WB, genau
dann, wenn Q (R) die Voraussetzungen eines der Lemmata 1.2-1.12
erfüllt.
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LEMMA 1.14. Sei R *-prim, ~

und

BEWEIS. Da [A, A] Lieideal von YR ist, gilt 0 E (VR, WR, [, ], o ~
nach [10; Corollary 2, p. 344]. Nach Lemma 1.1 sei o.E. R *-einfach.
Mit den Lemmata 1.2-1.13 erhält man alle Behauptungen.

LEMMA 1.15. Sei R halbprim, A c B und T : = Z.

BEwJ Is..L : _ [A, A] ist Lieideal von V~.

( 1 ) Gilt nach [9; Corollaries 3(2) and 7(2), pp. 483, 484].

(2) Nach [9; Corollary 3(2), p. 483] ist 2JJLc L, also J’= 0
oder JL = 0. Mit (1) und Lemma 1.13 erhält man nach einfachen

Rechnungen die Behauptung.

LEMMA 1.16. Sei .R halbprim, *-Ideal von .R und 
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(4) Ist -4 G (V" und char J~~2, so gilt S~(X ) = 0 und
[ V’x , V x] == 0 .

(5) Ist A E und 2, so gilt X = 0.

BEWEIS. Sei genauer A = WR) . Dann gilt c A n

r’1 X = 0. Weiterhin ist X halbprimer Ring. Mit den Lemmata 1.2-

1.13 erhält man durch Betrachtung von X’ (mit char X’ = 2) die
Behauptungen.

LEMMA 1 ,17. Sei R ~-prim, 0 ~ A EE (V.111 WR, [, ], o ) und T : = A.
Dann gilt I (T ) ~ 0 oder (T n 0 und R ist PI-Ring).

BEWEIS. Nach Lemma 1.14 ( 1 ) sei o.E. WR , [, ], o ) . Mit

den Lemmata 1.1-1.13 erhält man die Behauptung.

Sei weiterhin

Mit den Lemmata 1.13-1.16 erhält man

BEISPIEL 1.18. Sei 1~ halbprim.

(2) Ist R 2-torsionsfrei, so gilt:
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BEISPIEL 1.19. Sei R *-einfach, .F : = Zs und T Dann gibt
es mit u2, v2, w2 E Zs und uov = 0, falls char 2, bzw.
uov = 19 falls char R = 2, so daß T e f0, .F’, Z, 1~~ oder (T = K =

TZ = .I~). Insbesondere ist T und CR(T) *-einfach.

BEWEIS. O.E. sei Nach Lemma 1.14 (1 ) ist

~S4(R) = 0- Mit den Lemmata 1.2-1.13 erhält man die Behauptung.
Ähnlich verifiziert man die folgenden Beispiele 1.20-1.22.

BEISPIEL 1.20. Sei R *-einfach, char R = 2 und T E T3(_.R). Dann
gibt es mit so daß oder (T = K = Zs[w]
und ("(T) = T). Insbesondere ist T und eR(T) *-einfach.

BEISPIEL 1.21. Sei .R *-einfach, 2 und T E T5(.1~). Dann

gilt Insbesondere ist T und ~-einfach.

BEISPIEL 1.22. Sei R *-einfach, char R # 2, F := Zs und 
Dann gibt es E K mit u2, v2, und uov = 0, so daß T c
c Z = R oder T = R oder und oder

und TZ = 1~). Insbesondere ist T und

CR(T) *-prim.

BEISPIEL 1.23. (1) Sei der Reihe nach 0 = 1, ..., 5. Dann

(2) Sei A E (VR, WR, [, ],o ) und T := A. Dann gibt es 0  15 e Z,
so daß 203B2§j(R) c I(T) . Insbesondere ist T 0(~2~7).

(3) Sei A E (VR, WR, [, i) U WR, o ) &#x3E; und T := A. Dann gibt
1. Insbesondere ist Te (R, ,1 ) ~

BEWEIS. ( 1 ) Gilt nach Lemma 1.16 und [8; Proposition 1.6.38,
p. 49].

(2) Sei 1 = [A, A] und X = Nach [9; Corol-
lary 3 (2), p. 483] ist X, also 0 9 w,/" [, 1, .). Mit (
erhält man die Behauptung.

(3) Erhält man ähnlich wie (2) mit den Lemmata 1.13 und 1.11.

Im folgenden seien M, L, N und A additive Untergruppen von .~~
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],o), [A, N] c A oder -4oN c A und T := Ä. Wir notieren A e 
wenn ill e (V."" [, 1), -4 c Z c X, c L und [A, L] c A gilt, und

wenn Lo M C L und AoL c A gilt.
Mit den Lemmata 1.2-1.7 verifiziert man unmittelbar

LEMMA 1.24. Sei .R *-einfach, F:= char 2, 8,(B) - 0,
c A und FL c L. Dann gilt : = 0, 8 c Z, 31 c Z, N c Z oder

BEWEIS. Für alle a, b, gilt

O.E. sei und N c Z. Nach (*), Lemma 1.11 und [10; Corol-
lary 2, p. 344 and Theorem 9, p. 348] ist also L E (K,
S, [, ], o ), 9 somit Die übrigen Behauptungen erhält
man unmittelbar mit Lemma 1.11.

Leichte Rechnungen erbringen

LEMMA 1.26. Sei char .

Eine Inspektion des Beweises von [11; Hauptsatz] erbringt

LEMMA 1.27. Sei R halbprim.

( 1 ) Sei I~’ mit char 2 oder (R2)’=F- 0 . Dann gilt: I ( T )’ ~ 0,
A’c Z(R’), .L’c Z(R’), ~S4(1~’) = 0, (char RI - 2 und S8(1~’) = 0) oder

(char 1~’ ~ 2 und Q ( I~’ ) E R,1, wobei .Rr = mit char .I’ = 3
und Transposition * und .Ri = F(u, v, s) i) für 1 E ~s, t}).
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( 2 ) Sei A c L oder L e ( V , T~R , [, ], o ~ . Dann gilt T e(jR, 03B2, E, 4 ) .

(3) Sei char R # 2 und A c L oder Ze 1, ], o ) . Dann

gilt T ~ (1-~, y, ~, 4 ) .

LEMMA 1.28. Sei R *-einfach, F := Zs, char 1l’=I= 2, c A und

c .L .

( 1 ) Sei dimF M &#x3E; 1 und dimF N &#x3E; 3. Dann gibt es u, v mit

u2 , :F X und uov = 0, so daß T E {R, F + Fu + Fv + Fuv, F, 0}.
Insbesondere ist T und C,(T) *-einfach und Z(T) c Z(R).

(2) Sei A E A6(R). Dann gibt es u, v, W E mit u2, v2, W2EFx
und uov = 0, so daß .’
Insbesondere ist T und CR(T) *-einfach und [Z(T), K(R)] = 0.

(3) Sei A E A7(R). Dann gilt T E ~.R, .F’, 0}. Insbesondere ist T

und eR(T) *-einfach und Z(T) c Z(R).

BEWEIS. O.E. sei T ~ .R und T~Z. Nach Lemma 1.27 (1) ist

8"(R) = 0 oder R E (Rr , Rs, Mit den Lemmata 1.24-1.26 und

Beispiel 1.19 erhält man die Behauptungen.

LEMMA 1.29. Sei und U(T) = T. Dann gilt:

Sei nun R 2-torsionsfrei, M E (VR, WR, [J) U (VR, WR, o ) und N = .L.
Dann gilt :

(4) Ist R 3-torsionsfrei oder Lu A c I£ oder (M c Sund A c K)
oder M U L c S, so gilt 

(6) Ist (R 3-torsionsfrei, L C S und A. c _K) oder E 

und L u A c S) oder (M U .~ c S und A c K), so gilt T[L, R]Rc 

(7) Ist (.R 3-torsionsfrei und A c K) oder (.Z-~ 3-torsionsfrei und
.L c 1~) oder c S und A c IT) oder 1 u A c K, so ist 
c U(R).
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(8) Ist bzw. A c L, so kann man in (1-4, 6) [L, RJR
durch R] ersetzen bzw. in (1-4, 6) [L, und LJR ersatzlos
streichen und in (7) R]R durch T2 ersetzen.

BEWEIS. (1-7) O.E. sei U(R) = 0, also I(T) = 0. Betrachte R’

mit char R’ ~ 2 oder (.R2 )’ ~ 0. Mit -4’c Z(R’) ist A’ = 0 . 0.E. sei
und 

( 1 ) Nach Lemma 1.2 7 (1) ist = 0, also (T41’ = 0 [8; Pro-

position 1.3.30, p. 20].

(2-7) Nach Übergang zu Q(R’) sei o.E. R *-einfach, ~S4(1~) = 0
oder R E {Rr,Rs,Rt} gemäß Lemma 1.27 ( 1 ), F := Zs(R), c .L und

Nach den Lemmata 1.11 und 1.25 ist Betrachte
zunächst R,: Nach Lemma 1.26 und (*) aus dem Beweis von Lem-
ma ~_.25 ist M © Z(1~), ..~ G tL1 , L21 und [A, L] c A. O.E. sei .L = Li.
Dann gibt es einen F-Untermodul B von ..~2, so daß 

Betrachte nun R mit S4(I~) = 0: Nach den Lemmata 1.6, 1.7 und
1.24 ist [V~, YR] = 0 oder WR c Z(R) . Betrachte schließlich ..Rr : Es
ist WR, [V~, und .L c ~S mit [L, L] = 0 oder A c S mit
[A, A] = 0. Die einzelnen Behauptungen verifiziert man jetzt leicht
mit den Lemmata 1.4, 1.5 und 1.26.

Ähnlich verifiziert man

LEMMA 1.30. (1) Es gilt Sei nun (p Kör-

per, R p-Algebra und T q-Unteralgebra von R.

(2) Sei X bzw. Y das größte q-algebraische (*-) Ideal von R
bzw. T. Dann gilt: X.

(3) Sei X bzw. Y das größte q-lokalendliche (*-) Ideal von R
bzw. T. Dann gilt: X.

2. Allgemeine Theorie.

Man verifiziert unmittelbar

LEMMA 2.1. Sei .R ~-prim.

( 1 ) Mit Q(T) ist auch T *-prim bzw. prim.

(2) Sei TZs c T. Mit T ist auch Q(T) *-prim bzw. prim.



120

(3) Sei T c Z. Dann ist T *-prim und N(T ) = 0.

(4) Sei T ~ 0. Ist 1 Einselenment von T, so ist 1 Einsele-

ment von 1~.

(5) Ist 1 Einselement von T, so ist 1 Einselement von Q (T ) .

LEMMA 2.2. Sei R *-prim und I = I (T ) = 0. Dann gilt:

( 1 ) T ist *-prim. Mit ist auch T prim, *-primitiv bzw.

primitiv und umgekehrt.

(2) Für U E ~N, L, J} gilt U(R) = 0 genau dann, wenn U(T) = 0.

(3) Ist 1 Einselement von T, so ist 1 Einselement von R.

(4) Ist R *-einfach, so gilt T = I~. Ist T *-einfach bzw. einfach,
so ist T kleinstes *-Ideal Ideal von .R. Ist T *-einfach mit 1,
so ist T = R.

(5) CR(T ) = Z(R).

(6) Sei i c- Dann gilt f ( T ) = 0 genau dann, wenn f (.R) = 0.

BEWEIS. Zu (1) beachte man [7; Lemma 14 pp. 136, 139 ].
(2-5) sind trivial. (6) zeigt man mit [3; Lemma 1.1.5 and Corollary,
pp. 6 and 40].

LEMMA 2.3. Sei f E 

(1 ) Sei P(R) = 0. Ist f (P(T’ )~ = 0 für viele I-~’, so ist f (P(T ) ) = 0.

(2) Sei N(R) = 0. Dann gibt es viele ..R’ mit folgender Eigen-
schaft : Es gibt ein nichtnilpotentes Element r’ von R’, so daß jedes
von null verschiedene *-Ideal von R’ eine Potenz von r’ enthält.

Ist f (N(T’ ) ) = 0 für viele derartige R’, so ist f (N(T ) ) = 0.

(3) Sei J(R) = 0. Ist f ( J ( T’ ) ) = 0 für viele *-primitive ..R’, so

ist f (J(T ) ) = 0.

BEWEIS. Man beachte U(T )’ c U(T’ ) für alle U E {P, N, J} und [2 ;
Lemma 2.2.3, Proof, p. 53].
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(3) Für T e (R, a, e) gilt P(T ) = P(R) rl T.

(4) Sei = 0 und T e (R, a, C) t.~ (1~, a, il). Ist 1 Einselement
von T, so ist 1 Einselement von R.

(5) Sei = 0. Für T e (B, a) ist eR(T) c Z(.R) .

(6) Sei P(R) = 0, T E (.~, a) und f E Mit f(T) = 0 ist auch
= 0.

(7) Sei P(R) = 0 und T E (.R, y, ~). Ist T(*-) einfach, so ist T
minimales (*-) Ideal von .R oder T c Z(R).

(8) Sei P(R) = 0 und T E (R, y, ~). Ist T *-einfach mit Eins-
element 1, so ist T = 1~ oder T c Z(R).

(9) Sei P(R) = 0 und T E (R, y). Ist T (*-) einfach, so ist T
minimales (*-) Ideal von R.

(10) Sei P(1~) = 0 und Ist T *-einfach mit 1, so

ist T = R.

(11) Sei T E (R, y, s) und U E ~N, Ist = P(R), so gilt
U(T) c P(R).

(12) Sei und Dann gilt U(T) c P(R)
genau dann, wenn U(R) = P(R).

(13) Sei T E (.R, y, ~ ) . Mit R ist T *-prim.

(14) Sei P(.R) = 0 und Mit T ist I-~ *-prim.

BEWEIS. (1, 2) sind trivial. Mit den folgenden Aussagen über die
gemäß Voraussetzung gegebenen « vielen 1~’ » erhält man unmittelbar
die Behauptungen.

(3) Nach den Lemmata 2.1 (1-3) und 2.2 (1) ist T’ *-prim.

(4) Nach den Lemmata 2.1 (4, 5) und 2.2 (3) ist l’ Einselement
von 1~’.

(6) Es gilt f (.R’ ) - 0 nach den Lemmata 2.1 (2) und 2.2 (6).

(7) Ist Z(I~’ ) für viele 1~’, so gilt T c Z(.R} . Anderenfalls

gibt es R’ mit 0. Dann ist 0 ~ I(T) = T minimales (*-) Ideal
von R.

Man erhält (8) mit (4, 7) und (9, 10) ähnlich wie (7, 8).
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(11) Für T’c Z(R’) ist U(T)’c U(T’) = 0. Sei 0. Es gilt
I(T) U(R) c U(T) und I(T) U(T)I(T) c U(.R). Also ist U(T)’= 0 genau
dann, wenn U(R)’ == 0.

(12) Erhält man ähnlich wie (11).

(13) Ist für viele R’, so ist also T *-prim
nach Lemma 2.1 (3). Anderenfalls gibt es R’ mit 0. Dann

ist I ( T ) ~ 0, also T *-prim nach Lemma 2 .2 ( 1 ) .

(14) Seien .X und Y *-Ideale von .R mit 0. Dann ist

YI(T) = 0, also I(T)XI(T) = 0 oder I(T) YI(T) = 0,
O.E. sei I(T)XI(T) = 0. Dann gilt I(T)’X’1(T)’- 0, also X’= 0.

LEMMA 2.5. (1 ) Für T E (R, a, e, F, n) gilt P(T )n c P(R), F(RP(T)R) c
c P(R) und S2n(RP(T)R) c P(R).

Für gilt

und

Für _’ gilt

Für gilt und

Sei und , Dann gilt

Sei und D ann gilt
und ~ J

Sei und Dann gilt
und

Sei und Dann ist

Sei und Dann

gilt und
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(13) Sei cp Körper, R p-Algebra, X größtes 99-algebraisches bzw.
q-lokalendliches (*-) Ideal von R und cp-algebraische
bzw. cp-lokalendliche 99-Unteralgebra von R. Dann gilt F(R) c X und
S2n(R) C X.

BEwEis. ( 1 ) Sei zunächst .I’(1-~’ ) ~ 0. Nach den Lemmata 2 .1 (1-3)
und 2.2 (1) ist T’ *-prim, also P( T )’ c P( T’ ) = 0. Sei nun .h (R’ ) = 0.
Dann ist = 0 und 0 nach

(*) [8; Proposition 1.3.30, p. 20].

(2) Betrachte R’ gemäß Lemma 2.3 (2). Für I ( T’ ) ~ 0 oder
T’ c Z(R’ ) ist N( T )’ c N( T’ ) = 0 nach den Lemmata 2.2 (2) und 2.1 (3).
Sei nun S2m(R’) = 0 und I (Q ( T’ ) ~ ~ 0. Nach den Lemmata 2.1 ( 1, 2 )
und 2.2 (1) ist T’ *-prim, also N( T )’ c N( T’ ) = 0 nach [8; Theorem
1.6.27, p. 47]. Mit F(R’) = 0 ist = 0 und (N(T)’)n == 0
nach (*).

(3) Betrachte R’ mit 0. Für 0 ist

also .L(T)’= 0. ist Z(T)’cZ(T’)=0 nach Lemma 2.1 (3).
Für = 0 verfolgt man den Beweis von (2).

(4) Sei R’ *-primitiv. Für 1 ( T’ ) ~ 0 ist J(T)’c J(T’) = 0 nach
Lemma 2.2 (1). Mit .F(.R’ ) = 0 ist = 0.

(5) Es ist somit

U(.R)’ - 0 oder S2n(R’ ) = 0, demnach ( U(.R)’ )n = 0 nach (*), schließ-
lich U(R)’- 0.

(6) Erhält man ähnlich wie (5).
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(7) Es ist I(Q(T’))~ c [CR,(-T’), Q(T’)] = 0, also eR(T)’c
c Z(.R’ ), insbesondere = 0 nach Lemma 2.1 (3 ), oder ==

= 0, somit = 0 und = 0 nach (*).

(8) Für 0 ist = 0 nach den Lemmata 2 .1 (2)
und 2.2 (6). Anderenfalls ist S2n(R’) = 0.

(9) Zunächst ist T’ = 0. Für I ( Q ( T’ ) ) ~ 0 wäre T’ *-prim
nach den Lemmata 2.1 (1, 2) und 2.2 (1), also T’ - 0, Widerspruch.
Mit F(R’) = 0 ist auch = 0.

(10) Sei .I~’ gemäß Lemma 2.3 (2). Zunächst ist Z (I~’ ) r1 T’ = 0.
Für I (T’ ) ~ 0 wäre T’ = N(T’ ) = 0 nach Lemma 2.2 (2 ), Widerspruch.
Somit ist S2m(R’ ) = 0 . Für I (Q ( T’ ) ) ~ 0 wäre T’ *-prim nach den
Lemmata 2.1 ( 1, 2) und 2.2 (1), also T’ = N(T’) = 0 nach [8; Theo-
rem 1.6.27, p. 47], Widerspruch. Mit = 0 ist = 0.

(11) Sei .R’ mit 0. Zunächst ist Z(R’) n T’ = 0. Für

0 wäre I(T)’T’I(T)’c 0, also T’ = 0, Widerspruch. Somit
ist S2m(R’) = 0 und man verfolgt den Beweis von (10).

(12) Sei R’ *-primitiv. Für I ( T’ ) ~ 0 wäre T’= J(T’) = 0 nach
Lemma 2.2 (2), Widerspruch. Mit F(R’) = 0 ist = 0.

(13) Betrachte 1~’ mit X’ = 0 . Für I ( T )’ ~ 0 wäre 
c X’ = 0, also T’ = 0, Widerspruch. Mit F (R’) = 0 ist S2n(R’) = 0.

LEMMA 2.6. Sei R halbprim und Dann gilt:

( 1 ) = 0.

(2) Ist X *-Ideal von R mit F(X) = 0, so gilt .X c Rp.

(3) (R/RF)p== 0.

(4) Ist .R *-prim, so gilt {0, 1~~.
(5) Sei und T E (R,

1’ ) . Dann gilt ( 1L, ~1 , ... , ~m ) .

(6) Ist T e (a, F) halbprim, so gilt also T’ = T/TF:

BEWEIS. (1) gilt wegen pR r1 Rp = 0 und c FR.

(2) Sei R’ mit X’~ 0. Nach Lemma 1.2 (6) ist .F’(.R’) = 0. Also
ist X c Z~F.

(3, 4, 5) sind trivial.
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(6) Sei R’ mit =1= 0. Einerseits ist I(Q(T’))(TF)’I(Q(T’)) c
Andererseits ist nach (1) F(Tp) = 0, also = 0.

Nach den Lemmata 1.1 (1, 2) und 1.2 (6) ist .Z(Q(T’))(TF)’I(Q(T’)) = 0,
also ( T~)’ --- 0. Insgesamt gilt T n Rp . Nach ( 1 ) ist F( T n Rp) c
c F(Rp) .= 0, also nach (2) T n Tp.

LEMMA 2.7. Sei R halbprim.

( 1 ) Sei Mit T ist .I~ *-prim.

( 2 ) Sei Besitzt T ein kleinstes *-Ideal X ~ 0, so ist
RXR kleinstes *-Ideal von R.

(3) Sei T E (.R, i) . Ist T ~-einfach und 1 Einselement von T

und R, so ist .R *-einfach.

(4) Sei T E (R, f ) . Dann ist T E 

(5) Sei T E (R, i, und R’- Dann ist T’E (R’, i).

(6) Sei T E (.I~, i, f ) n (R, z). Dann ist T E (R, i).

BEWEIS. (1, 2, 3) sind trivial. (4) gilt wegen c T r1 X.

(5) gilt nach Lemma 2.6 (-9, 3).

(6) Sei 0 ~ X *-Ideal von ..R mit f (X ) = 0. Nach [3; Lemmas 1.1.5
und 5.1.~, pp. 6, 195, and Corollary, p. 40] ist r1 X ~ 0. Wähle
0 ~ z E Zs(R) n X. Dann ist 0 ~ T c X r1 T.

(3) Sei R ~~-prim und T E (R, 03B2, r~, F, n) . Ist T *-einfach, so ist T
kleinstes *-Ideal von R, .R *-einfach oder = 0. Ist T *-primitiv,
so ist _R *-primitiv oder F(R) = 0.

(4) Sei R *-prim. Dann gilt (

BEWEIS. ( 1 ) Für I ( T’ ) ~ 0 oder T’ c Z(R’ ) ist N( T’ ) = 0 nach den
Lemmata 2.1 (3) und 2.2 (2). Für = 0 ist N( T’ ) = 0 nach [8 ;
Theorem 1.6.2 7, p. 47].

( 2 ) Sei R’ *-primitiv. Für I ( T’ ) ~ 0 ist T’ *-primitiv nach Lem-
ma 2.2 (1). Für = 0 ist R’ *-einfach, also T’ *-einfach, somit
T’ *-primitiv.
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(3) Sei zunächst T *-einfach. Ist I ( T ) ~ 0, so ist T kleinstes
*-Ideal von .I-~. O.E. sei I(T) = 0 und F(R) =1= 0. Dann gibt es 0 ~ z E
E Zs(R), so daß zZs(R) c T, und ist .R PI-Ring. Demnach ist Zs(T)
Körper und das Einselement 1 von T auch Einselement von .R. Wegen
Zs(R) = zz-1Zs(.R) c Zs(T) ist Zs(R) Körper, also .R *-einfach nach [3;
Corollary, p. 40].

Sei nun T *-primitiv. Ist I (T ) ~ 0, so ist R *-primitiv nach
Lemma 2.2 (1). Nun verfolgt man den Beweis von (3).

(4) Sei 0 # X *-Ideal von .1~. Mit I (T ) ~ 0 ist 0 ~ XI(T) c
O.E. sei I (T ) = 0 und 0. Dann gibt es 0 ~ z E

E so daß zZs(R) c T. Angenommen es gilt X r’1 T = 0. Dann
ist f (X ) c X n T = 0, also Zs (R) 0 nach [3; Lemmas 1.1.5 and
5.1.5, pp. 6, 195 and Corollary, p. 40], somit 0 ~ r1 X) c T 
Widerspruch.

Für A c .R sei ~r = 01. Wir sagen, R erfüllt max-
ann-*, max-ann bzw. max-@, wenn die Maximalbedingung für
ann-* (.R ) : _ *-Ideal von ann (R):= 
~ erfüllt bzw. keine unendliche direkte Summe von null verschie-
dener Rechtsideale besitzt. Sei reg (1~) die Menge der regulären
Elemente von R, ~(.I~) :_ ist wesentliches Rechtsideal
von 1~~ und Q"1(R) der klassische Quotientenring von R, falls R (halb-
primer) Goldiering.

LEMMA 2.9. Sei .R halbprim und X *-Ideal von R. Dann gilt:

( 1 ) = : Y und ann., Y = 0 .

(2) .X ist halbprimer Ring.

(3) Mit .R erfüllt X max-ann bzw. max-ann-*.

(4) R erfüllt X und annR X erfüllen max- @.

(5) 5(R) ist Ideal von R, 03B2(R) r’1 X c a(X ). Insbesondere gilt:
Mit a(X) = 0 = X) ist a(R) = 0.

(6) R ist Goldiering - X und annR X sind Goldieringe.

(7) Sei X E ann-* (.R) . Mit R erfüllt auch max-ann, max-

ann-* bzw. max-@.

Sei nun zusätzlich .R mit max-ann-*. Dann gilt:
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(8) R erfüllt die Minimalbedingung für ann-* (I~) und besitzt
keine unendliche direkte Summe von null verschiedener *-Ideale.

(9) ann-* (R) besitzt nur endlich viele maximale Elemente Pi,
1 ~ i c m, und es gilt: und .R%Pi *-prim, 

(10) Sei .R nicht *-prim. Die minimalen Elemente von ann-* (R)
sind *-prime Ringe und es gibt endlich viele minimale Elemente B i ,
1in, von ann-* (R), so daß @ Bi = : B und ann,B = 0.

1in

(11) Sei R PI-Ring. Dann ist .R Goldiering.

BEWEIS. ( 1, 2, 4, 5, 8) sind trivial. Zu (3) beachte man, daß für
alle *-Ideale Y von X gilt: ann, Y = ann" XYX n X. (6) erhält man
mit (3, 4, 5). (7, 9, 10) erhält man mit ähnlichen Argumenten wie [1;
Lemmas 4.6, 4.7, 4.8, 4.9, 4.10, 4.17, pp. 73, 74, 83].

(11) Seien B i , wie in (10). Dann ist B i *-primer PI-
Ring, also Goldiering, Nach (6) ist I~ Goldiering.

SATZ 2.10. Sei 1~ halbprim mit max-ann-* und T E (R, f ,1 ) . Mit T
ist R Goldiering.

BEWEIS. Nach Lemma 2.9 (6) ist I ( T) Goldiering. Weiterhin ist

==0, also PI-Ring [3; Lemma 5.1.5, p. 195].
Nach Lemma 2.9 (2, 3, 11) ist Goldiering. Nach Lem-
ma 2.9 (6) ist R Goldiering.

SATZ 2.11. Sei R halbprim, T e (R, f, I) und T halbprim mit max-
ann-*. Mit Rist T Goldiering.

BEWEIS. Nach Lemma 2.9 (6) ist I ( T ) Goldiering. Weiterhin ist

= 0, also PI-Ring [3 ; Lemma 5.1.5, p. 19~ ].
Nach Lemma 2.9 (2, 3, 11) ist halbprim mit max-ann-*,
also Goldiering. Nach Lemma 2.9 (6) ist T Goldiering.

LEMMA 2.12. Sei B halbprim, Pi *-prime Ideale von R mit
und Mit R/Pi, 1  1  ~n, ist R

Goldiering und

BEWEIS. Man argumentiert ähnlich wie in ~1; Theorem 4.7, Proof,
p. 75 ~.
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SATZ 2.13. Sei .R halbprim und T E (R, y) . Dann gilt:

( 1 ) R ist Goldiering =&#x3E;I(T) ist Goldiering =&#x3E; T ist Goldiering ~

BF,wEis. ( 1 ) erhält man wegen ann., I(T) - 0 mit Lemma 2.9 (6).
(1) ~ (2): Sei bziv. reg (T) und r E R, so daß ar = 0.
Dann ist arI(T) = 0, also rI ( T ) = 0, somit r = 0. Entsprechend
schließt man für rac = 0 . Somit ist reg (I(T)) c reg ( T ) c reg ( R ) , also

SATZ 2.14. Sei R halbprim, T E (R, 03B2, F) und Rp = 0. Dann gilt:
Mit Rist T Goldiering und mit halbeinfachem

Artinring yY.

BEWEIS. Seien Pi, m, die maximalen Elemente von ann-* (R)
gemäß Lemma 2.9 (9), M : _ nach evt. Umnumerie-

rung fQ (T m P,) = 0 und und N=
1ik

Wegen annR Pi = 0 ist nach Lem-

Nach
den Lemmata 2.2 (1), 2.9 (7) und 2.12 und Satz 2.13 ist _

SATZ 2.15. Sei R halbprim, und ~==0. Dann
gilt: Mit R ist T Goldiering. Weiterhin gibt es halbeinfache Artin-
ringe Wi, 1i3, so daß = == und

- 0-

BEWEIS. Verfolgt man den Beweis von Satz 2.14, so erhält man
I (T’ ) ~ 0 oder T’ c Z(.R’ ) für alle Sei 1’~1: _ 0}.

SATZ 2.16. Sei .R halbprim und T E (R, f, I) n (R, P). Dann gilt:
Mit .R ist T Goldiering.

BEWEIS. Verfolgt man den Beweis von Satz 2.14, so erhält man
mit Satz 2.11, daß T’ Goldiering ist für alle N. Nach Lemma 2.12
ist T Goldiering.

SATZ 2.17. Sei .I~ Goldiering und Dann gibt es c c-

e reg (R), so daß eR c T.
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BEWEIS. Wegen = 0 gibt es c e I(T) r1 reg (.R ) nach [2;
Lemma 7.2.5, p. 175]. Also ist eR c T.

SATZ 2.18. Sei .R Goldiering, T E F) und RRF== 0. Dann gibt
es c E reg (.R), so daß in einem endlicherzeugten T-Untermodul
von R enthalten ist.

BEWEIS. Man verfolgt zunächst den Beweis von Satz 2.14 und

hat insbesondere kanonisch .R c )( Nach Lem-
1im

ma 2.9 (7) und [3; Lemma 7.2.5, p. 175] gibt es a1 E annR P1, so daß
ai = I( Tl ’m reg (1~’ ) . Dann gilt = air’c T’, also

Entsprechend wählt man
und setzt

Verfolgt man den Beweis von Lemma 1.1, so erhält man

LEm3iA 2.19. Sei R *-primer PI-R~ing. Dann gibt es c E Z(R) r)
so daß c~ in einem endlicherzeugten Zs(.R)-Untermodul

von .R enthalten ist.

SATZ 2.20. Sei R Goldiering, und Zs(R) c T. Dann
gibt es c E reg so daß cI~ in einem endlicherzeugten T-Untermodul
von .R enthalten ist.

BEWEIS. Man verfolgt zunächst den Beweis von Satz 2.18. Ist

so erhält man wie dort a1 E ann, P, r1 reg (R’ ), so daß c

c al T . Wir setzen cl : = a~ .
Sei nun R’ PI-Ring. Nach [3; Corollary, p. 40 J gibt es al E annR Pl ,

Wegen [al, ..R] U [a’Zs(R’), R] c
c P1 r1 ann" P, - 0 ist al E Zs(.R) und c Zs(R) c T. Nach Lem-
ma 2 .19 gibt es b, 1 c ~ c 1~, so daß r1 reg (R’) und 

Wir setzen Cl = afb. Entsprechend erhält man ci , 1  und setzt

schließlich

SATZ 2.21. Sei .R Goldiering, T e (R, 03B2, 1], F, n) und R, = 0. Dann
ist der rechtsseitige T-Modul isomorph zu einem Untermodul eines
endlicherzeugten T-Moduls.

BEWEIS. Mit den Notationen des Beweises von Satz 2.14 ist 
und (R/Pi)F== 0, 0.E. sei deshalb
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1-~ *-prim. Ist I ( T ) ~ 0, so erhält man mit Satz 2 .17 die Behauptung.
Anderenfalls ist R PI-Ring und gibt es 0 # b E Zs(.R), so daß bZs(R) c T.
Nach Lemma 2.19 gibt es a E Z(R) r1 reg (1~), so daß aR in einem

endlicherzeugten Zs(R)- Untermodul von R enthalten ist. Also ist abR
in einem endlicherzeugten T-Untermodul von R enthalten.

SATz 2.22. Sei 99 Körper, .R p-Algebra und X das größte 
braische bzw. 99-lokalendliche (*-) Ideal von R. Weiterhin erfülle

max-ann-*. Sei T E (R, B, n, F, n) p-algebraische bzw. 99-lokalen-
dliche 99-Unteralgebra von .R. Dann gilt c X und S""(R) c X.

BEWEIS. O.E. sei X = 0. Sei Pi , gemäß Lemma 2.9 (9)
und 1~’ : _ .R/Pl . Wegen I ( T’ ) annRPlc X = 0 ist I ( T’ ) = 0, also R’
PI-Ring. Angenommen es gilt F(R’ ) # o. Dann gibt es 
so daß Y := zZs(R’) c T’ p-algebraisch ist. Nun ist Y Körper, fol-

glich Y = Zs(R’ ), und 1~’ Y-algebraisch, also .R’ p-algebraisch, somit
R’ 99 -lokalendlich nach [2; Theorem 6.4.3, pp.167 ], demnach 
c X = 0, schießlich 1~’ = 0, Widerspruch.

SATZ 2.23. Sei T E (R, 03B2, q, F, n) und erfülle RIL(R) max-ann-*.
Dann gilt F(R) c L(R) .

BEWEIS. O.E. sei L(.R) = 0. Folgt man dem Beweis von Satz 2.22,
so ist zunächst I( T’ ) = 0 und 1~’ PI-Ring. Angenommen, es gilt
.F’(1~’ ) ~ 0. Dann ist z nilpotent, also z = 0, Widerspruch.

3. Ergänzungen.

Mit den Notationen vor Beispiel 1.18 und Lemma 1.24 gilt

LEMMA 3.1. Sei .1~ halbprim und 2-torsionsfrei.

(3) Sei *-prim, i E tl, 3, 4, 5} und T e Dann ist C"(T)
*-prim.

BEWEIS. (1) Sei T E Ti(R). Mit 1~’ ist T’ *-einfach nach den

Beispielen 1.19-1.21. Für I (T’) ~ 0 ist mit l~’ auch T’ *-prim bzw.
*-primitiv nach Lemma 2.2 ( 1 ) . O.E. sei I( T’ ) = 0, also .R’ PI-Ring
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nach Lemma 1.15. Mit Lemma 2.1 (1, 2) erhält man die restlichen
Behauptungen. (2, 3) erhält man ähnlich wie (1).

LEMMA 3.2. Sei .R halbprim und 2-torsionsfrei.

BEWEIS. Wegen Z(T)’c Z(T’) und K(R’) sei o.E. R *-prim.
Für I(T) ~ 0 gilt Z(T) c Z(.R). O.E. sei I(T) = 0, also R PI-Ring
nach Lemma 1.15. O.E. sei nun R *-einfach. Mit den Beispielen 1.19-
1.22 erhält man die Behauptungen.

LEMMA 3.3. Sei I-~ halbprim und 2-torsionsfrei, i E {6, 71, AiE 
und Dann gilt:

BEwEIS. ( 1 ) Ist I ( T’ ) ~ 0 oder so ist T’ *-prim nach
den Lemmata 2 .1 (3) und 2.2 ( 1 ) . Anderenfalls ist Q(R’) *-einfach
nach Lemma 1.27 (1). Mit Lemma 1.28 (2, 3) erhält man die Be-

hauptung. (2, 3) erhält man ähnlich wie (1).
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