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Sugli zeri delle soluzioni di una classe
di equazioni differenziali lineari del secondo ordine.

ANNA MARIA BRESQUAR (*)

SUMMARY - Using appropriate comparison theorems, lower and upper bounds
are founded for the distance of conjugate points and 7:- points with respect
to the equation x" -E- a(t) z’ + b(t) x = 0 belonging to a certain class. Further,
if lim a(t) = h, lim b(t) = k, 4k - h2 &#x3E; O, some asymptotic formulae for
t-+oo t-+oo

the distance between conjugate points and 7:-points are given.

1. Introduzione.

Si consideri l’equazione

dove a(t), b(t) sono funzioni a valori reali e localmente sommabili
sulla semiretta [e, + 00); richiamando queste ipotesi su a(t), b(t) si
scriverà : a(t), b(t) E + 

Seguendo le usuali definizioni (1) si dirà che l’equazione (1) è oscil-
lante su una semiretta se una sua soluzione (non triviale) ammette
infiniti zeri sulla semiretta stessa; generalmente per brevità si dirà
soltanto che l’equazione (1) è oscillante.

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto di Matematica Applicata, Università di
Padova.

(1) Si vedano ad esempio: Coppel [3], Reid [15], Willet [17].
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Si dirà che l’equazione (1) è disconiugata in un intervallo I se
nessuna soluzione di (1) si annulla più di una volta in I.

Si dirà invece che il punto t2 è il coniugato di ti rispetto all’equa-
zione (1) se esiste una soluzione x(t) dell’equazione (1) tale che: =

= X(t2) = O, x(t) ~ 0 per t E ]i1, t2[; verrà quindi qui tralasciata una
più puntigliosa locuzione: il punto t2 è il primo punto coniugato destro
di t1 rispetto all’equazione (1). Seguendo sostanzialmente Leighton [7]
si dirà che ci è il 2-punto di t1 rispetto all’equazione (1) se esiste una
soluzione x(t) dell’equazione (1) tale che: x(tl) = = 0, x’(t) ~ 0
per t E [t1, 

Si dirà anche che t2 è il punto focale di rispetto all’equazione
(1) se esiste una soluzione x(t) dell’equazione (1) tale che: _

- x(t2) = O, x(t) ~ 0 per t E t2[.
Nell’ipotesi che a(t), b(t) E 00)) e che soddisfino le con-

dizioni 
*

è stato dimostrato da Richard in [16] che l’equazione (1) è oscillante e
che, detti tn gli zeri di una sua soluzione non triviale x(t), zn gli zeri
di x’ (t ) in una opportuna semiretta dove si ha:

Questo risultato è stato ottenuto in [16] associando all’equazione (1)
particolari equazioni di confronto, non più precisamente lineari, con-
tenendo il valore assoluto della derivata prima.

In questo lavoro si estende il risultato, ottenuto in [16], al caso
in cui

(2) Tralasciando l’ipotesi 4k - h2 &#x3E; 0 è ovvio che la (1) può non essere
oscillante.
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Si trova cos  che

Le equazioni di confronto usate in [16] non servono e ne sono state
qui introdotte altre che sono lineari a coefficienti discontinui. Oltre a
determinare i limiti (3), (3’), (3") in questo lavoro si calcolano anche
delle approssimazioni per difetto e per eccesso delle differenze e

(si vedano le formule (6), (7) del Teorema 1). Per il con-

fronto fra l’approssimazione per difetto qui ottenuta di e

quella di De La Vallée Poussin si veda l’Osservazione la.
I risultati ottenuti sono noti quando a(t) sia identicamente nulla.

In luogo del metodo diretto, usato nei paragrafi 3, 4, si potrebbe pen-
sare ad una trasformazione dell’equazione (1) che muti il problema
in quello corrispondente per una equazione del tipo

A questa questione ed ai problemi che solleva è dedicato il pa-

ragrafo 5.

2. Lemmi preliminari di confronto.

LEMMA 1. Si considerino le due equazioni differenziali

con a(t), b(t), ax(t), bi(t) a valori reali e sommabili in un intervallo I.
Considerati si supponga che valgano le disegua-
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glianze (3)

L’equazione (2) ammetta una soluzione y(t) soddisfacente le condizioni

allora l’equazione (1) è disconiugata in a + e « non ammette

i-punti in 0153 + rispetto all’equazione (1); scelte le soluzioni

dell’equazione (1) e dell’equazione (2) soddisfacenti le condizioni

allora si ha

DIMOSTRAZIONE. Scelte le soluzioni x(t) e y(t) soddisfacenti le (5),
(4), (4’), le ipotesi fatte assicurano che

Poichè x(a) = 0, x’(a) &#x3E; 0 ed x(t), x’(t) sono assolutamente con-
tinue in I esiste un intorno destro di a in cui x(t) &#x3E; 0. Se x(t) ammette
uno zero successivo ad a in I, sia a + m tale valore, altrimenti si

ponga a + (0 = sup I. In ogni caso si ha

(3) È chiaro che, essendo le diseguaglianze verificate quasi ovunque, non
ha alcuna importanza il confronto fra a(t) ed al(t) nel punto a+ 



251

Posto

sussiste l’identità

Detto 6 = min (m, le condizioni (7), (8) e _--_ 0 q.o. in I,
assicurano che

e perciò

Dalla condizione = 0 e dalla assoluta continuità di

seguono allora

D’altra parte

e perciò

Se fosse min (c~, = m  Wl si avrebbe allora una contraddizione.
Nè può essere x(a -~- Wl) = 0 perchè in tal caso si avrebbe

+ mi) = 0 in contrasto con la (11). Da ciò segue
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Le condizioni x(a) = 0, x(t) &#x3E; 0 in ]a, a -E- verificate da una so-
luzione dell’equazione (1), assicurano che questa equazione è disco-
niugata in lo, a + Infatti, se una soluzione x(t) di (1) si annul-

lasse due volte in a + cv,], sarebbe necessariamente linearmente
indipendente da x(t) in I e quindi x(t) dovrebbe annullarsi due volte in
]oc, a + L’applicazione del teorema di Sturm (4) porterebbe allora
alla contraddizione che anche x(t) dovrebbe annullarsi in ]a, a + mi].

Inoltre dalla condizione u(t) &#x3E; 0 in ]a, a + segue

e quindi

da cui

Nè può essere x’ (a -~- = + = 0 perchè si avrebbe allora
+ = 0 in contrasto con la (11). Si conclude che

e che x’(t) &#x3E; 0 in [a, a -f - 1]1]; quindi x = a non ha r-punti rispetto
all’equazione (1) in [a, a + 

LEMMA 2. Si considerino l’equazione (1)

(4) Poichè a(t), b(t) E L(I) il teorema di Sturm è applicabile all’equa-
zione (1) scritta in forma autoaggiunta. Per la validità del teorema di Sturm
in condizioni molto generali si veda [2]. Del resto si potrebbe applicare alle
funzioni differenziabili x(t), x(t) il Lemma 1 di pag. 4 di [3].

Si noti che la sola, condizione x(t) &#x3E; 0 in ]~x, a + assicura che l’equa-
zione (1) è disconiugata in ]a, a -~- ma non in [a, a + Wl]. Alla stessa con-
clusione condurrebbero le condizioni C[y](t)  0 q.o. in [a, a + Wl]’ y(t) &#x3E; O
in cfr. [3], cap. I, pag. 5-6 e anche par. 10 di [4].
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e l’equazione ,

con a(t), b(t), a2(t), b2(t) a valori reali e sommabili in un intervallo I.
Considerati a E I, oc + w2E I, si supponga che valgano le diseguaglianze

L’equazione (2’) ammetta una soluzione z(t) soddisfacente le con-
dizioni

allora l’equazione (1) non è disconiugata in [a, a + W2[ ed ammette
7:-punti di x = oc in [a, a + ~2[. Scelte le soluzioni dell’equazione (1) e
dell’equazione (2’) soddisfacenti le condizioni

si ha

dove a + co è il punto coniugato di a rispetto all’equazione (1) e

Ó2== min (co, ~2).

DIMOSTRAZIONE. Scelte le soluzioni x(t), z(t) soddisfacenti le (16),
(15), (15’), le ipotesi fatte assicurano che

Definito a + c~ come nel Lemma 1, e introdotta la funzione
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si ha

Considerazioni del tutto analoghe a quelle del Lemma 1, assicu-
rano che la soluzione x(t) si annulla nel punto che
vale la prima delle (17). Ne segue poi l’esistenza di a E ]a, oc + co[,
i-punto di x = a rispetto all’e quazione (1). Considerazioni sui rap~, 1
porti x(t)lz(t) ed analoghe a quelle del Lemma 1, condu-
cono infine alla seconda delle (17). Conducono anche alla diseguaglianza

se a + 1’)2 a -E- co. È poi evidente che la (20) è verificata anche se (5)
in quanto 

3. Costruzione di particolari equazioni di confronto.

Si consideri l’equazione

Relativamente all’equazione (1) si ammetta l’ipotesi seguente:

IPOTESI H. Le funzioni a(t), b(t) appartengano +00)).
Indicato con J un insieme soddisfacente le condizioni

si abbia per 

Vale allora il teorema seguente.

(5) Si noti che non può essere perchè si avrebbe ~(x-{-~)==0 in
contrasto con la (19’).
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TEOREMA 1. Si supponga che per l’equazione (1) valga l’ipotesi H e
si scelga e tale che 0  e  - + 2) + +2)~+ 4k - h 2. Si
considerino le equazioni

con

dove

e con

dove

Allora per a « sufficientemente grande (6) esiste il punto « + (o,
coniugato di ex rispetto all’equazione (1), che verifica la doppia li-
mitazione
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Esiste anche il punto a + q, che è il z-punto di a rispetto all’equa-
zione (1), che verifica la doppia limitazione

DIMOSTRAZIONE. Per l’ipotesi H, considerato e con la condizione

Fissato a &#x3E; c*, la dimostrazione si riduce a provare che le equa-
zioni (1) e (2) verificano le ipotesi del Lemma 1 nell’intervallo

[a, a + wi] e le equazioni (1) e (2’) quelle del Lemma 2 nell’intervallo
[a, a + c~2], pertanto in sostanza a verificare le due proposizioni seguenti.

PROPOSIZIONE la. L’equazione (2) definita dalle (3), (4), (5) am-
mette una soluzione y(t) che soddisfa le seguenti relazioni

PROPOSIZIONE 2a. L’equazione (2’) definita dalle (3’), (4’), (5’)
ammette una soluzione z(t) che soddisfa le seguenti relazioni

VERIFICA DELLA PROPOSIZIONE la. I coefficienti dell’equazione (2)
sono costanti a tratti. Considerata la « equazione caratteristica »

si ha



257

e quindi

Posto

la funzione

dove A è una costante positiva, è una soluzione dell’equazione (2)
che verifica (9), (10). Infatti si ha y(a) = y(a + Wl) = 0 perchè la (4)
si può leggere 

-

Le (10) seguono dalla formula
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e dall’osservazione che per t E [a, a + si ha

e oc + si ha

È ovvio che y(t), y’(t) risultano assolutamente continue in [0153, a + Wl]
(anche y" ( t ) è continua ivi) e da tutto ciò segue che y(t) &#x3E; 0 in

](X, oc + mi[.

VERIFICA DELLA PROPOSIZIONE 2a. I coefficienti dell’equazione (2’)
sono costanti a tratti. Considerata la « equazione caratteristica »

si ha

Posto

a funzione
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dove B è una costante positiva, è una soluzione di (2’ ) che verifica
(9~ (10~).

COROLLARIO. Considerata la soluzione dell’equazione (1), determi-
nata dalle condizioni iniziali

si scelgano le costanti A, B nelle (15), (15’) in modo che risulti

Si può allora concludere che per le soluzioni di (1), (2), (2’) cos
determinate valgono le doppie diseguaglianze

OSSERVAZIONE la. La formula (6)

fornisce delle approssimazioni per difetto e per eccesso della distanza (»
fra due zeri successivi di una soluzione x(t) dell’equazione (1). É spon-
taneo confrontare l’approssimazione per difetto Wl di co con quella
notissima fornita da De La Vallée Poussin in [4]. Mostreremo che
per h &#x3E; 0 oppure per h  0 quella fornita da W~ è migliore, mentre
per h = 0 le due approssimazioni coincidono.

Infatti se h &#x3E; 0 dalle (8) si ottiene

e l’approssimazione (7) fornita in [4] risulta

(7) Ovviamente in [4] la (23) dovrebbe essere verificata per 
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che coincide con 2qi (si veda la (4)) . Si tratta di dimostrare che per
ogni e, con + 2) -f-1~(~h~ --E- 2)2-E- 4k-h2, si ha 2~i
cioè che iil.

Posto = f , dalla (4) si ha

La decrescenza della funzione

in [O, 1) e la relazione

conducono alla conclusione.
Se h  0 dalle (8) si ottiene

e l’approssimazione fornita in [4] coincide con La verifica
che w~&#x3E; è strettamente analoga alla precedente.

Infine se h = 0 dalle (8) si ottiene

liapprossimazione fornita in [4] diviene 2qi = coi come è evidente dalle
(4), (5).

OSSERVAZIONE 2a. Alle conclusioni del Teorema 1 e del relativo

Corollario, cioè a formule analoghe alle (6), (7), (21), (22), si può giun-
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gere anche se i coefficienti di (1), sommabili in un intervallo I, veri-
ficano quasi ovunque in I le condizioni

purchè la lunghezza dell’intervallo I non sia minore dell’attuale va-
lore di W2 (analogo a quello di (~’)) cioè di

4. Conclusione.

TEOREMA 2. L’equazione

nell’ipotesi H del paragrafo 3 è oscillante sulla semiretta 
detti tn gli zeri di una sua soluzione x(t) e tn gli zeri di x(t) in una
opportuna semiretta, (8) in cui tn+~, si ha:

e di conseguenza

(8) Ovviamente, per l’ipotesi .g’, c* (si veda la (8) del paragrafo 3)
fra due zeri successivi di x(t) esiste uno ed un solo valore zn in cui si annulla x’(t).
Infatti basta scrivere la (1) sotto forma autoaggiunta ed integrare

(t) = 0 fra due zeri successivi di x’(t).
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DIMOSTRAZIONE. L’affermazione che l’equazione (1) è oscillante

segue dall’ipotesi H, si veda 6.4 di [16], ed è anche implicita nelle
considerazioni che seguiranno.

Consideriamo la soluzione x(t) dell’equazione (1) definita dalle con-
dizioni iniziali

Il Teorema 1 ci assicura che la soluzione x(t~ si annulla in un

punto successivo ti verificante la condizione

con col, W2 dati dalle (5), (5’) del paragrafo 3. Se ora consideriamo la
soluzione - x(t) in un intorno destro di tx (è ovvio che - x’(t~) &#x3E; 0)
ed applichiamo il Teorema 1, otteniamo l’esistenza di un successivo
zero t2 di x(t) verificante la condizione 

-

Resta cos  definito l’insieme discreto degli zeri della soluzione x(t) a
conferma del carattere oscillante dell’ e quazione (1).

Analogo discorso può essere fatto per i punti in cui si annulla x’(t)
verificanti le diseguaglianze

Si può a questo punto osservare che per s - 0 le quantità ~2- ’Y}~
ed W2- Wl tendono a zero mentre cvx ed qi tendono ad un numero

positivo, sicchè i punti ’l’ n e tn sono separati per E abbastanza pic-
colo e quindi n abbastanza grande (9). Inoltre il passaggio al limite
per e - 0 nella (7) e nella

fornisce le formule (3), (2), (4), (4’).

(9) In altre parole si ha:
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5. Commenti.

Vista la vastissima bibliografia relativa agli zeri delle soluzioni

(e delle loro derivate) dell’equazione differenziale

nel caso (1°) a(t) = 0, b(t) E C([e, + oo)), ci si può chiedere se i risul-
tati del Teorema 2, nell’ipotesi aggiuntiva che le funzioni a(t), b(t)
siano continue in [c, + 00), si possano ottenere trasformando l’equa-
zione (1) in una equazione del tipo

La risposta è affermativa per quanto riguarda la formula

soltanto però in uno dei casi:

Se h = 0 non sembra possibile dare una risposta generale con questo
metodo.

Del tutto scoraggiante la situazione se si cerca di ottenere la for-
mula (3) del Teorema 2 cioè

Mostriamo ora come si possa riottenere la (2) per h # 0 mediante
una trasformazione che muta (1) in (1’). Per far ciò è necessario di-
stinguere il caso h &#x3E; 0 da quello h  0.

(10) Si vedano ad esempio [7], [8], [13], [14], [18].
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Io caso (h &#x3E; 0). Si suppone che l’equazione (1) abbia i coefficient
continui in le, + 00) e che si abbia

Scritta l’equazione (1) in forma autoaggiunta

posto

c

dalla prima delle (4) si ottiene

Posto ancora

la trasformazione di Kummer

dove

muta la semiretta le, + oo) nella semiretta [O, + oo) e l’equazione (1)
nella (1’) con

Si ha poi
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È noto il risultato ( ~ 1 ) : se

l’equazione (1’) è oscillante e, detti sn gli zeri successivi di una solu-
zione non triviale ~(s), con si ha

Dalla (10) segue quindi

Detta x(t) la soluzione della (1) corrispondente, mediante (8), ad
u(s), per gli zeri successivi tn di x(t) vale la relazione sn = 99(t,,). Ne
deriva facilmente la (2).

110 caso (h  0). Si suppone che l’equazione (1) abbia i coefficienti
continui sulla semiretta [c, + oo) e che si abbia

Scritta l’equazione (1) nella forma (1’), in luogo della (6) si ha

Posto

la trasformazione di Kummer

(11) Si veda ad esempio Hartman [5], Es. 3.2 pag. 336
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dove

muta la semiretta le,, + 00) nella semiretta [O, + 00) e l’equazione (1)
nella (1’) con

da cui segue ancora

e quindi la conclusione.
La difhcoltà di cui si è detto per estendere questo tipo di dimostra-

zione sia al caso h = 0, sia al comportamento degli zeri della derivata
prima di una soluzione mi confermano nell’ opinione che non sem-
pre sia conveniente trasformare l’equazione (1) nella (1’). Possiamo
qui citare l’autorevole parere di A. Ju. Levin ~11] :

« In view of the possibility that terms containing x may be ex-
cluded, it is often averred that the " complete " equation x + px +
-f- q = 0 it is not needed. It is difficult to concur with this notion

since there are a number of theorems that make essential use of the

dissipation term p(t)x and that have no direct analogue for the case
~ (t) = 0 ; attempts to prove these theorems by going over to the
« abbreviated » equation 9 + f y = 0 having not simplified the task, but
have instead complicated it ».

6. Esempi.

Esempio I. Consideriamo l’equazione (12)

e supponiamo si abbia 4a~; - h2 &#x3E; o.

(12) E. KAMKE, Dif ferentialgleichungen, Lösungsraethoden und Lòsungen,
Chelsea P. Co., New York, 1948; formula 2.64, pag. 418.
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Le formule (2), (3) del Teorema 2 sono applicabili, e per gli
zeri t,,, í n di una soluzione x(t) e della sua derivata x’(t) si trova

Le soluzioni dell’equazione (1) si possono esprimere per mezzo
di funzioni elementari quando h è un’intero pari non negativo (13).
Nel caso particolare h = 2 l’equazione (1) si riduce alla forma sem-

plicissima

Ne deriva l’integrale generale 
’

da cui la seguente espressione esplicita di tn

In questo caso la (2) è quindi una uguaglianza, perchè si ha

La determinazione di 7: n è affidata alla soluzione dell’equazione (14)

Poichè il secondo membro tende ad « per t ~ + oo si ottiene una

prima espressione asintotica di z~ n

(13) E. KAMKE, op, cit., equazioni 2.64, 2.297, 2.298.
(14) Si ricordi che 0.
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e da questa discende il valore asintotico previsto dalle (3); si ha infatti

L’approssimazione fornita dalla (5) o dalla (3’) è molto buona;
posto infatti

si trova facilmente

Esempio II. Consideriamo l’equazione

ottenuta dall’equazione di Mathieu

per mezzo del cambiamento di variabile s = i~.
La sostituzione t = m sh s trasforma la (6) nell’equazione

alla quale sono applicabili le formule (2), (3) del Teorema 2.
Si ha quindi, con il solito significato dei simboli,

Ciò significa che per gli zeri corrispondenti on di una soluzione
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u(s) dell’equazione (6) e della sua derivata si trova

Queste formule permettono una valutazione diretta delle differenze
~sn+~- sn, (Jn- sn. Si ha infatti, per la formula di Lagrange

Inoltre per il teorema di Cesaro si ha

e finalmente

In modo del tutto analogo si ha
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