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REND. SEmM. UN1v. Papova, Vor. 57 (1977)

Esistenza ed unicita della soluzione
di una disequazione variazionale
associata ad un operatore ellittico
del secondo ordine a coefficienti discontinui.

MAvURrizio CHICCO (*)

SoMMARIO - Nel presente lavoro si considera una disequazione variazio-
nale associata ad un operatore lineare ellittico del secondo ordine
in forma di divergenza e a coefficienti discontinui. Si prova che la
disequazione variazionale ammette una ed una sola soluzione nella
ipotesi che il primo autovalore dell’operatore ellittico associato sia
negativo ovvero (cid che & lo stesso) se per tale operatore vale il
principio di massimo generalizzato.

1. - Introduzione.

Il presente lavoro é una continuazione di [6] in cui si danno
teoremi di esistenza ed unicita per la soluzione di una disequazione
variazionale associata ad un operatore lineare ellittico del secondo
ordine, in forma di divergenza, a coefficienti discontinui e non
{necessariamente) coercivo. In [6] si faceva tuttavia D’ipotesi che

n
1) ¢ — 3 (d);, =0 nel senso delle distribuzioni.
i=1

(*) Indirizzo dell’A : Istituto Matematico - Universitd di Genova -

Via L. B. Alberti, 4 - Genova.
Lavoro eseguito nell’ambito del Laboratorio di Matematica Applicata

del C.N.R., Genova.
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Nel presente lavoro tale ipotesi viene sostituita con un’altra
piu debole la quale si dimostra sufficiente per ’esistenza, unicita
e la continuitd della soluzione della disequazione variazionale.

Inoltre nel presente lavoro viene estesa la classe di « ostacoli »
per i quali & valido il teorema di esistenza ed unicitd. Mentre in
[6] si supponeva che la funzione ostacolo y fosse tale che

esiste fe L, (2), con p > n, tale che
2) pe H (2), p< 0 su 992, a(y,v) = /fvda;
per ogni v € H)(Q), o

nel presente lavoro si suppone solo ye H! (£2) n Co (2), y < 0 su §Q.
Nel paragrafo 6 si di qualche risultato anche nel caso y € Co(f2),
p < 0 su 98.
Lavori precedenti che trattano problemo simili, pur con ipotesi
diverse, sono ad esempio [4], [5], [7], [10] oltre al gia citato [6].

2. - Notazioni ed ipotesi.

Sia £ un insieme aperto e limitato di R®, con » > 3.

I risultati valgono anche per n = 2, pur di modificare qualche
esponente di sommabilitd negli spazi funzionali considerati. Si sup-
pone che la frontiera 902 di 2 sia abbastanza regolare, e precisa-
mente che 2 sia Hy(2) — ammissibile (vedi [8]). Cid si verifica ad
esempio se /f2 & rappresentabile localmente come grafico di una
funzione lipschitziana.

Siano HY(2) e Hy(f2) gli spazi di Hilbert sui reali ottenuti com-
pletando rispettivamente C1(2) e C}(£2) secondo la norma

»
el = llwllye + izl otz | g0y -

Sia 0’0»1(5) lo spazio di Banach delle funzioni hélderiane di

esponente 4 (0 <A< 1) in 2, cioé delle funzioni » per le quali
¢ finita la norma

”“HC”‘(@ =
= max|u|+ sup {|u(@) —u(@”)| |’ —a"|*:2", e, a’ F£a"|.
2
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Siano a;;€ Lo(R), b€ L,(2), deL, (Q) 4 j=1,2,..,m),

ce Ly, (2), p>n, ¢, costante positiva , z @t t; = ¢,|t|? q.o.
in 2 e per ogni te R». &
Sia a (.,.) la forma bilineare su Hy(2) x H)(R2) cosi definita

. n »
a(u, v) = |} 3 a5 u, Vg + 2 (b ug v+ dun,) + ouv | de.
i=1 =1

Data mna funzione e H1(£), un sottoinsieme compatto B con-
tenuto in 2 ed un numero reale k, si dird che u < k in B nel senso
di H!'(2) se esiste una successione % (j =1,2,...) tale che

uge C1(Q), w;<k in B(j =1,2,..) e im |[u — ulmeg = 0. Nel
7

caso in cni B = 5, si potrebbe dimostrare che » < k in 2 nel senso
di HY(£) se e solo se 4 <k q.o. in 2. Useremo pertanto indiffe-
rentemente i due tipi di disugmaglianze se B = Q.

Sia 9 una funzione di HY(Q) n CO(!?) tale che si possa estendere
ad una funzione, ancora denotata con y, appartenente ad HY(L,),

essendo 2, un aperto contenente 2 (cid si verifica senz’altro se la.
frontiera 9£2 & localmente lipschitziana). Sia inoltre p < 0 su §£.
Indichiamo con k l’insieme (convesso e chiuso in Hgy(f2))

E={vecHyRQ) : v>y q.o. in 2}.

Per ulteriori proprietd degli spazi HY(2), H(2) e della forma
bilineare a(.,.) in connessione con le equazioni ellittiche di tipo
variazionale si rimanda a [9].

L’ipotesi pit importante che si farad nel presente lavoro é questa :

esiste una funzione w € HY(Q2) tale che w > 0
(4) q. 0. in 2 e risulta a(w,v) > 0 per ogni v € C}(2),
v>0 in Q, v(z) > 0 per qualche x € L.

Per i risultati di [2] tale ipotesi (4) & equivalente alle (4'), (4”)
seguenti :

S per ogni funzione u € H'(2) tale che « < 0 su 9£2 nel senso
(4') { di HY(R) e a(u,v) < 0 per ogni v HyL2), v>0 q.0. in Q,
risulta ¥ < 0 g.o0. in Q;
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detto A, Pautovalore del problema al contorno
(@) { a(u, v) + Au, ) = 0 per ogni ve HYQ),

u € Hy(R2)

avente massima parte reale, risulta 4, < 0.

Tali ipotesi sono senz’altro verificate ad esempio se vale la (1)
(vedasi [1], [9]) oppure se la forma bilineare a(.,.) & coercitiva su
HY(Q) (vedi [9]).

3. - Lemmi preliminari.

Nel presente paragrafo si proveranno esistenza ed unicita della
soluzione u €k della disequazione variazionale

a(u,v —u)=>0 per ogni vek

con un’ipotesi supplementare, gia utilizzata in [6]: cioé si suppone
che esista una funzione fe L,(2) (con p > n) tale che a(y, v) =

= ffvdw per ogni v € Hy(Q).

Q2
LeMMA 1. Siano soddisfatte le ipotesi elencate nel paragrafo 2, ed
inoltre esista una funzione f € L, (2) (con p > n) tale che a(y, v) =

= / fodx per ogni v € Hy(R). Allora esiste una soluzione w apparte-

2
nente a k n Co(2) della disequazione variazionale

(5) a(u,v —u)>0 per ognt vek.

DIMOSTRAZIONE. Basta ripetere parola per parola quella di [6]
(teorema 2.3), osservando che per la ipotesi (4') é ancora verificato
il ¢« principio di massimo generalizzato». Pertanto & ancora vero
che u, > v in Q, essendo w, le approssimazioni di « di cui si parla
in [6]. Il resto della dimostrazione del teorema 2.3 di [6] non

cambia.

LEMMA 2. Siano soddisfatte le ipotesi elencate mel paragrafo 2, sia

u ek nCoR) una soluzione della disequazione variazionale (5), sia z
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una funzione di HL(Q) tale che 2> 0 su 92 (nel senso di HY(R)),
p<zgq.o. in 2 ¢ av)=0 per ogni v HY(Q), v=01in 2. Allora
risulta w < z q.0. in Q.

DIMOSTRAZIONE. Essendo sia u sia y funzioni continue in @2,
I’insieme

(6) B=3we§:u(w)=zp(m)§

& chiuso. Allora, come facilmente si verifica, la funzione u & solu-
zione nell’aperto 2\ B dell’equazione

(7) a(u,v) =0 per ogni veHI 2\ B).
Inoltre per le ipotesi fatte sm z risulta pure

(8) a(z,v) > 0 per ogni veHy 2\ B) , v=10 q.0. in A\ B,
da cui subito
(9) a(u—=z,v)< 0 per ogni veH)2\B), v=0 q.0. in AN\ B.

Dalla definizione di k, dal fatto che u € k e per le ipotesi fatte
su 2, segne che u—z< 0 su 92 nel senso di H(Q). Per quanto
rignarda 9B (cioé la frontiera di B) si ha: 2>y su ¢B nel senso
di HY(Q) ed v = v su 9B nel senso di HY(Q) (si veda ad esempio
[3]). Pertanto & pure u—z < 0 su §B nel senso di HY(L2), ed infine
(10) u—2< 0 su 9(2\ B) nel senso di HY(Q).

Dalle (4'), (9), (10) si deduce
(11) u<z q.o in O\ B.

Essendo poi per definizione wu(x) = y(x) per ogni x€B e p< 2
in B nel senso di H'(£2), si conclude che < z q. 0. in Q.

LEMMA 3. Siano soddisfatte le ipotesi del lemma precedente, sia

uekn 00(?)) soluzione della disequazione wvariazionale (5), sia
peHY2) , v, <0 su 92 nel senso di H'(2) , p< 1y, q.o0. in Q.
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Sia u, € H)(Q) , u, =y, ¢. 0. in Q, una soluzione della disequazione
variazionale

(12)  a(u, , v—u;) = 0 per ogni veHYRQ), v=> 1y, q.0. in Q2.
Allora risulta u < u,, q.0. in Q.

DIMOSTRAZIONE. Ponendo nella (12) » = u, + ¢ con ¢ € Hy(Q),
9> 0 q.0. in 2, si ottiene che

(13) a(u,, ¢)>0 per ogni pcHY2) , >0 q.0. in 2.

Pertanto, essendo pure y < y, < %, q.0. in £, si pud applicare
il lemma precedente (ponendovi z = u,) ottenendo, come si voleva,
che u < u, q.0. in Q.

LEMMA 4. Siano soddisfatte le ipotesi del lemma precedente, sia

wekn 00(?2) soluzione della disequazione variazionale (5). Allora esi-
ste una costante K, , dipendente da n, 2 e dai coefficienti della forma
bilineare af(.,.), tale che risulti

max u < K, ma,x(malx »,0).
2 2

DiMOSTRAZIONE. Per l'ipotesi (4) la soluzione w del problema di
Dirichlet

a(w,v) = 0 per ogni v € H(RQ)
(14)
w—1 e HYQ)

(certamente esistente ed unica per la teoria di Riesz-Fredholm e

perché per la (4”) lo zero non é autovalore del problema (14)) é
non negativa in Q. Inoltre per il Corollario 1 di [2] w & stretta-

mente positiva in ogni compatto di 2, ed & holderiana in £ per
le ipotesi fatte su o2 e per i risultati di [9]. Pertanto risulta

min w > 0. Essendo zpeGO(ﬁ) e p<0 su 9@, si ha
2

p(x) < Kyw(x) per ogni xzef

pur di porre K, = (minw) ! max {maxyp, 0}.
Q o
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Allora la funzione K,w si comporta come la funzione z del
lemma 2, in quanto & non negativa su 92 (nel senso di HY(RQ)) e
non inferiore a y in 2, mentre a(K,w,v) = 0 per ogni v € H)(Q).
Dal lemma 2 segue quindi

(16) u(x) < K,w(xr) per ogni e Q.

Ricordando la definizione di K,, dalla (16) segue

w(x) < (max w) (min w)~! max | maxy, 0} per ogni x eQ
Q o Q

pertanto il lemma risulta provato con K, = (max w) (min w)™! .
Q Q

LEMMA 5. Siano soddisfatte le ipotesi del lemma precedente, siano

Uy P, Uy, P, , come nel lemma 3, sia inoltre a (v, , v) = | fiv dx per

Q
ogni v € Hy(Q), ove f, € L,(2) (con p > n). Allora esiste una costante

K, dipendente da n, Q e dai coefficienti della forma bilineare a(.,.)
tale che risulti

0<u—u< K max(p,—y) q.o0.in .
Q
DIMOSTRAZIONE. Per le ipotesi fatte la funzione y, & continua

in 2 e quindi ivi limitata. Sia w la soluzione del problema di

Dirichlet (14); come si & gia osservato risulta minw > 0 e w &

holderiana in £ . Posto e

K, = (min w)™! max (p, — v)
Q Q

risulta evidentemente

anm py—y< Kw q.o0. in Q.

Posto _
B, ={2e : u(r) = p(»)}

Pinsieme B; & chiuso e si ha

(18) a(u,, v) =0 per ogni ve HyQ\ B,).
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Poiché & pure, come si verifica facilmente,

(19) a(u,v)> 0 per ogni ve H}(2), v=0 gq.o0.in 2

ne segue
(20)  a(u,—u,v) < 0 per ogni v € HYQ2\ B,), v= 0 q.0. in 2\ B, .
Poiché w,u, € HY(R) & w,—u =0 su 92 nel senso di H(Q).

Inoltre & u, =v, su 9B, w >y q.o0. in 2, e quindi u,—u < yp,—p
su B, nel senso di H!(£2). Dalla (17) segne quindi

(21) w,—u< Kw su 9@\ B,) nel senso di H(Q).

Dalle (14), (20) si ha
a(u,—u—Kw, v) < 0 per ogni v € Hy(2\ B,), v > 0 q.o.in O\ B,
ed essendo pure, per la (21), w,—u—K,w < 0 su §(2\ B,) nel senso
di HY{(Q), per la (4’) si deduce che
w,—u < Ka q.0. in O\ B,.
Per la definizione di B, e per la (17) la stessa disuguaglianza

vale q. 0. in Q.
Ricordando la definizione di K, e il lemma 3 si ottiene infine

0<u—u< K max(y,—y) q.o0.in 2,
Q

essendo K, = (maxw) (min w)~1. Si osservi che la costante K, & la
Q Q
stessa del lemma 4.

LEMMA 6. Siano verificate le ipotesi del lemma 4 e sia u una
soluzione della disequazione variazionale (5).
Allora esiste una costante K,, dipendente da n, Q2 e dai coefficienti
della forma bilineare af.,.), tale che risulti
L,(Q)}

n
ove si & posto per brevitd y* = max (v, 0) ¢ pI = [z (1p+):,2,,]% .
‘ i=1

v, < Ky [mgxw“r H vl
Q2

H (@)
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DIMOSTRAZIONE. Evidentemente la funzione 4™ appartiene al
convesso k pertanto, essendo u soluzione della disequazione varia-
zionale (5), si ha

(22) a(uy w) < a(u, p)
cioe

(23) E Qg Uy, Uy dx<——[{z b, + d))u,, u—l—cu2}dw+
o =1

7.i=1
+/{ z az] uz, 1/)3: +z(biux'/)++di“w )+cu1p }d'”

Poniamo ancora, per brevita, M = maxu , M, = max p.
Q Q
Dalla (23) e dalle ipotesi fatte sui coefficienti della forma bili-
neare a(.,.) si deduce allora

2
+ M2+

L, (@)

+

Ly (2)

(24) ¢,

< | u

ux ux ux

Ly (@) L, (@)

|

vz

+ M

+M M1]
i1 Ly (2) L, (2)

ove la costante K, dipende dai coefficienti della forma bilineare
a (), da n e da Q.

Dalla (24) si deduce, con facili calcoli

2 2
(25) Co || Uy < K, [377 +( +_) M2+
L, (2) 1| Ly () 47
+ (i + 2wz [ o+ )
2 4n) Yo e 2 Tag)

dove & un qualunque numero positivo. Scegliamo # = ¢,/2K;;
ricordando che per il lemma 4 é M < K, M,, dalla (25) si ottiene

2
’
L; (2)

2
|

(26) Uy ||

SKGIM%'+ ” Vs

Ly (9)
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essendo ancora K; una costante dipendente da =, £ e dai coeffi-

cienti della forma bilineare af(.,.). Poiché u € Hy(£2), per note pro-
prieta di tale spazio dalla (26) segue infine
L, () ]

essendo K; una costante dipendente dagli stessi argomenti di K.

u

7

< K, |,

1
H (@)

4. - Esistenza della soluzione.

TEOREMA 7. Siano verificate le ipotesi elencate nel paragrafo 2.
Allora esiste (almeno) umna soluzione u €k della disequazione varia-
zionale (5).

DIiMoSTRAZIONE. Fissati due numeri ¢ e 6 tali che 0 < 4 < ¢/2,
per noti risultati e per le ipotesi fatte sulla funzione y esiste una

funzione g € 0=(Q) tale che
(27) lg—v + ellma <0, lg—v + ele@< 9.
Poiché H}(f2) & uno spazio di Hilbert e la forma af(.,.) & bili-

neare su H3(2) x Hy(R), esiste una funzione h € Hy(2) tale che

n
(28) a(g,v) = [ 2 hy, v, da per ogni v e H}Q).
Ji=1

Inoltre, poichée g¢ge(C” (f)) , si vede facilmente che risulta
hy, € Ly(2) eon p > n (i = 1,2, ..., n). Sia h, una funzione di classe
C*(2) e sia g, la soluzione del problema al contorno

n
a(g,,v) = [ 3 (k) vy, dw  per ogni v e Hy(RQ)
(29) =1
g,1—9€ H(l)('Q) .

Dalle (28), (29) e dai risultati di [9] segue che la funzione g,
¢ holderiana in £ di esponente A (dipendente da n, 2 e dai coeffi-
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cienti della forma bilineare a(.,.)); inoltre si ha

n
(30) ”91—9”111(9)+”gl—g”c‘°:l(9) < Kg Z [[(hy — h)xille @
=1

essendo K una costante anch’essa dipendente da n», £2 e dai coeffi-

cienti della forma bilineare a (.,.). La funzione h appartiene ad

Hy(Q) e quindi ad H(R") pur di prolungarla uguale a zero fuori

di Q. Inoltre, essendo h, € L,(R") (¢ = 1,2, ..,n), & possibile tro-
n

vare una funzione h € C7(R") tale che la quantita > ||(h,—h), | Lp@)
i=1

sia arbitrariamente piccola. Pertanto dalla (30) discende che si pud

supporre, pur di scegliere opportunamente h, :

(31) 9. — 9 gy @ +max|g, —g[<o.
0

D’altra parte la prima delle (29), essendo la funzione &, di
classe C*(£), pud essere scritta

(32) a(g,, v) = — /(Ah])v dr per ogni ve HL(Q)
el
n

ove A & loperatore di Laplace: A = 3 §*/ga?.
=1

Pertanto la funzione g, soddisfa ad un’ipotesi del tipo di quella
richiesta alla funzione wu nel lemma 1, essendo evidentemente
hy € L,(2) per ogni p > 1. Cid basta per poter applicare il lemma 1
e ottenere Desistenza di una funzione w, tale che: u, € H(Q),

u; = g, in Q,
(33) a(u,, v—u,) > 0 per ogni veHYQ), v>g, q.0.in Q.

Inoltre, sempre per il lemma 1, tale funzione & continua in Q.
Osserviamo ancora che per la (31) e le (27) risulta

(34) p(r) — 2¢ < g(x) < w(wr) per ogni « e

(35) g, — vl < e( +Vmis Q) .

A questo punto possiamo ripetere tutto il procedimento prece-
dente sostituendo ad & e O due successioni numeriche {e,!,.x ©
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{Omimeny tali che g, =2—m, §, =2""3 (m =1,2,..). Eviden-
temente risulta

0 <0y <&nf2, Opiq <Oy Epoyg <&y (m=1,2,..), lim g, =0.
Mm—>+00

Dette g, , u, le funzioni corrispondenti a g, , u, ove si sosti-
tuiscano o, , &, a 6, £, le (33), (34), (35) si riscrivono

(36) a(ty, y v—u,) > 0 per ogni veHYR2), v=>yg, 4q.0. inQ;
Uy, € Hy(2) 5 Wy > gy Q. 0. in Q.

(37) @) —2&, <gn @ <y () per ogni ze
38)  gn—vlm@= & (O +Vmis Q).

Inoltre dalla (31) e dalla seconda delle (27), scritte con ¢, ,

Oy y 9 3l posto di e, §, g, si ottiene

m

S'P(x)_sm_(sm <9(-’v)<w($)-—8m +6m7

(39) per ogni z € Q.

( — O < gp (@) —g(@) <9,

Sommando membro a membro le (39) e riscrivendole per m ed
m -+ 1 ne segue in particolare

(40) —
? P@) — &g — 20511 < Gpia(®@) per ogni z€ L.

Dalle (40) si deduce facilmente che

(41) In(®) < Gpp1(®) per ogni z€ 2.

Poiché le funzioni g,, e u,, soddisfano alle ipotesi di tutti i lemmi
precedenti, per la (41) e per il lemma 3 si ha

(42) Upp(®) < Uy 1() per ogni we Q.
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Inoltre per il lemma 5 risulta pure

(43) 0 < Uy (@) — up (@) < K, max(g,,., — 9p) per ogni xef.
Q

Dalle (39) e dalla definizione di d,,, ¢, si deduce facilmente che
(44) Max(g, 4 — Gp) <27 MH!

siccheé per le (43), (44) la successione {u,l,.y converge uniforme-

mente in £ ad una funzione continua «. Basta ormai dimostrare che
w €k ed u & soluzione della disequazione variazionale (5).

Intanto per la seconda delle (36) e per il fatto che la successione
{9mimen Der le (37) converge uniformemente a p in £, segue che
u(x) = y(x) per ogni xe€2.

Per le (37), (38) e per il lemma 6 le funzioni {u,},.y hanno
le norme (in H}(£2)) equilimitate, cioé pit precisamente risulta

Lz(g)]

essendo K, una costante dipendente solo da n, 2 e dai coefficienti
della forma bilineare a (.,.). Per la (45) esiste un’estratta della
successione {u,},cy che converge debolmente in H!(2) ad una
funzione u* € Hj(£2); un’ulteriore estratta converge quasi ovunque

in Q ad w* pertanto u = u* q.0. in Q ed u € C°(Q)n HY2). Per
semplicitd nel seguito supporremo che la successione {u,,},.cx
stessa converga debolmente in H}(L2) ad u (oltre che uniformemente).

Resta da far vedere che u & soluzione della disequazione varia-
zionale (5). Ricordiamo intanto che per la prima delle (36) e per
la (37) risulta

(45)

U

+
H (@) = Ky [mgxzp i ” Ve

(46) (U 5 Upy) < alu,, , V) per ogni ve k.
Proviamo ora che

(47) a(u, ) < min lim a(w, , %,)
m->+ 0
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Infatti intanto risulta

(48) lim [i (b; + ;) (Up)g; Uy + cul ] de =
Q

m~>o i=1

:/ [f (b + ;) gy, u —}—cuﬂd&v
2li=1

a causa della convergenza di {u,},ey ad u in C°(2) e debolmente
in Hy(£). Inoltre si ha

n n
(49) min lim > 0y (Uy), (um)xjdxzf 2 @y uyu, Ao
Q

m—>x Q i,j=1 i,j=1

essendo la funzione

n
@ -_)Vfg iz aij‘pz,-(pz,- dw

yJ=1

una norma in H(f2) equivalente alla norma usumale (si lascia al
lettore la facile verifica di questo fatto).
Pertanto la (49) non & altro che la ben nota semicontinuita
inferiore sequenziale della norma rispetto alla convergenza debole.
Dalle (48), (49) segue la (47); si pud quindi passare al minimo
limite nella (46). Tenendo conto della (47) e del fatto che {u,}ucy
converge debolmente ad w in H(L2), si ottiene

a(u, u) < a(u, v) per ogni vek

cioé u & soluzione della disequazione variazionale (5).

d. - Regolaritd ed unicitd della soluzione.

LEMMA 8. Siano soddisfatte le ipotesi elencate mel paragrafo 2,
sia uck una soluzione della disequazione variazionale (5). Allora u
¢ (essenzialmente) limitata in Q.

DIMOSTRAZIONE. La funzione # & inferiormente limitata in £,
e si ha >0 q.o.in Q. Infatti dalla () si deduce che risulta
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a(u, ) > 0 per ogni ¢ € Hy(2), ¢ > 0: basta prendere nella (5)
© = u + ¢, con @ non negativa ed appartenente ad Hy(L2). Di qui
e dalla (4') applicata a —u si ottiene appunto che > 0 q. 0. in Q.

Dimostriamo ora che u & superiormente (essenzialmente) limi-
tata in £. Sia w la funzione la cui esistenza & supposta nella ipo-
tesi (4). Anzi, piu precisamente, scegliamo come funzione w la solu-
zione del problema di Dirichlet (14); si & gid osservato che tale

soluzione esiste, & unica, ¢ continua in Q e risulta

(50) min w> 0.
Q

Sia per assurdo essgsup # = 4 oo ; posto, per ogni k reale
Q) = jx e : ux) > kw)}
risulta allora
(51) mis (k) > 0 per ogni k reale.
D’altra parte, dal fatto che u € L,(2) e dalla (50), si ottiene

(52) lim misQk) =0.

k—>+oc0

Poiché la funzione y che compare nella definizione del convesso

k ¢ continua in 2 e quindi ivi limitata, esiste un numero positivo
k, tale che

(53) kw(x) = p(x) per ogni ref e per ogni k> k.
Posto, per k> &,
w, = max (v — kw, 0)
per note proprieta dello spazio H}({2) risulta allora w, € H}2),
wr =0 q.o. in . Inoltre evidentemente & w, = 0 q. 0. in 2\ 2(k)
e per la (b3) si ha pure v — wy k.

Allora ponendo v = u — wj, nella (5) se ne deduce

(54) afu, w) <0 per ogni k> k.
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Inoltre & pure evidentemente
(55) a(kw, wy) =0 per ogni k >k,
quindi dalle (54), (b5) si ottiene
(56) a(u — kw, w;) < 0 per ogni k> k.

Essendo, come si & gia osservato, w; = 0 q.o0. in O\ L2(k) la
(b6) si pud riserivere

a(wy, w,) <0 per ogni k> ky,

da cui si deduce, per le ipotesi fatte sulla forma bilineare a (.,.):
5 n
(57) ¢ ”(wk)x”Lz(Q(k)) = iZI ”bi + di“L,,(g(k)) "wk|le*(9(lc)) H(wk)z“Lz(!)(k)) +

+ llellz, oy 1wl Zor ey

essendo 2* = 2n/(n—2). Ricordiamo ora la nota disuguaglianza

(58) [0l zora™ < Ko 98]l Locr™

valida per ogni v € H(R"), ove K, & una costante dipendente solo
da n. Dalle (57), (58) si deduce

(59) ¢o | (We)allZoaaey <

n
< Ky, [ iZl 16: + &llz, oy + Ko ||0“L,,/z<g(k))] (0 k)al|Zaata)

Per la (52) si pud scegliere k cosi grande che risulti

n
Ky [z b0 + &l o + Ero nonL,,,,(mk»] <0
i=1

da cui seguirebbe (w;), =0 g.o0.in £ e quindi w, =0 q.o0. in
£, assurdo perché in contrasto con la (51). Illemma & cosi provato.
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TEOREMA 9. Siano soddisfatte le ipotesi elencate mel paragrafo 2,
sia w € k soluzione della disequazione variazionale (5). Allora w é con-

tinua in Q.

DiMoSTRAZIONE. Indichiamo per brevitd con a'(.,.) la forma bili-
neare su H{(2) tale che

n n
a'(u, v) =/= ; z Q5 Ug; Vs + 'lz b; Ug, V { dow
»J=1 =1
Q

per ogni u, v € Hy(2). Per il lemma precedente, detta 4 una soluzione
della disequazione variazionale (5), la funzione u risulta (essenzial-
mente) limitata in £2. Sia 4 la soluzione del problema al contorno

n
o' (Gy9) = — | { X d up, + cup}dz per ogni pe Hy(R)
(60) 7S
4 e HYQ).

Allora per i risultati di [9] risulta 4 eCO(?)). Detta v una qua-
lIunque funzione del convesso k, dalle (5) e (60) segue

(61) o (u—d,v—u)=>0.

Sia ora ¢ una funzione tale che ¢ € Hy(2), ¢ > y—4 q.o0. in 2;
allora risulta evidentemente ¢ + 4 € k, per cui ponendo v = ¢ + 4
nella (61) si ottiene

(62) a' (w—id, p—u-+4)> 0.

Indicato con k' il convesso
E={pecH)RQ) : ¢=y—id q.o.in 2}

si vede che la funzione u—d appartiene a k' ed & soluzione della
disequazione variazionale (62) per ogni ¢ €k’. Poiché, come gia
osservato, la funzione # & continua in £, la disequazione varia-
zionale (62) & esattamente dello stesso tipo della (5), colla sola
differenza che in essa compare la forma bilineare a'(.,.) in luogo di
a(.,.). Per questa ragione alla disequazione (62) possono essere appli-

3
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cati i risultati di [4], valendo per l’equazione associata il principio
di massimo [1], [9].

Pertanto per i risultati di [4], tuttora wvalidi per questo caso,
la funzione u—1, soluzione della (62), & continua in Q. Poiche pure
i, come si & detto, & continua in [_2, ne segue che % € continua in Q.

TEOREMA 10. Siano soddisfatte le ipotesi elencate mel paragrafo 2.
Allora la disequazione variazionale (5) ammette al pin una soluzione.

DIMOSTRAZIONE. Siano u;, %, due soluzioni della disequazione
variazionale (5); per il teorema precedente esse sono entrambe

continue in 2. Basta applicare il lemma 3 con y, = y per ottenere
Uy < Uy, Uy < oy in 2, cioé la tesi.

6. - Ostacolo continuo non appartenente ad H! (02).

Nel presente paragrafo consideriamo il caso in cui la funzione
ostacolo appartenga 2 Oo(ﬁ), senza necessariamente appartenere
ad HY(Q).

Data una funzione y € H! (2) n 0o(2) , ¥ <0 su L2, indichiamo
con %(y) la soluzione della disequazione variazionale (5). Per i risul-

tati precedenti la funzione u(y) esiste, &€ unica ed & continua in Q.

LemMMA 10. Siano @', w” funzioni tali che y', p” <0 su 92, v/,
pr € HY(Q) n Co(2), min (yp'—yp”) > 0. Allora risulta
2

0< u)—u(y”)< K, max (p'—y”) in Q.
Q

DIMOSTRAZIONE. Poniamo per brevita «' = wu(y'), u” = u(p”). Per

il lemma 3 risulta intanto 0 < ' —w” in Q.
Dalla, dimostrazione del teorema 7 si deduce che esistono suc-

cessioni {ym lmey { Y lmen < CO(?)) NHYR), ¥, Ym<0 su 02,
tali che

a(’f";ny'v) Z/f;n/vdw ’ a’(‘/";;n )y 0) Z/f;;vdm
[o} fo]
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per ogni v e HY(RQ), con fr,, frnel, (2), p>n (m=1,2..),

(63) lim  max (ly, — 9| +|ym — ") =0.

m—>+o G
Posto per brevita
Uy = U(Ph) 5 Up = uYy) (M =1,2,..)
sempre dalla dimostrazione del teorema 7 si ottiene che

(64) lim  max (Juy, — u'|+|uym —u"|) =0.
m—>+ oo 0

Dall’ipotesi p” (r) < '(x) per ogni reQ e dalla (63) segume che
per ogni m abbastanza grande risulta

(65) min (), — ¥m) > 0.

Q
Applicando il lemma 5 si ottiene

(66) 0<uy, — up< K, max (yp, — ) in Q2
Q

valida per ogni m abbastanza grande.

Passando al limite nella (66) per m — 4 co e tenendo conto
delle (63), (64) si ha la tesi.

TEOREMA 11. Sia v € Co(Q), v <0 su Q. Posto

u = inf g € H{(L) NCAR) : g=>0 su 92, g=> vy in Q,

a(g, v) = 0 per ogni ve H{(2) , v=>0 q.0. in 21,
% = inf ju(y')e HyRQ): v'e HY(2)n 0o(R), v > pin 2, v < 0su 982!,
4 = sup ju(yr)e HYRQ): p» € H(R) n C(Q), p” <y in 2},

allora risulta w = 4 = 4 € 0° (2) .

DIMOSTRAZIONE. (Lewy-Stampacchia [5]). 1) Facciamo vedere che
% < u. Per le ipotesi fatte sulla funzione y, per ogni ¢ > 0 & possibile
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determinare due funzioni w,, . tali che y. , y, € O (R®),

Y, (@) <9 @) <y, (@) per ogni v € 2, y,< 0 su 92, max (y, —
Q

— 9!) < e. Posto per brevita

!

U = u('l);) ’ '“';/ = “('/"Z)
dal lemma precedente segue

(67) 0<u —u <K max (y, —¢)) <K,ein Q.
Q
Essendo % < u. in Q (per definizione di #), u’ < w in Q (per
il lemma 2) si deduce

W<u,=u, +u,—u, <u +Ke<u-+Kein Q.

Per D’arbitrarieta di ¢ si ha:

(68) w<wu in Q.

2) In modo analogo, poichd risulta u. < 4 in Q per definizione
di 4 e u<u, in Q, si ottiene

4> u =u, — (ue —uy) > uy — K, max (y; —yl)=>u — K, ¢ in Q
o

e per l’arbitrarieta di e

(69) w<d in Q.

3) Dai lemmi 3 e 10 & immediato che

(70) d<@u in Q.
Dalle (68), (69), (70) segue che u = 4 = 4 in 2; la continuit
di  in 2 & conseguenza del fatto che la funzione % & superiormente

semicontinua in £, mentre la funzione # & inferiormente semicon-

tinua in Q.
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