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ReEND. SEM. MaT. UNiv. Papova, Vol. 56 (1977)

Sull’algebra degli endomorfismi
di una classe di moduli ridetti

e senza torsione sui domini di Dedekind.

Artriiio LE DONNE (*)

Introduzione.

Un noto risultato di A. L. S. Corner ([C1], Teorema A) stabilisce
che ogni anello numerabile, ridotto e senza torsione & isomorfo al-
Panello degli endomorfismi E(G) di qualche gruppo G numerabile,
ridotto e senza torsione.

Un secondo teorema di Corner [C2] che generalizza il primo, carat-
terizza gli anelli degli endomorfismi, con la topologia finita, di tali
gruppi come quegli anelli topologici completi e di Hausdorff, che hanno
come base di intorni di 0 una successione decrescente di ideali sinistri
per cui i quozienti sono gruppi numerabili, ridotti e senza torsione.

R. B. Warfield Jr.[W] ha dato un teorema del tutto analogo al
Teorema A di Corner per le algebre su un anello di valutazione di-
screta R il cui completamento abbia grado di trascendenza > N, su R.
Precisamente Warfield ha provato che ogni R-algebra ridotta, senza
torsione e numerabilmente generata & isomorfa all’algebra degli
R-endomorfismi di un R-modulo ridotto, senza torsione e numerabil-
mente generato.

Nel presente lavoro, modificando la dimostrazione di Corner [C2]

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto di Algebra e Geometria dell’Universita
di Padova.

Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd dei gruppi di ricerca matema-
tici del C.N.R.
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mediante un metodo usato da A. Orsatti in [O] — e con qualche ulte-
riore accorgimento — si caratterizza 1’algebra degli endomorfismi di
una classe di moduli su domini di Dedekind e precisamente si dimostra
il seguente

TEOREMA. Sia R anello di Dedekind tale che per ogni ideale massi-
male P di R il completamento R, abbia grado di trascendenza > N,
su Rp. Una R-algebra topologica A (R é discreto) é topologicamente iso-
morfa all’algebra degli R-endomorfismi, dotata della topologia finita, di
un R-modulo ridotto, senza torsione e di rango numerabile se e solo se A
é completa, di Hausdorff ed ammette come base di intorni di 0 una suc-
cessione decrescente di ideals sinistri Fy, k € N tali che, per ogni k, A|F,
sia un R-modulo ridotto, semza torsiome e di ramgo numerabile.

Questo teorema generalizza sia i teoremi di Corner (R = Z) sia ii
teorema di Warfield (R di valutazione discreta). Inoltre la dimostral
zione di Corner viene semplificata in quanto non si utilizza quel sotto-
anello dei Z-adici trovato da Corner e usato nella sua dimostrazione-

Infine per gli anelli di Dedekind che soddisfino quelle ipotesi d.
trascendenza e che abbiano un insieme numerabile di massimali si
dimostra che le dette algebre di endomorfismi hanno una unica topo-
logia con le date caratteristiche.

1. Prerequisiti.

R denoti un anello di Dedekind, non corpo. Sia 2 ’insieme degli
ideali magsimali P di R. Sia L un sottomodulo dell’R-modulo M.

L si dice puro in M gse per ogni aeR si ha aLl =LNaM .

Per ogni R-modulo M si pone P°M = | P*M.Se M & un modulo

neN
senza torsione, allora, per ogni PeQ, M/P°M ¢é ridotto e senza

torsione.

Se M ¢ un R-modulo, si definisce su M la topologia naturale pren-
dendo come bage di intorni di 0 i sottomoduli IM con I ideale non
nullo di R. I sottomoduli del tipo »M con r€ R, r #0 sono una base
di intorni di 0 per la topologia naturale di M. Inoltre poiché R & di
Dedekind i sottomoduli del tipo P*M, Pef2 e ne€ N sono una sot-
tobase di intorni di 0. Chiamiamo

M,=N{r M:reR, r#0} = P°M.
PeQ
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Quindi M ¢ di Hausdorff (nella topologia naturale) se e solo se M, = 0.

Se M & senza torsione, M coincide con il sottomodulo divisibile
magsimo di M. Cioé M senza torsione ¢ di Hausdorff nella topologia
naturale se e solo se & ridotto.

La topologia P-adica ¢ definita prendendo come base di intorni i
sottomoduli P*M con neN.

11 completamento naturale B di R coincide con il prodotto diretto
dei completamenti P-adici di R al variare di P in Q (tutti i completa-
menti si intendono di Hausdorff):

R=T] R

PeQ

inoltre il completamento P-adico di R coincide con il completamento
naturale (= P-adico) di Rp, il localizzato di R rispetto all’ideale mas-
simale P.

Analogamente per un R-modulo M si ha:

=TI M,

PeQ
con M, il completamento P-adico (di Hausdorff) di M ovvero il com-
pletamento naturale (= P-adico) di M3, con M3 = M/P*M Qg Rrla

P-localizzazione di Hausdorff di M[Cfr. O].
Si pud osservare che:

a) My ¢ Rp-modulo;
b) M, & Re-modulo;

c) M & R-modulo e la moltiplicazione & data per componenti.

Si verifica facilmente con le reti di Cauchy che M & puro in M.

L’algebra degli R-endomorfismi Endgz(M) di un R-modulo M &
un’algebra topologica (R & discreto) completa e di Hausdorff nella
topologia finita che si definisce prendendo come base di intorni di 0
in Endg(M) gli ideali sinistri:

F(X) = {peEndg(M): p(X) = 0}

al variare di X fra i sottoinsiemi finiti e non vuoti di M.

Un R-modulo M si dice slender se ogni R-endomorfismo « di RY
in M e tale che a(e,) = 0 per quasi tutti gli n, dove ¢, ¢ la funzione
di ¥ in R definita da e,(m) = d,, (simbolo di Kronecker).
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2. Lemmi preliminari.

DEFINIZIONE. Un insieme non vuoto X si dira numerabile se | X | <N,.

LeEMMA 1. Siano R un dominio di Dedekind Q@ = Q(R) il suo corpo
det quozienti e si supponga che @ sia un E-modulo numerabilmente ge-
nerato. Allora per ogni R-modulo senza torsione M le affermazioni che
segquono sono equivalents:

(@) M ¢é numerabilmente generato,

(b) M ha rango numerabile.

DIMOSTRAZIONE (@) = (b) & banale.

(b) = (a) M & sottomodulo di M ®Q =~Q" il quale & chiaramente
un R-modulo numerabilmente generato. Poiché R & noetheriano, M in
quanto sottomodulo di un numerabilmente generato € numerabil-
mente generato.

LEMMA 2. Siano R un anello di valutazione distreta, R il suo com-
pletamento naturale e si supponga che il grado di trascendenza di R su
R sia > N,. Sia M un R-modulo ridotto, senza torsione e di rango nu-
merabile. Allora R contiene una sotto-R-algebra S di rango numerabile
avente la sequente proprietd:
se in M risulta

n
>z =0
i1

con gli o, elementi di R linearmente indipendenti sopra S e gli ;€ M
allora tutti gli x; sono nulli.

Questo lemma, dovuto essenzialmente a Corner [C1] & stato provato
nel contesto attuale da Warfield [W] (si tenga presente che se R &

di valutazione discreta allora Q(R) ¢ numerabilmente generato come
R-modulo).

3. Dimostrazione del teorema.

NEcESsITA. Sia A, con la topologia finita, 1’algebra degli R-endo-
morfismi di un R-modulo M ridotto, senza torsione e di rango nume-
rabile. A & completa e di Hausdorff.
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Sia X = {®,: ne N} un sottoinsieme numerabile R-indipendente
massimale di M. Poniamo

F,= {peA: g(x,) = ¢p(2,) = ... = () = 0} .

Si verifica facilmente che (F,),.y € una base di intorni di 0 per la to-
pologia finita di A poiché M & senza torsione. Inoltre A /¥, & R-isomorfo
ad un sottomodulo di M* e quindi A/F, é ridotto, senza torsione e
di rango numerabile.

SUFFICIENZA. Poniamo

C=0QA/F,= @ Ae,
k k

dove ¢,=1 + F,. C & un R-modulo ridotto, senza torsione e di rango
numerabile ed ¢ un A-modulo sinistro fedele poiché ’annullatore di ¢
¢ N F,=0.

k

Immergiamo C nel proprio completamento naturale C. ¢ & un
R-modulo ridotto e senza torsione che contiene ¢ come sottomodulo
puro e denso.

Si ha C =[] Cp e C & un modulo su B = [ Bp. R opera su O

P P

per componenti.

In C la moltiplicazione sinistra per un dato elemento di A ¢ un
R-endomorfismo continuo, con riferimento alla topologia naturale di C,
e si estende pertanto ad un R-endomorfismo continuo di €. In tal
modo € diventa un A-modulo sinistro.

Sia B un sottoinsieme numerabile di 4 (1, 0 € B) tale che, per ogni £k,
Ae, coincida con il sottomodulo puro di Ae, generato da Be,:

Aep = (Bexy .
Cid & possibile poiche gli Ae, sono una infinitd numerabile e ciascuno
di essi € un R-modulo senza torsione e di rango numerabile.
Sia poi X il sottoinsieme di C cosi definito:

X = {be,+ b'e,;: b, b’ €B, ke N}

X & numerabile. Sia 7,: C — C, la proiezione canonica. Per ogni ¢ €
seriveremo cp in luogo di 7p(¢). Denotiamo con O} il sottomodulo puro
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di G, generato da mp(C). Poiché 7(C) & un R-modulo di rango nume-
rabile, C% & un Rp-modulo di rango numerabile, evidentemente ridotto
e senza torsione.

Allora il Lemma 2 & applicabile al’R,-modulo O%, per ogni P € Q.

Sia 8 una sotto-Rp-algebra di rango numerabile avente le proprieta
specificate nel Lemma 2 per (3. Notiamo che R, ha grado di trascen-
denza >N, su Sp.

Per ogni P € Q, scegliamo in R, una famiglia {ap(x): # € X} alge-
bricamente indipendente su Sp. Cid é possibile poiche X & numerapbile.
Per ogni e X definiamo ’elemento «(x) e R ponendo:

a(@)p=ap(x) (Pel).

Denotiamo quindi con M, il sotto-R-modulo di C generato da C
e dagli «(x)- (Az) al variare di  in X e con M il sottomodulo puro di ¢
generato da M,:

M = (0, a(x) (Ax): x€ X )y .

Si noti che Az & un sotto-R-modulo di C.

M & di rango numerabile poiché C ed «(z)(Ax) lo sono e X & nu-
merabile. Chiaramente M & ridotto e senza torsione. Si verifica facil-
mente che M & un sotto-A-modulo di § ed M & fedele su A poicheé
tale ¢ C C M. Esiste pertanto un morfismo iniettivo di R-algebre di 4
in Endg(M), che associa ad ogni a € A la moltiplicazione sinistra per a.
Mostriamo che tale morfismo & suriettivo.

Sia ¢ un R-endomorfismo di M ed osserviamo che ¢ si estende,
in un sol modo, ad un R-endomorfismo di M = . Si avra quindi in C:

1) o(x(x)-2) = a(x)p(x) per ogni xeX

Possiamo scrivere

n

l re®) = ¢ + .g:l“(wi)' (a;@;)

(2) .
| rp(ala) a) = ¢ + Yoo (@lo)

dove ¢/, ¢" € C, le a; e le a; appartengono ad 4, #,= x ed r & un con-
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veniente elemento di R. Sostituendo le (2) nella (1) si ottiene

”n

¢ + Sutw)ela) = a@)]e + Sa@)iaie))]

§=

Passando alle P-componenti risulta:
o + Sarl@) (@ w)r = ap(a) [ p + S otr(a) (o]
i i

Ora le ap sono algebricamente indipendenti su Sy e le ¢p, ¢p, (@;2:)p,
(@;@;)p sono in C%. Applicando il Lemma 2 si ottiene:

¢p=0; (a;x;)p=0 per ogni 7;
a1%)p= (a12)p= €p; (@;;)p=10 per ¢ #1.
1 1 P

Queste uguaglianze valgono per ogni P. Allora:

¢"=0; a;x;=0 per ogni i;

aimy=aw=c; a@;=0 peri*l
Sostituendo in (2) si ha
rp(®) = a1 .
Dunque per ogni x€ X esistono re R ed ac A tali da aversi
(3) re(x) = ax .
Per il momento r ed a dipendono da
r=rx), a=a).

Fissiamo b€ B e poniamo nella (3) o = be,: Cid & lecito poiche
be,e X. Si ottiene

(4) r:@(ber) = a(bey)
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dove r; e a;, dipendono da b. Si vede cosi che r,p(be,) € Ae,. Ma Ae,
¢ puro in C, quindi in C. Poiché € & senza torsione ed Ae; & puro in
si ha @(be,) € Ae,. Possiamo pertanto scrivere la (4) nella forma

(5) p(be,) = b®e, con b®e A

b®), oltre che da k, dipende da b(e B) che si suppone fisso. Poniamo
nella (3) = b(e -+ €xy4). Si ottiene:

(6) ro(be, + ber,,) = abe -+ abe;
Tenendo conto della (5) possiamo scrivere

(7 rp(be, + bey,,) = rd®e, + rb*+ Ve, |
Sottraendo (6) da (7) si ha

0" —abeFy; rb* ) —abeF,, ,CF,
allora

rb® — pp+1) = p(p*) — plk+1)) e F,
e poiché A/F, & senza torsione
b _pk+e .
Cid mostra che la successione (b)), ¢ di Cauchy in A e pertanto
converge verso un elemento b*e A.
Fissato k per ogni A>Fk si ha
b —pWe F,

e passando al limite per h—>oco si ottiene

) p* er,
‘ da cui, per la (5),

(8) p(be) = b*ey .

Dove b* dipende da b ma non da k.
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Tenendo conto del fatto che in A le operazioni di anello sono con-
tinue, possiamo affermare che fissato he N esiste k€ N tale che

9) F.b+ F . CF,.

Ponendo in (3) @ = ¢, bex,, si ha

(10) ro(e, + ber,,) = ae, -+ abe,
Per la (8) si ha
(11) ro(e, + beg,,) = r1*e, + rb* e,

Sottraendo (11) da (10) si ha
(12) a—r1*eF,; ab—rb*eF,,,CF,

e questo per ogni k.
Moitiplicando la prima delle (12) a destra per b si ottiene

ab—r1*be F.b.
Sottraendo da quest’ultima relazione la seconda delle (12) si ha:
rb* —r1*be F,b + F,CF,
da cui b* —1*be F,. Attesa Parbitrarietd di h risulta
b* = 1*%b.
Allora per ogni be B e per ogni ke N la (8) porge
(13) p(bex) = 1*(bey) .

Fissiamo ke N ed ac A. Esgiste re R tale che

n
rae, = > r;b;e;, con b,eB, r,eR.

i=1
Applicando ¢ e tenendo conto della (13) otteniamo

ro(ae,) = 1*(2 rib,.e,,) = 1*rae, = r1*ae; .
i
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Quindi per ogni @ € A ed ogni k
plae;) = 1*(ae) .

Cid implica che ¢ coincide con la moltiplicazione sinistra per 1* su C.
Poiché C & denso in M, coincide su tutto M con la moltiplicazione
sinistra per 1*, poiché in Cle moltiplicazioni sinistre per gli elementi
di A sono endomorfismi continui di R-moduli.

In definitiva associando ad ogni elemento a €4 la moltiplicazione
sinistra per a si ottiene un isomorfismo ‘algebrico di A su Endi(M).
Mostriamo che tale isomorfismo ¢ topologico,.

In effetti, per ogni ke N, F', & ’annullatore in A di ¢, quindi F, &
aperto nella topologia finita di A.

Sia y € M e dimostriamo che Ann,(y) & aperto nella data topologia
di A. Osserviamo che il sottomodulo M, di M & contenuto nel sotto-
insieme RC di C, quindi ry = fe con re R, fe R, ¢ C. Da cid segue

n

che Ann,(y) = Ann,(¢c). Infine da ¢ = > aze, segue Anny(c)2F,.
k=1

Quindi Ann,(y) é aperto nella topologia data.

4. Alcuni corollari.

Ponendo nel teorema F, = 0 per ogni k si ha il

CorOLLARIO. Sia R un dominio di Dedekind tale che, per ogni P,
R, abbia grado di trascendenza > N, su Rp.

Ogni R-algebra A ridotta, senza torsione e di rango numerabile é iso-
morfa all’algebra degli endomorfismi di un R-modulo ridotto, senza tor-
sione ¢ di rango numerabile.

Poiche per la proposizione 4 di [S], per ogni anello di Dedekind R,
@ = Q(R) & numerabilmente generato come R-modulo se e solo se 2,
Pinsieme degli ideali massimali di R, & numerabile, nelle dette condi-
zioni si puod sostituire nel teorema e nel corollario « numerabilmente
generato » a «di rango numerabile », per il lemma 1.

In particolare se R & di valutazione discreta (e quindi ha un solo
massimale) si ottiene il teorema dato da Warfield [W].
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5. Unicita della topologia.

Sia R un dominio di Dedekind con una infinita numerabile di ideali
massimali P. E sia sempre il grado di trascendenza di K su R, > N,.

LEMMA 1. Sia A R-algebra con una topologia limeare metrizzabile
completa, F un ideale tale che A|F sia slender. Allora F ¢ aperto in A.

DIMOSTRAZIONE (Analoga per le Z-algebre). Si consideri una base
di intorni di 0 formata da una successione decresente (V,),cy di ideali
sinistri. Se ' contiene uno dei V,, F' é aperto. Altrimenti per ogni n e N
esiste un elemento a,€V,, a,¢F. Sia ¢ il morfismo di R¥ in 4 cosi
definito:

#(f) = Sfm)a, (R

Risulta ¢(e,) = @, ¢ F. Sia 7z la proiezione canonica di 4 in A/F.
Allora, per ogni n, (7w ¢)e,#0. Assurdo poiché A/F & slender.
Ricordiamo la generalizzazione data da L. Salce.

TEOREMA [S]: Sia R come sopra. Un R-modulo L ¢ slender se e
solo se L ¢ ridotto, senza torsione e non contiene sotto-R-moduli isomorfi
a RY oppure ad uno B,.

LeMMA 2. Sia L R-modulo numerabilmente generato, ridotto e senza
torsione; allora L é slender.

DiMosSTRAZIONE. HEssendo R Noetheriano ogni sottomodulo di L
¢ numerabilmente generato. Quindi per il Teorema [S] basta far vedere
che né R¥ né R, sono numerabilmente generati.

Se |R|<N, allora |[R¥| = 2% e R non pud essere numerabilmente
generato.

Se |R|> N, allora {(1, a, a2 a3, ...)e R¥: a € R} costituiscono un si-
stema linearmente indipendente su R essendo il determinante (con
termini in R, dominio d’integrita)

n—1
1, a,y ..., 07
’
n—1
1, @ny.cy ay

per gli a; diversi, non nullo per il teorema di Vandermonde.
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Inoltre se R, ha grado di trascendenza su Rp > N, lo ha anche
su R e quindi non pud essere numerabilmente generato.  #

Abbiamo quindi il teorema di unicitd della topologia:

TEOREMA. Sia R dominio di Dedekind tale che, per ogni P, R, abbia
grado di trascendenza su Rp> N, ¢ 2 sia numerabile.

Sia A algebra topologica su R che sia completa, di Hausdorff e che
ammetta come base di intornt di 0 una successione decrescente di ideali
Fy, keF tali che A[F, siano numerabilmenie generati, ridotti ¢ senza
torsione.

Allora la topologia con queste proprietd é unica.
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