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Dualità sul completarnento naturale
di un anello noetheriano.

SILVANA BAZZONI (*)

Introduzione..

Nel presente lavoro si generalizza la teoria della dualità di

Macdonald, valida sopra un anello locale noetheriano completo [MD],
al completamento Q-a dico (o naturale) di un anello noetheriano.

Siano un anello noetheriano commutativo con unità e S~ l’insieme

degli ideali massimali di R. La topologia Q-adica su R si definisce
prendendo come prebase di intorni di 0, le potenze degli ideali mas-
simali.

Sia A il completamento Q-adico di I-~. Risulta A = ~ .R,n , dove
~ 

mE,i2

è il completamento m-adico del localizzato di 1~ in m.
Per ogni m sia Em l’R-inviluppo iniettivo di Rjm. Come è

noto, Em risulta in modo naturale un Rm-modulo e l’anello degli
R-endomorfismi di Em (o equivalentemente Rm-endomorfismi) è iso-
morfo a 

Posto E = EB Em, E è un A-modulo il cui anello degli A-endo-
m C-,2

morfismi è isomorfo ad A.
La topologia finita, di cui A è dotato in quanto anello degli endo-

morfismi di E, coincide con quella che gli compete in quanto comple-
tamento Q-adico di R.

(*) Indirizzo dell’A.: Seminario Matematico dell’Università, Via Belzoni 7,
35100 Padova.

Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca matematica del C.N.R.
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Sia Ù’ l’insieme degli ideali aperti di A e denotiamo con la . /
classe degli A-moduli cos  definiti:

è una classe ereditaria di torsione che coincide essenzialmente con
la classe i3 degli R-moduli di torsione secondo Dickson.

ed inoltre E è F-iniettivo.
Denotiamo con LTA la categoria degli A-moduli linearmente topo-

logizzati e di Hausdorff su A dotato dalla topologia finita.
Un modulo discreto appartiene a LTA se e solo se esso è di torsione.
Se M c- LTA, un morfismo continuo di li2 in E è detto carat-

tere di M. 
_

Per ogni sia ll il modulo E) dotato della topo-
logia finita. 

_

L’assegnazione definisce una dualità b tra la categoria
degli A-moduli di torsione e quella degli A-moduli linearmente com-
patti e Q-separati.

Per ogni Me LTA, denotiamo con M* il duale di M, cioè il modulo
dei caratteri di M dotato della topologia della convergenza uniforme
sui sottomoduli linearmente compatti e ~-separati di M. Si trova che
M* separa sottomoduli chiusi e punti di M.

Il funtore .1~, dato dall’assegnazione M « M* per ogni ~T E LTA,
subordina una dualità tra i moduli discreti e i moduli linearmente

compatti e Q-separati, che coincide, a meno di una equivalenza, con
il funtore ó.

Inoltre se M E M* coincide con il duale secondo Macdonald
di ~l.

Per ogni M E LTA, il morfismo canonico di .M nel proprio bi-
duale M**, è un isomorfismo aperto in generale non continuo come si
verifica in [MD].

Si ha, però, che il funtore 1~ fornisce una autodualità della cate-

goria degli A-moduli localmente linearmente compatti, la quale su-
bordina una dualità ho tra una sottocategoria propria della categoria
dei moduli linearmente discreti e la categoria degli A-moduli linear-
mente compatti (o equivalentemente degli R-moduli linearmente

compatti).
Si osserva anche che ho coincide a meno di una equivalenza con

la dualità 4 considerata in [O] e che ~ è la restrizione del funtore 4 alla
sottocategoria di Mod-A formata dai moduli di torsione.
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1. - Sia 1~ un anello noetheriano commutativo con unità l’in-

sieme degli ideali massimali di R.
Com’è noto, una base di intorni di 0 nella topologia Q-adica su R,

è data dai prodotti finiti di ideali massimali.
Denotiamo con Y l’insieme degli ideali aperti di I~ nella topo-

logia radica.
Sia il localizzato di l~ in m e dotiamo della topologia xrt-adica,

dove con m denotiamo l’ideale massimale di 
Il completamento di è un anello locale noetheriano

con ideale massimale = ad è dotato della topologia m-adica.
Il completamento Q-adico di .R è dato da A = Il dotato della

mEQ

topologia prodotto delle topologie m-adiche degli Rm. ([B] Proposi-
sizione 17, pag. 64).

Sia E = G) Em, dove Em è, per ogni m E il, l’R-inviluppo iniet-
mEQ

tivo di Rlm.
Da deduciamo le seguenti proprietà di Em .

(a) Em è un modulo m-primario (cioè ogni x E annullato da

una potenza di m) e coincide con l’Rm-inviluppo iniettivo di 
(Teor. 3.6).

(b) Ogni Em è un Rm-endomorfismo e coincide
con la moZtipZicazione per un unico elemento di (Teor. 3.7).

Da (a) si deduce che E è in modo naturale un A-modulo, e inoltre,
poichè se sono elementi distinti di S~, = 0, 1
si ottiene:

PROPOSIZIONE 1.1. Ogni E è un A-endomor-

f ismo e coindice con la moltiplicazione per un unico elemento di A.

DIMOSTRAZIONE.

Dotiamo E della topologia discreta.
Considerando A come anello degli endomorfismi di .E, dotiamo A

della topologia indotta dalla topologia prodotto di EE.
Una base di intorni di 0 in A, è data dagli annullatori di sottomo-
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duli finitamente generati di E : pertanto la topologia sopra definita
è detta topologia finita.

PROPOSIZIONE 1.2. Za topologia finita su A coincide con la topo-
logia che compete ad A quale completamento Q-adico di R, e cioè con
la topologia prodotto delle topologie m-adiche degli Rm.

DIMOSTRAZIONE. Poichè A = 9 E) = n E),
m ~ meD

la topologia finita su A coincide con la topologia prodotto delle topo-
logie finite di E) ([MD] 2.5). Chiaramente E) _
- Rm; inoltre la topologia finita su .Rm (pensato come anello degli
endomorfismi di Em) coincide con la topologia m-adica. Infatti un
ideale di 1 di Rm è annullatore di un sottomodulo finitamente generato
di Em se e solo se è artiniano ([M~] Teor. 4.2., Coroll. 4.3.).
Ora, poichè .Rm è noetheriano e locale, è artiniano se e solo se I
contiene una potenza dell’ideale massimale m. Quindi la topologia
finita su A è la topologia prodotto delle topologie m-adiche. //

Se ,~ è l’insieme degli ideali aperti nella topologia finita su A, si

ha che un ideale J di A è in 9 se e solo se J coincide con un ideale i
dove I è un elemento di Y e 1 denota la chisura di I in A, cioè i = IA.

Denotiamo con 13~ la classe di torsione su A associata a i. Diciamo
cioè, che, se M è un A-modulo, se e solo se AnnA(x) per
ogni x E ~.

Chiaramente E E 13§ .
Dimostreremo che la categoria 13~ coincide con la categoria

degli R-moduli cos  definiti:

Possiamo, innanzitutto, osservare che la classe 1) coincide con la

classe dei moduli aventi «maximal orders » studiati da E. Matlis in

[M2], da cui deduciamo le seguenti proprietà :

P.l.1 [M2] è un modulo m-primario, M E T e M è un Rm-
modulo. Inoltre, ogni R-omomorfismo di moduli rn-primari è un .Rm-
omomor f ismo.

P.l.2. [M2]. Se M contiene un sottomodulo m.-primario
massimale, isomor f o al localizzato lVlm di in m e risulta M = EB 

mc-Q
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P.l.3. Ogni M E b è in modo naturale un A-modulo e ogni R-
omomor f ismo tra moduli di torsione è un A-omomor f ismo.

DIMOSTRAZIONE. È una conseguenza di P.l.l., P.l.2. e del fatto
che, se mi , m2 sono elementi distinti di SZ e M, N sono rispettivamente
mi ed xrt2-primari, N) = 0. //

OSSERVAZIONE 1.4. ~ è la sottocategoria di Mod-A costituita dai
moduli che sono R-moduli di torsione secondo Dickson.

r è una sottocategoria localizzante di Mod-A, cioè è chiusa rispetto
ai sottomoduli, alle somme dirette, alle immagini omomorfe e alle
estensioni ([NA])

P.l.5. La categoria b ~ è equivalente alla categoria ‘~.

DIMOSTRAZIONE. Sia per P.1.3. , M risulta essere in modo
naturale un A-modulo. Inoltre M, come A -mo dulo, appartiene a 13§

poichè per ogni x E 3f, Ann,(x) 2 AnnR(x).
Viceversa, se un A-modulo M E bj- e se x E M, AnnA(x) = 2 con

pertanto I e quindi M E 13. j j
D’ora in poi identificheremo la categoria 13§ con la categoria 13.

2. - Proprietà degli A-moduli.

Ogni modulo considerato è un modulo unitario.
un sottoinsieme di ,~. Poniamo A. e deno-

tiamo con Ij l’unità di meQ

Ogni A,-modulo è in modo naturale un A-modulo.
Per ogni m e D denotiamo con l’anello 

nen
_ 

n#m

Se 3f è un A-modulo, poniamo per ogni 
Sia una partizione di Q, risulta A = inoltre:

LE&#x3E;£MA 2.1. Per ogni M = EB M.Q2 e se N1,
sono rispettivamente e AD2-moduli si ha:

DIMOSTRAZIONE. Ovvia. 1/
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LEMMA 2.2. Se 31m ed Nm sono si ha:

DIMOSTRAZIONE. Le prime tre uguaglianze sono conseguenze del
Lemma 2.1. Per l’ultima uguaglianza osserviamo che un elemento f
di è pensabile come un A-omomorfismo di

m m 

1 in n N m ed è quindi scrivibile come con 1m E
m m

Poichè si deduce facilmente che gli
1m sono quasi tutti nulli. // 

m

Osserviamo che per ogni

Il sottomodulo di torsione di è dato da EB dove t(Mm) è
il sottomodulo di torsione di m

DIMOSTRAZIONE. Chiaramente

Sia 0 # z = E t(M). AnnR(x) E Y, cioè esistono k ideali mas-
simali interi positivi tali che: ... Mnk = I. Se m E~
f~ ... , poichè xtt, esiste un elemento r e I1m. Ora O = rx =
- quindi 0. Poichè è un Rm-modulo e si

= 0. Pertanto x E QQ 
m

Verifichiamo ora che per ogni i = 1, ... , 7~.

Sia h = m~2 ... si ha: = I e Il if:. 
Sia s un elemento di per ogni U si ha 0, poichè

us E I. Quindi usxm1 = o e anche = 0, poichè 
Pertanto Chiaramente il ragionamento svolto si

può ripetere per ogni i = 2, ..., k e quindi IL
m

DEFINIZIONE 2.4. Se S è una famiglia di ideali di un anello R e
N è un R-modulo, N si dice g-iniettivo se per ogni I E tll, ogni R-omo-
morfismo di I in N si estende ad un R-omomorfismo di R in N.
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PROPOSIZIONE 2.5. E = EB Em è un iniettivo.
m

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo il diagramma:

E,,, è un Rm-modulo iniettivo e anche, come si verifica facilmente sfrut-
tando il Lemma 2.1, un modulo A-iniettivo; quindi E è A-iniettivo.

L’ omomorfismo j o f si estende pertanto ad un A-omomorfismo f
di A in E. Consideriamo ora il diagramma:

Poichè le righe sono esatte, esiste un unico A-omomorfismo g tale che
g(x + N) = l(x) + E. 

_

Per il Lemma 2.3, e per il fatto che è m-primario, si ha che EIE
è senza torsione, quindi, poichè E 13, g è l’omomorfismo nullo. Per-
tanto f(M) c E e f è l’estensione cercata di f . //

La Proposizione 2.5 è equivalente alla seguente:

PROPOSIZIONE 2.5’. Se ~1 E Mod-A e N è un sotto A-modulo di M,
tale che lVl/N E ~, ogni omomor f ismo f di N in E si estende ad un omo-
mor f ismo  di M in E.

DIMOSTRAZIONE. Cfr. [S] Prop. 6.2. //
PROPOSIZIONE 2.6. Per ogni M E t, HomA(M, E) separa i punti di M.

DIMOSTRAZIONE. Poichè E è un cogeneratore iniettivo di Mod-R,
esiste un elemento f E HomR(M, E ) tale che f (x ) 0.

Per P.1.3., f E E). //
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3. - Moduli linearmente discreti e moduli linearmente compatti.

DEFINIZIONE 3.1. Denotiamo con ZTA la categoria degli A-moduli
linearmente topologizzati e di Hausdorff su A dotato della topologia
finita.

OSSERVAZIONE 3.2. Un modulo discreto appartiene alla categoria
LTA se e solo se è di torsione.

DEFINIZIONE 3.3. Diciamo che un A-modulo 1~ appartenente a
.LTA è linearmente discreto se ogni sottomodulo a residuo di torsione
è aperto e denotiamo con la categoria degli A-moduli linear-
mente discreti.

Su ogni si può considerare la topologia avente come base
di intorni di 0 la famiglia dei sottomoduli di M a residuo di torsione.
Tale topologia sarà detta topologia torsionale e sarà denotata con 

Ovvia~mente per ogni M E Mod-A, (M, 7:(M)) è un A-modulo

linearmente topologizzato su A dotato della topologia finita. Si ha

inoltre :

PROPOSIZIONE 3.4. Per ogni ~~ E Mod-A le seguenti affermazioni
sono equivalenti:

(a) Hausdorff nella topologia torsionale.

(b) E) separa i punti di M.

DIMOSTRAZIONE. (a) =&#x3E; (b). Sia CPN l’omomorfismo canonico di M
in ltl/N per ogni sottomodulo aperto N e sia q l’applicazione diago-
nale delle CPN.

Per (a) q è un omomorfismo iniettivo di M in Il Ora, poichè
N

per la Prop. 2.6. HomA( M/N, E) separa i punti di ..M, si ottiene facil-
mente che E ) separa i punti di M.

(b) =&#x3E; (ac). Per ogni sia f x un elemento di HOMA(M, E)
tale che ~ 0. Allora c n Ker f x = 0. //

N xEM

Denotiamo con la categoria degli A-moduli che soddisfano
la condizione (b) della Prop. 3.4.

contiene, per ogni la categoria poichè Em
è un cogeneratore iniettivo di 

contiene inoltre la categoria, che denotiamo con Do(E) dei
moduli del tipo @ con lVlm E Mod-Rm e quindi anche la categoria

m

1Ì dei moduli di torsione (P.1.2 ).
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Indichiamo con 1 il funtore che ad ogni modulo di 9)(E) associa
il modulo stesso dotato della topologia torsionale. Si ha:

PROPOSIZIONE 3.5. 1 è una equivalenza tra la categoria e la

categoria che subordina le seguenti equivalenze:

(a) Em tra la categoria e la categoria degli .Rm-mo-
duli linearmente discreti.

(b) ~~ tra la categoria ’C e la sottocategoria di costituita dai
moduli discreti.

DIMOSTRAZIONE. Se 1V1 E ~(E), chiaramenteI:(M) E £DA e inoltre
un A-modulo linearmente discreto è dotato della topologia torsionale
ed è di Hausdorff in tale topologia. Le altre affermazioni sono ovvie. j j

Denoteremo con D(t), D0(t), 13(T) rispettivamente E(D),
e 1(-G).

LEMMA 3.6. M un A-modulo dotato della topologia torsionale e
.Mm = topologia relativa di lVlm coincide con la topologia tor-
sionale 

DIMOSTRAZIONE. Ovviamente la topologia indotta è meno fine

della topologia torsionale 
Sia ora L un sottomodulo di Mm a residuo di torsione. Poichè,

per il Lemma 2.1. M = EB = MA:n), si ha che © L
è un sottomodulo aperto di M e inoltre (M£ EB L) m Mm = L. 1/

LEMMA 3.7. Siano M, N linearmente topologizzati e sia

f: un A-omomor f ismo. ~’i ha:

(a) Se M ha la topologia torsionale, f è continuo.

(b) Se N ha la topologia torsionale e f è suriettivo, f è aperto.

DIMOSTRAZIONE. Cfr. [MD] 6.8. )j

Richiamiamo ora la nozione di modulo linearmente compatto.
Se B è un anello linearmente topologizzato, un modulo M E LTB è
linearmente compatto se ogni famiglia di varietà lineari chiuse
con la proprietà della intersezione finita, ha intersezione non vuota.

Osserviamo che la categoria degli R-moduli linearmente compatti,
coincide con la categoria degli A-moduli linearmente compatti, poichè
un R-modulo l~ linearmente compatto, essendo completo, è un
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A-modulo e tali sono i sotto R-moduli di un A-modulo linearmente

compatto.
Denotiamo con C0 la categoria degli A-moduli linearmente compatti.
Deduciamo da [O] le seguenti proprietà della categoria Co.

P.3.1. Un A-modulo M è linearmente compatto topologia discreta
se e solo se è artiniano.

P.3.2. M E eo se e solo se M è il prodotto topologico dei sottomo-
duli Mm per ogni rn. E D.

DEFINIZIONE 3.8. Diciamo che un A-modulo M è r2-separato, se
M è di Hausdorff nella topologia Q-adica, cioè nella topologia avente
come base di intorni di 0 i sottomoduli del tipo IM con I 

P.3.3. ~1 E eo è il-separato se e solo se lVlm è m-separato (cioè di
Hausdorff nella topologia m-adica) per ogni E D.

DIMOSTRAZIONE. Per P.3.2, M == II Mm, quindi la topologia
_ 

n’c9

!J-adica su M è la topologia prodotto delle topologie m-adiche
sugli M m . I /

P.3.4. An è linearmente compatto e Q-separato per ogni n E N.

DIMOSTRAZIONE. Rn è linearmente compatto e m-separato ([MD)
~ 7) e An è il prodotto topologico Il .l~m : //

m

P.3.5. Siano M, N E LTA e f un epirnor f ismo continuo di M su N.
,Se M E eo ed è ,Ò-separato, tale è N.

DIMOSTRAZIONE. Ovviamente N E eo. Inoltre : n f(mk M).
mEQ MED
keN keN

Osserviamo ora che, per ogni m E Q e per ogni k E N, mk M è
chiuso in M, poichè xnk è un ideale finitamente generato di A e per la
Prop. 3.14 di [MD].

Ora, per [MD] 3.12, risulta n f (ín ’k d’onde
l’asserto. //

^ 

P.3.6. Sia M E LTA, M finitamente generato. Allora M E eo ed è

Q-separato.
DIMOSTRAZIONE. Segue dalle P.3.4. e P.3.5. //
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4. - Duali dei moduli linearmente compatti e linearmente discreti.

Estendiamo ora ad A la teoria della dualità di Macdonald.
Per ogni M e l3 denotiamo con M l’A-modulo Hom~(M, E) do-

tato della topologia finita e con o il funtore dato dall’assegnazione
M - M per ogni E 13.

PROPOSIZIONE 4.3. Per ogni 31 un A-modulo linearmente

compatto e Q-separato.

DIMOSTRAZIONE. Per la P.1.2. risulta Jf = con M. mo-
_ 

m

duli m-primari, quindi (Lemma 2.2) e inol-
_ 

m 
m

tre per [MD] 2.5, il è dotato della topologia prodotto delle topologie
finite e degli -9,-moduli Em ) = Hm.

Ora Hm coincide con il duale secondo Macdonald dell’Rm-modulo
discreto Mm ([MD] 8.6). Quindi .gm è un R-mmodulo linearmente com-
patto e m-separato ([MD] 9.4) , pertanto, per P.3.3, if è linearmente
compatto e ~-separato. //

Per ogni M E .LTA definiamo il duale M* = C E) do-
tato della topologia della convergenza uniforme sui sottomoduli linear-
mente compatti e Q-separati di M.

Se M E ZTA e N è un sottomodulo di M, denotiamo con N1 l’orto-
gonale di N in M*, cioè N’ = {~EM*: ~(N) = 0}.

Allora una base di intorni di 0 in M* è data dai sottomoduli del

tipo Nl con N sottomodulo linearmente compatto e j-separato di M.
Osserviamo che, se il duale M* sopra definito, coin-

cide con il duale secondo Macdonald di M.

PROPOSIZIONE 4.2. Per ogn2 M*ELTA.

DIMOSTRAZIONE. Se ~ E M* e N è un sottomodulo linearmente

compatto e Q-separato di M, Ker E r1 N = V è aperto nella topologia
relativa di N. Pertanto quale modulo discreto e linearmente

compatto, y è di torsione e artiniano (P.3.1), cioè N/ Tr = con

Omi .Rmi-moduli artiniani e con 1~ insieme finito di indici. ZEF

Esistono allora degli interi ki tali che = 0.
, - , - 

iEF
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Pertanto M* è linearmente topologizzato su A dotato della topo-
logia finita.

Inoltre, poichè per P.3.6, la topologia di M* è più fine della topo-
logia finita, si conclude che è di Hausdorff. //

Richiamiamo alcune nozioni riguardanti la teoria della dualità

esposta in [O]. 
_

Per ogni M in [O] è definito il duale M = E)
dotato della topologia finita. 

_

Se L1 è il funtore dato dall’assegnazione .M ~ per ogni M E 
~) (5)(E» è una sottocategoria piena di LTA che contiene la categoria
degli A-moduli linearmente compatti.

Per ogni M E ~) (5)(E», M denota il modulo dei caratteri di ll1.
4 è una dualità alla Pontryagin, nel senso che per ogni .M E D, 31 è
isomorfo a M, e se lll E L1 (5)(E», M è isomorfo topologicamente a M.
Osserviamo che il funtore ó è la restrizione a 13 del funtore L1.

TEOREMA 4.3. Se ha la topologia finita e E Co.

DIMOSTRAZIONE. Poichè 31 E si ha:

(a) 1m lVl = con la topologia relativa, è linearmente discreto
(Lemma 3.6) e quindi per [MD] 6.2, è semidiscreto (cioè tale che ogni
sottomodulo è chiuso).

(b) Se Nm è un sotto Rm-modulo di M linearmente compatto
e m-separato nella topologia relativa, Nm è finitamente generato.

Infatti, Nm è un sottomodulo di ~Im ed è pertanto semidiscreto.
Basta, allora applicare [MD] 7.3.
Se N è un sottomodulo linearmente compatto e r2-separato di ~T,

per P.3.2 e P.3.3, N è il prodotto topologico fl Nm con gli 
_ 

m

moduli linearmente compatti e m-separati nella toplogia relativa.
Poichè deve coincidere anche con allora gli Nm

m

sono quasi tutti nulli, quindi per (b), N è finitamente generato. Vice-
versa, ogni sottomodulo finitamente generato di .lYl è linearmente com-

patto e Q-separato. Quindi M* ha la topologia finita.
Dimostriamo ora che M* E eo.
Poichè M Q) .lllm e M è linearmente discreto, M* è isomorfo

m

algebricamente a Il HomRm(Mm, Em) . (Lemmi 2.2 e 3.7).
m 

m

Inoltre, per la prima parte del Teorema, M* ha la topologia finita,
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cioè la topologia prodotto delle topologie finite degli Rm-moduli
Em) = Hm . ([MD] 2.5).

Per (c~) e per [MD] 8.6., Hm con la topologia finita, è il duale
secondo Macdonald di .M~m ed è pertanto linearmente compatto
([MD] 9.3) . Quindi //

COROLLARIO 4.3. ha: 1l~1 = (Z(!V))~*.
TEOREMA 4.4. Se M E Go, E ~o(’r).

DIMOSTRAZIONE. M è il prodotto topologico IT mm con 
Rm-moduli linearmente compatti. m

Allora M* è isomorfo algebricamente a EB ~’Im. ([0] Prop. 2 2).
m

Se V è un sottomodulo di 31*, tale che M*jV E 13, si ha ovvia-
mente V = EB V. e è di torsione per ogni m e D.

m

Per [MD] 9.13, è linearmente discreto, quindi V m contiene l’or-
togonale di un sottomodulo linearmente compatto e m-separato Nm
di Mm. Allora è un sottomodulo linearmente compatto

m

e D-separato di M tale che V.
m

Pertanto, poichè per la Pr. 4.2, la topologia di M* è meno fine della
topologia torsionale, si ha che è linearmente discreto. IL

COROLLARIO 4.4. ~Se M e Co, = M*.

TEOREMA 4.5. Se M E LTA è discreto, ill* E ~o ed è Q-separato.
Se M E Co ed è Q-separato, M* è discreto.

DIMOSTRAZIONE. Se M è discreto, M è di torsione e linearmente
discreto, quindi M* = E) e per il Teorema 4.3, è do-
tato della topologia finita.

Allora si ha: M*= d(M) e per la Prop. 4.1, M* E Co ed è Q-
separato. Se M è linearmente compatto e f-separato, ML= 0 è

aperto in M*. jj

5. - Dualità.

Denotiamo con h il funtore dato dall’assegnazione M ~ M* per
ogni 

PROPOSIZIONE 5.1. Per ogni M* separac i punti di M.
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DIMOSTRAZIONE. Sia x E M e sia TT un sottomodulo aperto di M
sia tale che V’. MIV, quale modulo discreto, è di torsione. Per la
Prop. 2.6, esiste tale che /(~-t-F)~0. Allora,
se n è l’omomorfismo canonico di M in MI V, g = fon è un carattere
di M tale che g (x ) ~ 0 (Ker g D TT ) . //

PROPOSIZIONE 5.2. sia M E LTA, N un sottomodulo di M.
Ogni carattere f di N si estende ad un carattere g di M.

chiuso in M e c E g si può scegliere in modo tale che
g(c) ~ 0.

DIMOSTRAZIONE. Sia f un carattere di N e V un sottomodulo

aperto di M tale che Ker f:2 V’ n N. f induce un omomorfismo

f ’ : 
Sia ora j l’isomorfismo algebrico di N + in NIN n V’ e sia

f == f’oj. 1 è un omomorfismo di in E. M/ V’ --~- N è un A -mo-
dulo discreto, quin di ditorsione, pertanto 1 è estendibile ad un omo-
morfismo g di M/F in E (Prop. 2.5’).

Se n è l’omomorfismo canonico di M in = g è un carat-

tere di M V) che estende f.
La situazione è illustrata dal seguente diagramma:

Sia ora g(c) = 0 e sia a l’omomorfismo canonico di M in M/N.
Poichè N è chiuso in M, MIN E LTA e quindi, per_ la Prop. 5.1, esiste
h di MIN tale che h(c + N) =,4 0. Allora, se h = hoa, h + g è un ca-
rattere di M tale che (h + g)(c) =1= 0. //

LEMMA 5.3. Siano M, N appartenenti a LTA e sia f un A-omomor-
f ismo continuo di M in N. f*, trasposto di f, definito ponendo per ogni
E E N*, f*(E) = E o f è un A-omomorfismo continuo di N* in M*.
Inoltre se f è suriettivo, f* è iniettivo; se f è iniettivo e aperto sull’imma-
gine, f* è suriettivo.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni sottomodulo C linearmente compatto e
Q-separato di M, ( f *)-1(C1) - f(C)1 dove, per P.3.5., f (C) E eo ed è
Q-separato. Quindi f * è continuo.
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Se t è suriettivo, ovviamente f * è iniettivo; se f è iniettivo e aperto
sull’immagine, M è identificabile con un sottomodulo topologico di N
e quindi, per la Prop. 5.2, f * è suriettivo. Il

Siac lVl E LTA e N un sottomodulo chiuso di M. Si ha:

(a) Esiste un isomor f ismo continuo di (MIN)* su N1.

(b) Esiste un isomor f ismo continuo di su N*.
Se N E Co, l’isomorfismo è topologico.

DIMOSTRAZIONE. Dalla sequenza esatta si

ottiene, per il Lemma 5.3, la sequenza esatta 0 - ~ M*
con ~* continuo e Im n* = 

(b) Dalla sequenza esatta 0 ~ N ~ M si ottiene, per il Lem-

ma 5.4, N* -~ 0 con i* continuo e Ker i* = NL.
Se N e Co, N* è linearmente discreto (Teor. 4.4), quindi i* è aperto

per il Lemma 3.7. /

Sia per ogni sia x l’elemento di E)
definito ponendo: 2(~) = ~(x) per 

x è un elemento di M**, infatti Ker x = (x)1 che per P.3.6 è

aperto in M*.
Sia ora l’omomorfismo di M in M** definito ponendo = x,

per ogni x e M.
Per ogni roM è un omomorfismo iniettivo (Prop. 5.1).

PROPOSIZIONE 5.5. Se M e com è un isomorfismo topologico.

DIMOSTRAZIONE. Per il Teor. e il Coroll. 4.4, si ha che M* = 
con Per il Teor. 4.3 si ha allora M= = (Z’(M))*= M**.

Quindi M** coincide con M. 
_

Da [O] si ricava che, per ogni M E Co, ~VI è isomorfo topologica-
mente a M e l’isomorfismo è dato dall’omomorfismo canonico roM. //

PROPOSIZIONE 5.6. Per E LTA, è un isomor f ismo algebrico.

DIMOSTRAZIONE. Sia oc E M**. Ker a è aperto in lVl*, quindi esiste
un sottomodulo linearmente compatto e Q-separato N di M tale che
Ker oc 3 N--. a induce un carattere oc di tale che, se n è l’omo-
morfismo canonico di M* in = a.

Per il Lemma 5.4 (b) vi è un isomorfismo topologico j di M*IN
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su N’~. Consideriamo il diagramma commutativo:

dove i* è la restrizione a N dei caratteri di M.
è un carattere di N. Esiste pertanto un x e N tale che

~N(x) _ Allora a = 

Per si ha quindi oc(~) = ($/N) = ~(x). //

LEMMA 5.7. lVl E LTA e N un sottomodulo chiuso di M.
Allora wM(N) = N11.

DIMOSTRAZIONE. Chiaramente 
Sia ora a e Per la Prop. 5.6, a = per un op-

portuno Per la Prop. 5.2, esiste un carattere ~ di M nullo
su N e tale che ~(x) ~ 0. Allora N’L1 contro l’ipotesi. //

PROPOSIZIONE 5.8. Per ogni 9 WM è aperto.

DIMOSTRAZIONE. Se V è un sottomodulo aperto di .M; M/Y è
discreto e quindi E Co ed è Q-separato per il Teor. 4.5.

Allora quale immagine omomorfa continua di è linear-

mente compatto e Q-separato (Lemma 5.4 (a), e P.3.5).
Pertanto WM( V) - è aperto in M**. //

LEMMA 5.9. Se è un sottomodulo chiuso di M se e

solo se è chiuso in M**.

DIMOSTRAZIONE. Se N è chiuso in .~, per il Lemma 5.7, 
(x)1; quindi è chiuso in M**.

x EN1

Se wM(N) è chiuso in M** e x è un elemento di com(N)
e quindi, per la Prop. 5.2, esiste un carattere ~ di M** tale che

~(a~(~)) = 0 e o 0. Per la Prop. ~.6, ~ _ ~ per un opportuno
q E .lVl*. Abbiamo allora 0 = = wM(N) (ii) = e 0 ~ ~(x) ==

_ 

Pertanto Ker q è un aperto di lVl contenente N e non contenente x,
cioè N è chiuso in M. //



79

TEOREMA 5.10. Sia Le seguenti affermazioni sono equi-
valenti :

(a) un isomor f ismo topologico.

(b) ~VI = N* per qualche N c- LTA.

DIMOSTRAZIONE. (a) =&#x3E; (b). Basta porre N = M*.
(b) =i&#x3E; (a) M ~ ~l*~ è aperto per la Prop. 5.8, cioè

CON-: N* - N*** è aperto. Ma CON- è il trasposto dell’A-omomorfismo
continuo c~N : N~’~ -~ N. Allora WM è continuo e quindi è un isomor-
fismo topologico. ll

DEFINIZIONE 5.11. Diciamo che M E .LTA è localmente linearmente

compatto se M ha un sottomodulo N E eo tale che M/N E 

TEOREMA 5.12. funtore h induce urca dualità h’ della categoria
dei moduli localmente linearmente compatti in sè. Esso subordina una
dualità tra le categorie e eo che coincide a meno di una equivalenza
con la dualità 4 .

DIMOSTRAZIONE. Sia M localmente linearmente compatto e N un
sottomodulo linearmente compatto di M tale che .lVl/N E 

Dimostriamo che WM è continuo.
Siano sottomodulo aperto di M**, e N’ = wM(N).
induce un isomorfismo (algebrico) f: M**/N’.
Poichè è linearmente dicreto, f è continuo per il Lemma3.7 (a),

pertanto, dato che è aperto in (V + N) è

aperto in M. co,,, induce anche un isomorfismo g : 
dove V + perchè, per il Lemma 5.9, V è chiuso in M.

g coincide con CO(1+NIII) e (V + è linearmente compatto quale
immagine omomorfa continua di N. Allora, per la Prop. 55., g è un
isomorfismo topologico e per il fatto che, ( T~’’ -f- è discreto, si

ottiene che V è aperto in Tr + N. Pertanto V è aperto in 
Verifichiamo ora che 31* è ancora localmente linearmente com-

patto. Per il Lemma 5.4 ( a ), N’ E eo, quale immagine omomorfa
continua del modulo linearmente compatto (Teor. 4.3).

Inoltre è isomorfo topologicamente a N* (Lemma 5.4 (b)),
dove N* appartiene a per il Teor. 4.4.

Dimostriamo ora la seconda parte del Teorema.
Per i Teoremi 4.3 e 4.4, se Al- E M* E eo e se .M E ~o,

11* E quindi, poichè e eo sono ovviamente sottocategorie
della categoria dei moduli localmente linearmente compatti, si ha



80

che 1~ fornisce una dualità tra la categoria e la categoria Con.
Per i Corollari 4.3 e 4.4, la suddetta dualità coincide con la dualità 4
considerata in [O] a meno dell’equivalenza Z definita tra la categoria
~o e la categoria //

COROLLARIO 5.12. Il funtore r subordina una dualità tra i moduli
discreti e i moduli linearmente compactti e Q-separati che coincide a meno
.di una equivalenza con il funtore o.

DIMOSTRAZIONE. Ovvio per il Teorema 4.5 e per il fatto che ò è
la restrizione a ‘~ della dualità 4. IL
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