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Elementi neutri
nel reticolo dei sottogruppi d’un gruppo.

ENRICO MARTINO (*)

Introduzione.

Ricordiamo che un sottogruppo N d’un gruppo G ¢ neutro se, e,
solo se, sono siddisfatte le condizioni

1) NU(V,NAV,)=(NUV)N(NUT,),
2) NA(V,uV,)=(NNV)HUNNT,),

per ogni coppia V,, V, di sottogruppi di G.

Chiameremo U-distributivo (N-distributivo) un sottogruppo N sod-
disfacente alla 1) (soddisfacente alla 2)), di guisa che N & neutro se,
e solo se, ¢ simultaneamente U-distributivo ed N-distributivo.

I sottogruppi U-distributivi, i sottogruppi N-distributivi e quelli
neutri sono stati caratterizzati da Zappa nel caso d’un gruppo finito
([3] e [4]). Higman e Sato hanno caratterizzato i sottogruppi U-di-
stributivi rispettivamente d’un gruppo periodico e di un gruppo non
periodico [3].

Non si ha invece, a quanto risulta all’autore della presente nota
una caratterizzazione dei sottogruppi N-distributivi d’un gruppo in-
finito qualsiasi.

(*) Indirizzo dell’Autore: Seminario Matematico Universitd - Via Bel-
zoni 3 - 35100 Padova.

Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd dei Gruppi di Ricerca matematica
del C.N.R.
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In [1] si & provato che, nel caso d’un gruppo localmente nilpotente,
le tre menzionate classi di sottogruppi, nonché altre classi di sotto-
gruppi a priori piut generali di quelle, coincidono. In questa nota, pren-
dendo le mosse dai citati teoremi di Higman e Sato, caratterizzeremo,
entro certi limiti, i sottogruppi neutri d’un gruppo generico.

Elenco di alcuni simboli ed abbreviazioni.

HCG@ H ¢ un sottoinsieme del gruppo G;
H <G H é un sottogruppo del gruppo G;
HJG H ¢ un sottogruppo normale del gruppo G;

(@) Insieme del numero ! e dei numeri primi ehe dividono 'ordine
di qualche elemento periodico di G;

U-d. U-distributivo;

N-d. N-distributivo.

* %k ¥

1. FElenchiamo alcune proprietd generali dei sottogruppi in que-
stione che c¢i saranno utili in seguito.
Sono intanto immediate le seguenti proposizioni:

1.1 Sia H<N<G, HLG. Se N ¢ un sottogruppo U-d. (N-d.)
di Gy N/H ¢ un sottogruppo U-d. (N-d.) di G/H.

1.2. Siano H, N<G. Se N ¢ un sottogruppo U-d. (N-d.) di G,
allora N N H ¢ un sottogruppo U-d. (N-d.) di H.

Si ha poi ([1] prop. 8):

1.3. Siano H, N<@Q con HIG ed HN N =¢. Se N ¢ un sotto-
gruppo U-d. (N-d.) di G, allora NH [H ¢é un sottogruppo U-d. (N-d.) di G[H.

Dimostriamo infine la seguente proposizione che riduce il problema
della determinazione dei sottogruppi neutri d’un gruppo G al caso in
cui G sia finitamente generato:

1.4. ProrosizioNE. Sia N un sottogruppo d’un gruppo G. N ¢
un sottogruppo U-d. (N-d.) di G se, e solo se, per ogni sottogruppo finita-
mente generato H di G, H N N ¢é un sottogruppo U-d. (N-d) di H.
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DiM. La necessitd rientra nella 1.2,

Quanto alla sufficienza, sia H N N un sottogruppo N-d. di H per
ogni sottogruppo H finitamente generato di G. Detti V,, V, due sotto-
gruppi di G, proviamo che

Nn(VLuVy)y=(NnNnV,))ulNnV,).
Allo scopo, basta verificare che
Nn(V,uVy)y<(NNnV,)u(iNnVy,

P’inclusione inversa essendo ovvia.
Considerato dunque un xe N N (V, U V,), lo si esprima nella forma

L == 0 Vs vee V1nCay (V€ V,, 1=1,2).

Posto allora
H = (043, V215 ovy Viny V2n) s

V; = (Vy1y eeey V1) 5 V; = (V15 +eey Can)

si ha, per ipotesi,
NNn(V,uV)=(NnV)u@NnV,)
onde
ze(NNVY)UNNV)INNVYIU NNV, .

Analogamente si ragiona nel caso di sottogruppi U-d.; donde 1’asserto.

2. In questo numero caratterizzeremo i sottogruppi neutri d’un
gruppo periodico.

2.1 LEMMA. Siano N, M due sottogruppi normali del gruppo pe-
riodico G, con o(N)Nw(M)=1. 8 NM|/M ¢ un sottogruppo N-d. di
G[M, allora N ¢ un sottogruppo N-d. di G.

DiM. Per ogni sottogruppo U <@ si ha, nelle ipotesi poste,

(UNNYUM =(UUM)N(NU M).
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Detti allora V,, V, due sottogruppi di G, si ha

(V;UV)NN)UM = (V,UV,UM)N(NU M) =
=(V,MANM)U (V,MANM)= (V,AN)U (V,nN)UM

da cui

((Vlu Vz)nN)M
M
. (V,.NnN)Yu(V,NnN)M
- M

(ViuV,) NN ~

~ (V,NN)u (V,NN)

gli isomorfismi essendo quelli canonici, onde
(MU V)N N=(V,NN)u(V.NN); ec.vd..

2.2. TEOREMA. Sia N un sottogruppo mon banale del gruppo pe-
riodico G. N é un sottogruppo neutro di G se, e solo se, sono soddisfatte
le seguenti condizioni:

1) N G

2) Detto N, Uinsieme dei p-elementi di N, per ogni p € w(G|N):
2a) ogni p-elemento uw di G é permutabile con tutti gli element:

di N;

2b) ¢ o {u)> N, oppure N, ><{u).

3) Linsieme M = {we G [{w) N N = e} ¢ un sottogruppo di G tale
che:
3a) MG, o(M)Nw(N)=1;
3b) il centralizzante Cgy (NM|M) di NM|M in G/M é un

S-gruppo (cioé é prodotto diretto dei propri sottogruppi di
Sylow).

DiM. Necessita. Le 1), 2) seguono dal fatto che N ¢ un sottogruppo
U-d. di G([3] pag. 65 teor. 6).

Quanto alla 3), M ¢ evidentemente un sottogruppo di G soddisfa-
cente alla 3a) e proviamo che esso soddisfa anche alla 3b).
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Allo scopo, supponiamo dapprima M =e e sia pew(C4(N)). Se
ogni p-elemento di C4(N) appartiene ad N, allora C4zN) ha un solo
p-sottogruppo di Sylow perche C4x(N)N N & abeliano. In caso con-
trario, siano, per assurdo, §, ed S, due p-sottogruppi di Sylow di-
stinti di G e sia teS,,uS,', un g-elemento con ¢ p. Dalla 2b) si
trae §,N N =8, NN = N,; inoltre, essendo M =¢, & )N N e,
sicché dalla

A>NN<(B,UB8)NN=(8,NN)U (8,nN)=N,

segue che N, contiene un g-elemento, cosa assurda. C4z(N) & dunque
un S-gruppo.
Se poi ¢ M ~e, NM/M & un sottogruppo neutro di G/M (1..3)
Ora, I'insieme degli elementi di G/M che non hanno altra potenza
in NM/M che I'unita é il sottogruppo identico, onde, per quanto sopra
dimostrato, Cgu(NM/M) ¢ un S-gruppo.

Sufficienza. Dalle 1), 2) segue che N & U-d. ([3] pag. 65 teor. 6);
resta dunque da provare che esso & N-d.

Allo scopo, supponiamo dapprima di nuovo M =e.

Detti V,, V, due sottogruppi di @, si tratta di provare che

1) NAa(huV)=EFnTHu@Fnt,).

Sia, all'uopo, ze NN (V,UV,) un p-elemento (pew(@)) e lo si es-
prima nella forma

(2) T = Uy Vg +-+ V1nV2n
dove v;; & un p,,-elemento (p,;€w(G)) e
vy;eV, (=1,2;j=1,2,..,n)
(potendo essere eventualmente p;;=1 per qualche ¢, j).
In virtu della 2a), & lecito supporre che nella (2), per un conve-
niente k, 1<k<mn, i primi 2% fattori appartengano ad N mentre gli

ultimi 2 (n—k), se non identici, non vi appartengano. Posto

’011’021 soe ’le’Uzg == alaz wee By

23
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con gli a; p;-elementi fra loro permutabili, ;e (NN V,)U (NN TVy),
P;F#P; per i%j, la (2) si pud esprimere nella forma

(3) L= Gy eeey ApVy,54 102111y ooy V1nV2n «

Se & p;;=p (p essendo sempre il numero primo relativo ad z) per
qualche 4, j(t=1,2; j=Fk+1, n), poiché p,;; € w(G/N), dalla 2b)
si trae che xe(v,;>, onde z€ (Nr\ U (N NTW). 3

In caso contrario, osserviamo che, attese le 2a) e 2b), per ogni
gew(@/N), i g-elementi di G sono tutti nel O4(N). Ne segue, essendo
C4(N) un 8-gruppo, che nella 3) v,; e v,, sono permutabili se P,;5~ Prs,
mentre il prodotto v;v,, & ancora un p,-elemento se p,,= p,,, Per-
tanto la (3), permutati ed associati opportunamente i v,;, diviene

(4) L= G0y ... @b by ... D

dove i b, sono g,-elementi (¢;€ w(G/N)) fra loro permutabili con
¢;%p per ogni ¢ =1, 2, ..., s. Orbene, poiché tutti i fattori del 2° mem-
bro della (4) sono permutabili ed # & un p-elemento, uno degli a,;, per
esempio a,, deve essere un p-elemento, mentre deve essere @,, ..., b, =e¢,
perciod

r=a,c(NNV)UNNT,)

ed N & N-d.

Se poi M e, essendo N U-d. in G, NM/M & U-d. in G/M (1.3)
di guisa che per esso valgono senz’altro le 1), 2) dell’enunciato. Si ve-
rifica subito poi che vale anche la 3) con la particolaritd che il sotto-
gruppo degli elementi di G¢/M che non hanno altra potenza in NM/M
all’infuori dell’unitd & identico.
Ne segue, per quanto dimostrato sopra, che NM/M & neutro in

G/M e finalmente dal lemma 2.1 si trae che N & neutro in G.

3. Ci occuperemo ora dei sottogruppi neutri d’un gruppo non pe-
riodico. Poiché nel seguito sfrutteremo sistematicamente il teorema di
Stato ([3] pag. 66 teor. 7), riportiamo, per comoditd del lettore, ’enun-
ciato di tale teorema.

3.1. TeorREMA (Sato). Sia G un gruppo non periodico e sia N un
sottogruppo non banale di G. N é U-d. se, e solo se, sono soddifatte le
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sequenti condizioni:
1) N1 Gy

2) G|N ¢é periodico;

3) gli elementi periodici di G sono contenuti in N ed w(N)N
No(GIN)=1;

4) per ogni coppia wu, v di elementi aperiodici di G é
up N vy #e

5) Se X ¢ un laterale di N in G ed x€ X, allora, per ogni ac N,
esiste un intero h tale che

»eX, ar'=2a"a.

3.2. CororrArio. Siano G un gruppo non periodico finitamente
generato, Z(G) il suo centro ed N un sottogruppo non banale di G. Se N
¢ U-d. in G, allora Z(G)N N ¢é non periodico.

Dim. Per la 3) del teorema 3.1 esiste un insieme finito {y,, ¥., ..., ¥n}
di generatori aperiodici di G; le 2), 4) dello stesso teoremsa implicano
che N & non periodico, sicché ancora dalla 4) segue che

e# Yo N...N Y NNLZ(G),

donde la conclusione.

3.3. PrROPOSIZIONE. Sia N un sottogruppo \U-d. non banale del gruppo
non periodico finitamente gensrato G. N ¢ neutro in G se, e solo se, fissato
un elemento aperiodico z€ Z(G) N N, esiste un intero n > 0 tale che
N/[{z") sia un sottogruppo neutro del gruppo G[{z"), gruppo necessaria-
mente periodico.

Dim. La condizione & necessaria per 1.1.

Quanto alla sufficienza, si tratta, al solito, di provare che, per ogni
Vi, Vo< @, risulta

1) NNn(V,uV,)=dnNnTV)uUEdNNT,).

23*
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All’uopo, se V, e V, sono entrambi periodici, si ha V;, V,<N (3.1), 3),
donde la (1).

Se V,, V, sono entrambi non periodici, scelto un elemento aperiodico
2€Z(@)N N, risulta (3.1), 4)

EHNNNV,NV,=<D  (n>0),

N/{z*) per ipotesi & neutro in G/{z"), donde la (1).
Se infine V, & periodico e V, & non periodico, allora ¢ V,<N e
si ha

Na(WMuV)=Nn(,uV,NN)UV,) =
:(Nn(Vlu(Van)))u(Nan):
=V,uV,NnN)=(NNV)uNNYV); ecvd..

Le proposizioni 1.4 e 3.3 riconducono il problema della determinazione
dei sottogruppi neutri d’un gruppo, nel caso d’un gruppo non periodico,
allo stesso problema relativo al caso d’un gruppo periodico ed al pro-
blema della determinazione dei sottogruppi U-d. d’un gruppo non
periodico, problemi risolti rispettivamente dai teoremi 2.2 e 3.1.

Al fine di giungere ora ad una caratterizzazione piu esplicita dei
sottogruppi neutri d’un gruppo non periodico G, supporremo che G
soddisfi alla seguente condizione:

3.4. Per ogni coppia H, K di sottogruppi di G con K<\ H ed H|K
periodico, il gruppo H|K é localmente finito.
Si osservi che la 3.4 & senz’altro soddisfatta se G & localmente ri-
solubile.

3.5. TEOREMA. Sia N wun sottogruppo mon banale del gruppo mon
periodico G soddisfacente alla 3.4.
N ¢é neutro in G se, e solo se, valgono le sequenti condizions:

1) L’insieme P degli elementi periodici di G ¢ un sottogruppo
proprio di N, G|P ¢ localmente ciclico ed é w(P)Nw(G/N)=1;

2) Se X é un laterale di N in G ed x € X, allora, per ogni a € N,
esiste un intero h tale che

reX, aa=ax.
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DiM. Necessita. C’¢ da dimostrare soltanto che P<N e che G/P
& localmente ciclico, le altre condizioni figurando gia nel teorema 3.1.
B lecito supporre G finitamente generato, di guisa che Z(G) & non
periodico.

Detto # un elemento aperiodico di N e posto |G/N|=m il sotto-.
gruppo K,= Z(G) N {z™)> & aperiodico, quindi G/K, é finito (3.1, 4),
Pertanto, indicato con L, I'insieme degli ¥y € N aventi ordine, mod K,.
primo con m, dalla 2) del teorema 2.2 applicato a G/K, si trae, usando
il teorema di Burnside, che L,<1G [4].

Indi, applicando il teorema 2.2 al gruppo G/L,, osservato che I'M
di cui in 2.2, 3a) & identico, la 2.2, 3b) porge che G/L, & nilpotente.
Ora, poiché L,c P ed x¢ L., risulta

1) N L.=P
TEN\P
onde P<N.
Dalla (1) discende poi che G/P & isomorfo ad un sottogruppo del
prodotto diretto J] G/L, sicché, essendo quest’ultimo localmente

ZEN\P
nilpotente ([2] pag. 183), tale & anche G/P che risulta quindi local-
mente ciclico ([1], cor. 18).

Sufficienza. Possiamo ancora supporre G finitamente generato (1.4).
Si trae allora dalle 1), 2) che Z(G) & non periodico: infatti, se {gm u,,
vy g™u,} (u;€ P) & un sistema finito di generatori di G, esiste, per la 2),
una potenza ¢* di g, con k>0, permutabile con u,, ..., %, e quindi
Qe Z(@).

Ne segue facilmente che valgono tutte le condizioni del teorema 3.1,
talché N é intanto U-d.

Se ze Z(@) N N ¢ un elemento aperiodico, consideriamo il gruppo
G[{z™> con m = |G/N|. Poiché N/(z") & U-d. in G/¢z™> (1.1), questo
soddisfa alle condizioni 1), 2) del teorema 2.2 e proviamo che esso sod-
disfa anche alla 3) dello stesso teorema. Infatti, dalla 2b) del teorema 2.2
discende che 'insieme M [{z") degli elementi di G/(z™> che non hanno
altra potenza in N/{(z™) all’infuori dell’unita é il sottogruppo identico
di G[<zm).

Inoltre, essendo G/P ciclico, tenuto conto di 2.2, 2a), si verifica
facilmente che, per ogni p € w(G/N), due p-elementi di G/{z™) sono
permutabili, donde la 3b) di 2.2.

Pertanto, N/{z™) & neutro in G/{z"), quindi N & neutro in G(3.3).

Infine, ricordando che il reticolo dei sottogruppi d’un gruppo lo-
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calmente ciclico ¢ distributivo, dal teorema precedente si deduce su-
bito il
3.6. COROLLARIO. Sia G un gruppo senza torsione (non identico)

soddisfacente alla 3.4. G ¢é dotato di sottogruppi nmeutri non banali se,
e solo se, ¢ localmente ciclico.
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