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Pseudodifferenziali definiti
su aperti di una cosfera fibrata.

GIULIANO BRATTI (*)

§ 1. Sia £ un aperto in R" e T*(L) il fibrato cotangente di base £.
T*(Q) sia R*(2)—{0}. Introdotta su 7™*(£) la relazione di equivalenza
R, (x, &)R(y,n) se e solo se x =y ed esiste t>0 con &=1tn, il quo-
ziente di 7*(2) modulo R si indicherid con S*(2). S*(Q2) si dice la
cosfera fibrata su Q. S*(Q2) puo esser identificata con il prodotto
02x8,_,,dove §,_, indica la superficie sferica unitaria in R, duale di R".

Nel caso ordinario, se A = A(x, D) é un operatore pseudodifferen-
ziale di simbolo a(z, &), (per ogni g€ C7(2), Agp(r) = (2n)‘"fexp [i2&]
a(x, £)P(&)dé, (&) indica la trasformata di Fourier di ¢), a(x, &) &
una funzione C® (**) definita su 2xR,; oggetto di questo articolo &
di dare la definizione di operatore pseudodifferenziale con simbolo
definito solo su un aperto di S*(2), O.

Si otterra, per tali operatori:

A) un teorema di continuita tra spazi di Sobolev, relativamente
definiti sull’aperto O; e

B) un teorema di pseudolocalita.

(*) Indirizzo dell’A.: Seminario Matematico, Universitd - Via Belzoni 3 -
1-35100 Padova.

Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca del C.N.R., presso la
Rutgers Univeisity, New Brunswick, N.J., U.S.A.

(**) a(x, &) soddisfa alla condizione ulteriore: se l'operatsre A, di cui
a(x, &) & il simbolo, & di ordine < m, per ogni compatto K in 2 e per ogni
coppia di multi-indici (p, ¢)eN"xN", esiste G, (K)>0 con |D¢Dia(z, §)|<
<G, (K)(1+ |7, xe K e &€R,, |p|=lunghezza del multi-indice p,
D = (1/i)(8/ow).
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Sara dimostrato, inoltre, come nel caso ordinario, se A(x, D) &€ un
operatore pseudodifferenziale di ordine <m, m € R, la continuita di
A(x, D) tra HQ) e H,"™R2), VseR (*), e la sua pseudolocalita,
(se ue &(2), supp sing 4 (x, D)u C supp sing «), seguono da A) e B).

Le notazioni usate sono quelle in « An introduction to Pseudodif-
ferential operators and to Fourier integral operators », di Francois Treves.

§ 2. 7: 8*(Q2)— Q sia la proiezione naturale della cosfera fibrata
S8*(2) sulla sua base Q, n(x, &) = x; @ sia un aperto in S*(Q2) e X
un compatto in O.

DEFINIZIONE 1.
S (K) = {p(x, y) € C>(2) & S(R"): g(x, &) = fexp [tyélg(x, y) dy
¢ zero se (x, £) ¢ X} (**).

DEFINIZIONE 2. seR, HY(X) é il completamento con topologia re-
lativa di 2( ) in C°(2) & H*(R").
Se J, ¢ una successione di compatti in O con: O = |J. X, X, CJu,,,,,

J%J,. 1 linterno di X, ,,
DErFINIZIONE 3. H*(OQ) ¢ il limite induttivo degli F-spazi H*(I,).

DEFINIZIONE 4. meR, 8™(9) = {a(x, &) € C° per ogni (x, &) € O: per
ognit X compatto in O e per ogni (p, q) € N"xN“ esiste O, (}) > 0 con
DD a(, £)|< Co K)(L+ [£])"7, per ogni (z, &) K}. Ogni a(z, &) e S"(0)
st dice un simbolo di ordine <m su O.

Se su 87(0) si pone la topologia della famiglia di seminorme py; , ., X,
p e gcomein def. 4), px,, (@) =inf {C, (X): C,(¥) come in def. 4)}, S™(0)
risulta F-spazio. S™(£2), F-spazio delle funzioni (a(x, &) e C°(2xR,)
soddisfacenti alla proprieta di cui al (**) di § 1), si inietta continua-

(*) H3(Q)= H'N&(R2), H* s-spazio di Sobolev; H} ()= {ucD’(Q):
Voe CX(Q), pue H?}. HYR) & il limite induttivo degli F-spazi H*(K), K com-
patto in Q, con la topologia relativa da H®, la topologia su H’ (2 & !a piu
debole che rende continue le mappe my: Hy, (£2) > H?, g (u) = gu, per ogni
e C(Q).

(**) La topologia sui prodotti tensoriali & la = di Grothendieck (per la
nuclearitd di C®(£) essa coincide con la &). Se £€R,, £+£ 0, &= §/|&|.
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mente in S™(9). Se si pone: S~°(0)= (] 8"(9), meR, S"(L2) & denso,
modulo S~®(0), in 8m(Q) nel senso che: se a(x, &) € 8™(0) si puod tro-
vare b,(z, &) e 8"(2), neN, con b,(z, &) — b(x, &) in S™(0) e a(x, &) —
—b(x, &) e 87=(0).

La dimostrazione ¢& facile: & sufficiente prendere b,(x, §) =
= a(®, £)gq(x, &) dove g,(z, &) & il prolungamento naturale di g,(, E) €
€C2(X,) con g,(x, &) =1 su X,_,. (Il prodotto a(z, &)g.(x, &) & zero
se (2, &) ¢ X,).

Se 2(0) = |J. Z(}K,), per ogni a(x, §)e8"(0), A,= A, (x, D) sia la
mappa definita su E(O) con valori in 9D’ (n(O)) cosi ottenuta: A,¢(r) ==
= (270)~ [exp [iw€]a(x, &) (@, §)dE.

DEFINIZIONE 5. ¥™(0) = {4,(x, D), per ogni a(x, &) € S™(0)}. Ogni
A,(x, D)e ¥™(0) si dice un pseudodifferenziale di ordine <m su O.

A) TEOREMA. PerogniscR, se A, = A.(x, D)e¥™(0), A, (¢ lineare e)
continua da H*O) in H},"(n(0)).

DiMosTRAZIONE. Poiche H*(O) & £F-spazio, & sufficiente dimostrare
che se g,(x, y), n € N, converge a zero in H*(X), X €O, A,¢.(x) con-
verge a zero in H{;’”(n(O)) Dire che ¢,(z, y) converge a zero in H* (JQ)
¢ equivalente dire che (1 + |&]2)"2¢,(«, §) converge a zero in C*(2) &
® L*(R,). Poiché ¢,(x, &) & nulla se (z, &) ¢ X, e poiché su J si ha:
la(z, £)| < C(1 + |&)», il prodotto (14 |&|2)e—"2a(x, £)Pa(, £) rimane
convergente a zero in C*(2) & L*R,). Si ha:

1@, y) = (20)" [exp [iy&]a(@, E)fa(x, £) dE

¢ in C°(Q) ® H*m(R") e rimane convergente a zero. La mappa
Plyst C°(Q) ®, HYR") > Hi (Q), Flyma(p(@) ® u(y)) = (@) u(@) & conti-
nua, conseguenza del fatto che la moltiplicazione per ogni ¢(z) € C? (£2)
¢ una mappa continua di H*(R") in se stesso. Indicata con 7|, il suo
prolungamento per continuita, risulta, facilmente, 4,¢(x) = r|,_.(x(z, ¥)),
se 2(, y)= (2m)~" [exp [iy£]- a(@, £)p(x, &) dé. I teorema & dimostrato.
R.A. Sia 0= 8%2) e ¢p,,neN,eC’(K), K compatto in £, con
@. convergente a zero in H*(K). Se a(z)e C*(2), a(r) ® pa(y) € H(8*(2))
ed ivi converge a zero. Da A) segue facilmente che se a(z, &) € S™(£2),
a(x)(2m)—" fexp [ix&la(xz, &) @.(s)dE converge a zero in H: ™(£2). Allora
(27) —"fexp [iz&la(z, £)@(E) dE converge a zero in H;, "(L2). Cid dimostra
che ogni operatore pseudodifferenziale di ordine /m ¢ continuo da
HYQ) in H;™Q).

Se O’ é un aperto in O,
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DEFINIZIONE 6. HE (9') = {u(z, y) € C*(7(9)) ® D'(n(9).=,): per
ogni g(x, £) € CY(0) e per ogni h(y) € C(w(9)y), G,ub(x)€ H}\(2), G,
definito da g(x, &), prolungamento di g(x, &), € 8°(O )} (*).

E facile verificare che se 8*(z(0)) & la cosfera fibrata di base
7(0)c 2, e se ueD'(7(9)), 1(x) Quly)eH:(O') se e solo se ue HE (0'*)
secondo la definizione di [2] cap. 1, § 5.

loc

DEFINIZIONE 7. C*(0') = H,,.(9'), VseR. Se u(x, y) e C*(7(9))®
& D'(7(9),-,), si pone OuH U{O0' c 8*(n(9)): u(z, y) e C>(Q"). Si indica
con WE(u), e si dice Uinsieme fronte d’onda della distribuzione u, il
complementare, in S*(7(9)), di O,.

Si pone: ¥~ (0)= [ ¥"(9), per ogni meR. (Dire che 4, P>(9)=
= U¥™0), meR, & in ¥~ °(0) significa dire che se a(z &) ¢ il simbolo
su O che definisce 4,, per ogni le N, per ogni JcO, per ogni coppia
di multi-indici (p, g) e N XN", esiste @, (¥;1)>0 con:

|D2 D% a(@, )| < C, (K50 (1+ &), (x,8)eX.

DEFINIZIONE 8. Se A,e¥P*=(), O,,=U{0'cO, O’ aperto: A, e
eV ~=(0")}. 8¢ indica con WFgo(A,) il complementare in O, di O,,.

B) TEOREMA. Sia A,e V() e u=u(x,y)e H*(O) = UH*), seR.
WE,(1(z)® (4,u)(y)) N O C WFo(4,) N WF,(u).

DIMOSTRAZIONE. a) sia (z,£)€0,; si pud trovare O'cO con
A, e W 0. Se u(z,y)e HY), u(x, &) =0 se (x,&)¢ K cO, per qual-
che X; sicché: se g(z, &) e C*(0') e g(x, &) =1 su X, 4,u(@) = (2n)—"-
- [exp [iw&]b(@, §) (@, &) dE, b, §) = a(z, &) g(@, §) a(z, &), che definisce
A,, g(x, &) prolungamento di g(x, &), (come funzione positivamente
omogenea di grado zero). Sia a(w)@ﬁ(y)ee‘”(g)@H’(R‘): g:(x D)
[(2) " [exp [i2€]b(z, &) a(z) () dE]€C™(R2) non appena g,(z, &) € CT(O') ed
il suo prolungamento, g¢,(x, &), definisce g,(x, D). Infatti: a meno di una
funzione in C*(Q), g,(x, D) [...], come sopra, coincide con (2x)-"-
- [exp [ia€1bgy(z, &) B(E) dE, con bgy(z, &) = T, (1/p!) clgy(@, &) DE(b(x, &)-
-a(x)) (**), ed & chiaro che bg,(z, &) € S“’(.Q) poiche i prodotti nella serie
sono non nulli solo se (x, £)esupp g,(x, £)cO’ ed ivi, in O,

*) HM(L‘) ), come in def. 7 c? (0%), per distinguerli dai relativi spazi su
O’ come varieta.

(**) I1 modo con cui si deve intendere la convergenza di questa serie in
8m(2), se a(z, &) 8™(0), & indicato in [2], cap. 1, § 4.
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b(x, &)a(x) e S~(©'). La mappa ¢,(z, D) [...], come sopra, é continua
da C*(2)®,H*R") in C°(Q), sicché g,(x, D)(A,u)e C°(£2) per ogni
i, &) € CT(0'). Segue: (, &) ¢ WF(1(2) ® 4,u(y)).

b) Sia (x,£)eONO,: si pud trovare O'cO con e C°(9'). Per
dimostrare che (z, é)qéWF(l(w)@A,u(y)) il procedimento & lo stesso
che in [2], cap. 1 § 5, Teorema 5.1. B) & completamente dimostrato.

R.B. Sia we §(Q), ac C*(Q), A == A(x, D)eP>(Q).
Nel caso che O = 8*(22), B) da:

WF(1(z) ® A(x @ u)) N 8*(Q2)C WF,(A) N WF(a() @ u(y)) -

Risulta, facilmente, WFy(«x(r) ® u(y))C WF(u) e, per I'osservazione che
segue la def. 6, WF,(1(x) ® A(a ®u)) = WF(A(a® w)) (*). Allora
Vae CY(R2), WF(A(x® u)) C WF(u); ciod: WF(Au)C WF(u).

(*) La definizione di WF(A), A€ ¥ *(2), e quello di WF(u), ue D' (2),
sono dati in [2], eav. 1, § 5.
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