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REND. SEM. MAT. UN1v. PADOVA, Vol. 49 (1973)

Classi di gruppi abeliani chiuse

rispetto alle immagini omomorfe ed ai limiti proiettivi.

L. SALCE (*)

In [1], L. Fuchs ha posto i seguenti problemi, uno duale dell’altro:
determinare le classi di gruppi abeliani chiuse rispetto a: 1) sotto-
gruppi e limiti iniettivi; 2) immagini omomorfe e limiti proiettivi.
P. Hill ha dato in [2] una soluzione del primo problema. In questa nota
diamo la soluzione del secondo.

Diremo che una classe di gruppi abeliani é (<) chiusa se & chiusa
rispetto alle immagini omomorfe ed ai limiti proiettivi. Indicheremo
con U la classe di tutti i gruppi abeliani e con D la classe dei gruppi
abeliani divisibili. D’ora in poi, salvo esplicita menzione, con la parola
gruppo intenderemo gruppo abeliano. Indicheremo con: Z il gruppo
degli interi; Z(n) il gruppo ciclico di ordine n; Z(p~) il gruppo di Priifer
relativo al numero primo p; 7,1 gruppo additivo degli interi p-adici;
@, il gruppo additivo del corpo dei numeri p-adici; N Dlinsieme dei
numeri naturali; P l’insieme dei numeri primi. Per ogni gruppo G,
T(G@) indica il sottogruppo di torsione di @, G, la componente p-pri-
maria di T(G), @ il completamento naturale di G.

Un primo risultato che semplifica molto il problema & dato dalla
seguente:

ProPOSIZIONE 1. Una classe (<) chiusa che contiene un gruppo
non di esponente finito coincide con U.

(*) Indirizzo dell’A.: Seminario Matematico dell’Universitd - Via Bel-
zoni, 3 - 35100 Padova.
Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca matematica del C.N.R.
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Premettiamo i seguenti lemmi:

LemMMA 1 ([1], Esempio 1, pag. 62). Sia {G},, una famiglia di
gruppi e C una classe (<) chiusa. Se per ogni sottoinsieme finito F di I
risulta > G, € C, allora T] G,€C.

iEF i€l
Se w ¢ un numero cardinale, indichiamo con Y G e ] G rispet-

tivamente la somma ed il prodotto diretto di w copie del gruppo G.

COROLLARIO 1. Se C ¢ una classe (<) chiusa di spazi vettoriali
su un corpo K, e se per ogni ne N, C contiene uno spazio di dimen-
sione m, allora C é la classe di tutti gli spazi vettoriali su K.

Infatti per il lemma 1, J] K € C per ogni numero cardinale w, e,

poiché > K ¢ un addendo diretto di [ K, > KeC.

LEMMA 2 ([1], Esercizio 2, pag. 64). Sia N dotato dell’ordine na-
turale. Sia {A,,7)} (i,jeN;i>j) il sistema inverso cosi definito:
A, =Z(p®), VieN; nj(z) = p~i x(xed,). Allora ligl A, =Q,.

LEMMA 3. Z ¢ limite proiettivo di gruppi divisibili.
Mostriamo che Z si ottiene come intersezione di una catena stret-

tamente decrescente e infinita (quindi come limite proiettivo) di sotto-
gruppi divisibili del gruppo: Q ® > A4,, dove A, = Z(2%), Vie N. Chia-
{EN
miamo a; il primo generatore di A,. Per ogni ¢€XN si ha: 2a, = 0.
Consideriamo i sottogruppi di @ ® Y 4,:
iEN

H,=<,{12!' + a;},51, {1/3! + a,[3}in1y ooy A0 + /34 ... 0}imny o0
H, =1, {12!+ a};5q {1/3! +a,[3} 50y ..., {10! + 0,34 ... 0} 50y ...)

...............................................................

...............................................................

B chiaro che H,2H,2...2H;2..., e che ogni H; & divisibile perché
ogni generatore & divisibile per ogni intero. Inoltre (| H, =<1) = Z.
;

COROLLARIO 2. Ogni gruppo libero ¢& limite proiettivo di grupps
divisibils,
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Sia F = ZZ Nelle notazioni precedenti sia B = z( ZA,.).
ieN
Poniamo: K, = SHy K= SHi i K, = zmpm )

Risulta: K,DK 2...2K;2..., ogni K, & " divisibile e ﬂK,
=3Z="F.

Dimostrazione della proposizione 1:

Sia @ il gruppo non di esponente finito che appartiene alla classe (<)
chiusa C. Se G non é ridotto, per un opportuno pe P, Z(p~) é imma-
gine omomorfa di G e quindi sta in C. Se G & ridotto distinguiamo
due casi:

a) G & di torsione. Ne segue ([1], 40.3) che G non & completo
nella topologia naturale. Se ¢ & 1’omomorfismo canonico di G in @,
@/(p(G) ¢ divisibile, diverso da 0 e sta in G. Esiste allora un peP
tale che Z(p*)eC.

mGnmémumeSHmmL%By@:@ww@NWﬂmﬁ
(6/T(@))" & libero da torsione, quindi contiene un addendo diretto
isomorfo a Z,, per qualche p € P. Percido anche in questo caso esiste un
p e P tale che Z(p©)eC.

In ogni caso dunque, Z(p~) € C per qualche p € P. Dal lemma 2 segue
che Q,€C. Ma @, >~ > @ (¢= 2%, percid C contiene, per il corollario 1,

> @ per ogni nume;‘o cardinale w. Poiché ogni gruppo divisibile &
immagine omomorfa di » @ per qualche numero cardinale w, si ha

che DC C. Ma allora, per il corollario 2, C contiene tutti i gruppi
liberi e quindi C = UW.

\

L’intersezione di una famiglia di classi (<) chiuse & (<) cifusa.
Cio consente di parlare di classi (<) chiuse generate da una famiglia
di gruppi. Se {4}, & una famiglia di gruppi, indichiamo con <{4,},.,>
la classe (<) chiusa generata dalla famiglia {4 },,,. Si hanno le nozioni
di classi (<) chiuse cicliche e finitamente generate. Per la proposi-
zione 1, il problema si riduce alla ricerca delle classi che contengono
solo gruppi di esponente finito. Tuttavia non ogni classe (<) chiusa
generata da gruppi di esponente fiinito & diversa da W, come mostra
la seguente proposizione:

PROPOSIZIONE 2. Se C ¢é una classe (<) chiusa tale che per un p€ P,
per ogni ne N, C contiene un p-gruppo di esponente finito G, tale che
PG, #0, allora C =AU,
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Infatti G, ¢ somma diretta di p-gruppi ciclici, tra i quali ce ne &
uno del tipo Z(p*), con k>mn. Quindi C contiene, per ogni n €N, un
gruppo del tipo Z(p*), con k>n. Ne segue che lim Z(p*) =Z,€C,
quindi € =UW.

Diremo che una famiglia {G},, di gruppi é limitata se esiste un
intero positivo » tale che nG;, = 0, per ogni ¢€I. Per quanto visto
nella proposizione 2, una classe (<—) chiusa di p-gruppi andra cercata tra
le clagsi limitate. Un esempio & dato dalla classe di tuttii p-gruppi di espo-
nente finito e < di p", per un fissato n € N, che & generata da > Z(p").

o
I risultati che seguono sono analoghi a quelli ottenuti da P. Hill
in [2] per il problema duale.

PROPOSIZIONE 3. Se C={A4,, 4,,..., A,> ¢é una classe (<) chiusa
finitamente generata, C = (A4,> U {4,> U...U{4,>.

Se n =1 la proposizione & banale. Supponiamola vera per n — 1.
B chiaro che <4,> U...U<{4,>C{4;,..., 4,)>. Se un gruppo X & limite
proiettivo di un sistema inverso {X,,n;} (4,j€I;4>7), in cui ogni
gruppo X, appartiene ad una classe (4;) (1<k<n), sia J un sot-
toinsieme cofinale di I tale che, se jed, X,e<{4;)U...U4, ).
Se ¢id non & possibile, sia J cofinale con I e tale che, se jeJ, X;e{4,>.
In ogni caso, poiché lim X ;= l(i_l__an (jed,i€l),siha: Xel4d,,..., A,_; DU
U4 =Up V.. U4, p U4,

PROPOSIZIONE 4. Una classe (<) chiusa di p-gruppi C é finita-
mente generata.

Per quanto visto nella proposizione 2, C deve essere limitata da un
intero positivo del tipo p" (p€ P, ne N). Ragioniamo per induzione
su n. Per n =1 si ha una classe (<) chiusa di spazi vettoriali su
Z[pZ. Una tale classe coincide o con la classe di tutti gli spazi vetto-
riali su Z[pZ, generata da zZ/pZ o con la classe di tutti gli spazi

vettoriali su Z/pZ di dlmensmne minore od uguale ad un intero posi-
tivo m, che é generata da ZZ/pZ ed & (<) chiusa. Infatti & ovvia-

mente chiusa rispetto alle 1mmag1n1 omomorfe; se poi {4,,n)} & un
sistema inverso (¢,jel;i>7j), con A, spazio vettoriale su Z/pZ di di-
mensione <m per ogni i€, mostriamo che A= 1<i_r__nA,. ¢ pure uno
spazio vettoriale di dimensione <m. Supponiamo che 4 sia di dimen-
sione maggiore di m. Sia , la proiezione canonica di 4 in 4,; se i>j
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risulta: Kerm,<Kerm;. Per 4> di un opportuno 4¢,, deve essere
Kerm, = Kerm, , perché altrimenti per qualche indice ¢ si avrebbe
che A/Kern; ¢ di dimensione maggiore di m. Esiste quindi un setto-
insieme di I, J, cofinale con I e tale che, se jeJ, Kerm; = Kerm,,.
Poiché Kerm,;, & diverso da 0 e limA;=1im 4, (jeJ,iel), non pud
essere A= hmA perche, per geJ m; si fattorlzza secondo il dia-
gramma commutativo: A — A[Kerm, —~A;. B quindi assurdo sup-

>
n.

porre che la dimensione di A sial maggiore di m.
Sia ora C una classe (<) chiusa di p-gruppi di esponente finito e < p"t+1.

Se C ¢ la classe di tutti i gruppi di questo tipo, allora C= <z Z(p"+1)>.
L)

Infatti, per il lemma 1, T Z(p™+!) € C per ogni numero cardinale w. Es-

sendo Y Z(p"+') addendo diretto di T[ Z(p*'), appartiene a C. Ogni

p-gruppo di esponente finito e < p»+! ¢ immagine omomorfa di > Z(p™+?)
per qualche w, e quindi sta in C. w

Se C non ¢ la classe di tuttii p-gruppi di esponente fiinito e < p"+!
esiste un re N tale che E:Z(p"+1 ) ¢ C, mentre ZZ(p"“) € C. Definiamo

delle classi di p-gruppi iD (1<i<r) in questo modo

fD,-={G|p"G=O 0 G(—DZZ(p"H)eC}.
[ 4

Si verifica facilmente che le classi D, sono (<) chiuse; essendo tali
classi pt-limitate, per l'ipotesi di induzione sono finitamente gene-
rate. Se D, = ({4,};cr,>, con F; insieme finito, si ha:

C= <{A,.,. @3 z(p 1)}”> (l<i<r,jel,).

Segue che C & finitamente generata.

Per quanto visto nelle proposizioni 3 e 4, le classi (<) chiuse di
p-gruppi saranno completamente determinate non appena si carat-
terizzino le classi (<) chiuse cicliche di p-gruppi. Diamo a tal fine
la seguente:

DEFINIZIONE. Fissata una k-pla di numeri, interi non negativi
0 00: (Mg, ..., M), con ny 7= 0, indichiamo con C,(ny,...,n;) la classe



6 L. Salce

k k k
dei p-gruppi del tipo ¥ > Z(p®) tali che: Y m,<> n,, per ogni ¢ tale
i=1m =i i=t
che 1<i<k, dove gli m; s‘ono numeri cardinali.
Si intende che per ogni numero cardinale m, m <oco; se n€eN,

PROPOSIZIONE 5. Le classi del tipo C,(ny, ..., n;) sono (<) chiuse
e cicliche. Viceversa, una classe di p-gruppt (<) chiusa e ciclica é del
tipo Cy(fyy ...y My).

Si verifica facilmente che C,(n,,...,n;) & chiusa rispetto alle im-
magini omomorfe. Se poi {4,, 7} (j, heJ;j>h) ¢ un sistema inverso,

k
con 4;€Cyny, ..., m) Vj€d, sia limd, =4 = > Z(p%), con gli r,

=1 1y

numeri cardinali. Se 4 ¢ C,(n,, ..., n;) esiste un ¢{ compreso tra 1 e %

\

k k
per cui si ha: X7, > > n,. Sia t, il massimo t per cui & valida la

=t i=t
precedente relazione. Poniamo 4, = z > Z(p‘). Per ogni jed detta m;
i=ly 1y

la proiezione canonica di A in A;, risulta: Kerm; n\ 4,#% 0. Posto
B; —Kern,nAo esiste un j, tale che, per j>j,, si ha: B,=B;,

perché zn ¢ finito. Ma allora non sarebbe A = 11m A;, perche, per
|=to

ogni j>jo, 7 A — A; si fattorizza secondo il dlagramma commuta-
tivo: A—>A/B,.—>A Quindi AeC,,(nl,. .y n:). Tale classe & ovvia-

mente clchca, generata dal gruppo z Z Z(p'), dove n, =mn, se n,e N
iﬂl n(

n =N, 5e n; = oo, Vlceversa se C e una classe (<) chiusa ciclica di

p-gruppi generata da A = 2 Y Z(p*), con k intero positivo e gli =,
i=1 2.
numeri cardinali, C = Cy(ny,...,n,) dove n, =n, se n,e€ N, n, = oo se
n:-) No-
Dalle proposizioni 3, 4 e 5 segue che le classi (<) chiuse di p-gruppi
sono §,. Passando al caso generale, si ottiene ancora una semplice
caratterizzazione delle classi (<) chiuse cicliche:

ProPOSIZIONE 6. Una classe (<) chiusa ciclica diversa da U,
C = (4, ¢ ael tipo: {6 =36,]6,¢ <A,,>}.
»
A & un gruppo di esponente finito, quindi del tipo: A= 4, ,con F=
PEF
= {P1) Psy..., Pn} sottoinsieme finito di P. Posto B= {G = E‘G, |G,e< A,,)},
?
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si verifica facilmente che B & (<) chiusa, percio CC PHB. Se Ge P,

G, ®Y4,€C, G, DG, DY A, eC, ecc.; segue che GeCe C= 3.
=2 i=3
Non tutte le classi (<) chiuse sono finitamente generate; ad esempio
non ¢é finitamente generata la classe ({Z(p)},.,> dove p percorre tutto P.
La caratterizzazione delle classi (<) chiuse diverse da U ¢ data, nel
caso generale, dalla:

PRrROPOSIZIONE 7. Una classe (<) chiusa é diversa da U se e solo
se é generata da una famiglia di gruppi finite {4 },., soddisfacenti alla
sequente proprieta: detto E UVinsieme degli esponenti dei gruppi A,,
E non é cofinale con nessuna sottocatena infinita di N, ordinato col sequente
preordine filirante: m<n se e solo se m divide n.

Se C#UW e GeC, G & di esponente fiinito. G & generato da
gruppi finiti e quindi tale & C. Sia C= ({4,},.,>. Se E ¢ cofinale con
una sottocatena infinita di N, o Z,€ C per qualche pe P, o TIZp)ecC,

PER
con R sottoinsieme infinito di P, e tali gruppi non sono di esponente

fiinito. Viceversa sia {4},., una famiglia di gruppi finiti con la proprieta
detta. B ovvio che ’esponente di una immagine omomorfa di un grup-
po 4, & divisore dell’esponente di A,. Se A & limite proiettivo di un
sistema inverso {4;,n;} (j,hed,j>h), con A;e{d},, Vied, A & di
esponente fiinito ed ancora il suo esponente & divisore di quello di
un A; per un opportuno jeJ. Segue che, se Ge ({4}, G & di
esponente finito ed il suo esponente & divisore di quello di qualche
A, (ieI). Percio C#UW.

Dalla proposizione 7 segue che le classi (<) chiuse sono al pilt 2¥e
Per provare Dlesistenza di 2% classi (<) chiuse distinte basta osser-
vare che, se P, e P, sono due sottoinsiemi distinti di P, le classi:

KZ(P)hyery © {Z(P)}per,y sOMO distinte.

BIBLIOGRAFIA

[1] L. Fucus, Infinite Abelian Groups, Academic Press, New York, 1970.
[2] P. HiLr, Classes of Abelian groups closed under taking subgroups and direct
limits, Universal Algebra 1/1, 1971.

Manoseritto pervenuto in redazione il 20 maggio 1972,



