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OTTIMIZZAZIONE DEI SISTEMI DI CONTROLLO

A PARAMETRI DISTRIBUITI:

CONDIZIONI NECESSARIE DI OTTIMALITÀ.

PUNTO DI VISTA DELLA PROGRAMMAZIONE DINAMICA

di MEHMET NAMIK OGUZTÖRELI *)

SUMMARY. - In [la] we established certain sufficient conditions for the existen-
ce of an optimal policy for well-posed linear distributed parameter control systems.
In this paper we investigate the properties of optimal policies and obtain certain
necessary conditions for the optimality of admissible policies using the techniques
of Dynamic Programming.

SUNTO. - In una nostra recentissima memoria [la] presentata dall’Illustre Ac-
cademico Linceo Mauro Picone abbiamo stabilito certe condizioni sufficienti con-
cementi l’esistenza di una strategia ottimale per sistemi di controllo lineari ben posti
con parametri distribuiti. In questo lavoro si studiano le proprietà delle strategie
ottimali e si ottengono certe condizioni necessarie di ottimalità spettanti alle stra-

tegie ammissibili. Le tecniche algoritmiche usano largamente il punto di vista della
Programmazione Dinamica.

1. Descrizione del sistema.

Sia S un sistema di controllo lineare ben posto con parametri distri-
buiti con un dominio spaziale fisso n( c En), limitato da una superficie
nitida 8Q soddisfacente le condizioni di Liapunov. Sia to]
(oc ? o) l’intervallo temporale iniziale ed I = [ to , l’intervallo di tempo
processuale spettanti al sistema S.

Assumiamo che
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(i) Lo spazio D di tutte le funzioni iniziali ammissibili consiste
da tutte lie funzioni sufficientemente nitide a valori reali cp( t, x) defi-
nite Io X n, tali che

ove cpo è un numero positivo specificato.

(ii) Lo spazio V di tutti i controlli ammissibili distribuiti consiste
da tutte le funzioni sufficientemente nitide a valori reali v( t, x) definite
su 11X!}, tali che

ove con vo si è notato un certo numero positivo.

(iii) Lo spazio W di tutti i controlli ammissibili al contorno con-

siste da tutte le funzioni sufficientemente nitide a valori reali w(t, x) de-
finite su tali che

ove vvo è un certo numero positivo.
(iv) Lo spazio di funzioni stato U consiste da tutte le funzioni

sufficientemente nitide a valori reali u( t, x) definite su 

Il grado di nitidezza degli elementi degli spazi U, O, V e W è da
determinarsi in ogni particolare problema in modo che siano soddisfatte
le condizioni affinchè il sistema S sia ben posto. In ogni modo però as-
sumiamo che

(v) Le funzioni cp(t, x), v(t, x) e w(t, x), appartenenti agli spazi o,
V e W rispettivamente, sono almeno una volta continuamente differen-
ziabili rispetto a t ed x2 , ..., xn) nel loro dominio di definizione.

Come al solito, sia lo spazio strategico per il si-

stema S.

Sia ora A un operatore lineare (generalmente chiuso) integro diffe-
renziale a derivate parziali e differenze finite azionante sullo spazio U,
non involgente differenziazione rispetto a t e sia B un operatore lineare
dato azionante nello spazio V. Si assume che
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(vi) Il sistema S è descritto dalla sequente equazione di evoluzione

pèr VEV et (t, soggetto alla condizione iniziale

ed alla condizione al contorno

Si suppone che w(to , x) per .

Giacchè il sistema S è presupposto ad essere ben posto, l’equazione
(1.4) ha, per 19, v, una soluzione unica u(t, x, to ; cp, v, w), sod-
disfacente le condizioni (1.5) e (1.6) e tale soluzione dipende continua-
mente dalla strategia p = { cp, v, i~}. Si assume inoltre che

(vii) Era stata stabilita per le traiettorie del sistema S una for-
mula di rappresentazione della forma

ove Li , L2 e L3 sono certi operatori lineari continui definiti rispettiva-
mente sugli spazi V, V e W e tali che
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Assumiamo che i nuclei Lk (k =1 ,2, 3) sono noti ed almeno una volta
continuamente differenziabili rispetto a t ed x per (t, per ogni
(CT, (a, e (a, x ~ ~, rispettivamente,
con singolarità deboli per e x = ~ .

Nel nostro lavoro [16] abbiamo dimostrato la possibilità di rap-
presentazione sotto la forma (1.7)-(1.10) delle traiettorie di una vasta
classe di equazioni di evoluzione. In seguito di un’osservazione fatta nella
nostra Nota [la], ogniqualvolta l’integrale temporale iniziale Io si riduce
al momento iniziale to , ogni integrazione spettante all’intervallo Il dev’es-
sere abolita, eseguiendosi ovvia modificazione nell’integrando. In questo
caso si scrive

e pertanto in corrispondenza di ciò, la formula (1.8) si trascriverà sotto
la forma

mentre le formule (1.9) e (1.10) rimangono tali quali.
Si tenga anche presente il fatto che ci preoccupiamo di un problema

astratto di Cauchy epperciò non ne abbiamo bisogno nè dell’operatore
L3 nè delle condizioni al contorno nell (1.8), (1.9) e (1.12). Effettiva-
mente, in questo caso, la formula di rappresentazione si presenta
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ove

e

mentre, nel caso in cui l’intervallo Io si riduce al momento iniziale t= to ,
si ha:

e

Dobbiamo sottolineare che vi sono alcune differenze tra le notazioni

spettanti ai nuclei Lk (k=1, 2, 3) da noi utilizzati in questo lavoro e

quelle che ne abbiamo adottato nel [ 16] . 

2. Problema di ottimizzazione.

Sia S il sistema di controllo descritto nel paragrafo 1. Siano v, w) }
una strategia ammissibile ed u(t, x) --- u(t, x, to ; (p, v, w) la traiettoria che

corrisponde al p = { cp, v, w } . Assumiamo che la performanza del sistema
S è misurata da un funzionale costo 1(9, v, w) avente la forma
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ove xi , e x3 E 8Q sono certi punti dati fissati e Qk (k =1, 2, ..., 5)
sono certe funzioni non negative a valori scalari date, sufficientemente
nitide rispetto a tutti i loro argomenti. Assumiamo che tutte le derivate
parziali delle funzioni Qk , che vi saranno utilizzate nei nostri calcoli,
esistono e sono continue. Denotiamo con ’7xu(t, x) il vettore gradiente
di u(t, x) rispetto ad x2 , ..., xn).

Il problema di ottimazione considerato in questo lavoro consta nella
determinazione di una strategia ammissibile con un costo minimo. Sia

vo, yvo una tale strategia. Si ha allora

e cioè

Ogni v°, avente la proprietà di cui sopra sarà chiamata, come
al solito, una strategia ottimale.

In questo lavoro stabiliremo certe condizioni necessarie per 1’otti-
malità di una strategia ammissible. Studieremo il problema di ottimizza-
zione testè formulato in tutta la generalità per un sistema di controllo
per cui intervallo di tempo iniziale Io si riduce all’istante iniziale to . Nel
nostro lavoro [ 1 c ] consideriamo il caso in cui Io non si riduce all’istante
iniziale.
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3. Principio di ottimalità.

La proprietà fondamentale concernente le strategie ottimali si espri-
me nel seguente principio dovuto a R E.. Bellman [2]:

Principio di Ottimalità. Una strategia ottimale possiede la proprietà
che qualunque siano lo stato iniziale e la decisione iniziale, le decisioni
rimanenti debbono costituire pur esse una strategia ottimale rispetto allo)
stato risultato dopo l’esecuzione della prima decisione.

Questo principio giocherà un ruolo di primissima importanza nel-
l’analisi susseguente.

4. Rif ormulazione del problema di ottimizzazione.

L’operazione di minimizzazione nell’equazione (2.2) rispetto a

{ cp, v, vv } è eseguita nell’intervallo di tempo I = (to , ti). Per mettere in
evidenza questo fatto si scrive

Sia ora ’"t’ un momento qualunque dell’intervallo I. Suddividiamo

l’intervallo I in due parti, e precisamente I’.~ _ (to , T) e L~ _ (-~, ti) e de-
finiamo le funzioni

ove x)~= u(’~~ x, to ~ q&#x3E;, v, w).
È ovvio che x) è una continuazione di x) e’

x) = u(t, x, to ; ep, v, vv) per (t, 
Poniamo ora, per semplicità,
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Con le notazioni di cui sopra, l’equazione (4.1 ) può essere scritta sotto la
forma seguente

ove con la notazione min si intende che la minimizzazione rispetto
v, 

a { cp, v, iv } si eseguisce nell’intervallo It t  I. Più generalmente, consi-
deriamo la seguente funzione
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ove la notazione min denota che la minimizzazione rispetto a
v, 

{ cp, v, si eseguisce nell’intervallo IT --- [ ~, ti ] .
Nei paragrafi susseguenti studieremo alcune proprietà della fun-

zione f (~c, ti).

5. Applicazione del principio di ottimalità.

Consideriamo l’equazione (4.10). Dividiamo l’intervallo l’t = [~;, tl ]
in due parti, e precisamente I".~ _ [-c, ed L~+o = [~ -~- 0, ove

0 denota un piccolo intervallo di tempo finito. Per ipotesi, le funzioni
Qk (k =1, 2, ..., 5) sono continuamente differenziabili rispetto a tutti i

suoi argomenti. Inoltre, le soluzioni u(t, x, to ; cp, v, vv) e x, ~;;

9[.,],v, ~w) sono una volta continuamente derivabili rispetto a t e una
volta continuamente differenziabili rispetto ad x2 , ..., xn) per
(t, Se ne ha anche poscia, sempre per ipotesi, che le ultime due
funzioni sono continuamentte differenziabili rispetto a to e ~;, rispettiva-
mente. E pertanto, le funzioni Qk* (k=1, 2, ..., 5) sono tutte continue in
t oppure in (t, x), e continuamente derivabili rispetto a T.

t chiaro che l’equazione (4.10) può essere scritta sotto la forma

seguente:
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In conformità con le osservazioni di cui sopra, abbiamo
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e

Poniamo ora

E pertanto, l’equazione (5.1) può essere scritta sotto la forma seguente:

ove
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Notiamo che dalla continuità delle funzioni

rispetto a r risulta

e che, in virtù delle equazioni (4.10) e (5.12), si ha

Scriviamo ora

Applicando il principio di ottimalità di Bellman al secondo membro del-
l’equazione (5.11) e facendone uso dell’equazione (5.14), si trova

Si è ottenuta in tal modo la forma discreta funzionale di Bellman spet-
tante dal nostro problema di ottimizzazione.

Dividiamo ora ambi membri dell’equazione (5.15) per 0 e pas-
siamo al limite ~1 ~ 0. Si ottiene allora la seguente equazione funzionale
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e supprimendo nell’operazione di minimizzazione la notazione si

ottiene

Mentoviamo pure che ,in virtù dell’equazione (4.10), si ha

t ovvio che la soluzione del nostro problema di ottimizzazione è

equivalente alla risoluzione dell’equazione funzionale (5.18) soggetta
alla condizione al limite (5.19).

t chiaro che, per una strategia ottimale deve annullarsi la prima
variazione del funzionale F(9, v, ~,v). Siano 8,,F, g,F e 6wF le prime va-
riazioni di F rispetto a cp, v e ~.v. E dunque, per una strategia ottimale
{99, v°, w° } si ha

Le equazioni (5.20) rappresentano le condizioni necessarie di ottimalità
per una strategia ammissibile.

Nei paragrafi susseguenti stabiliremo le prime variazioni del fun-
zional F(cp, v, w).

6. Rappresentazione della x).

Consideriamo le funzioni x) e x) definite, rispettiva-
mente, tramite le equazioni (4.2) e (4.3). Poichè il problema misto, for-
mulato nel paragrafo 2, e cioè il problema di determinazione della solu-
zione dell’equazione (1.4) soddisfacente la condizione iniziale (1.5) e la
condizione al contorno (1.6) è ben posto nel senso di Hadamard, la fun.
zione x) dipende continuamente dalla strategia ( tp, v, iv e la fun-
zione x) dipende continuamente dalla strategia {q&#x3E;[’t] , v, w }. E per-
tanto, in virtù del teorema di rappresentazione di Riesz, x) può
essere rappresentata, per (t, sotto la forma
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ove i nuclei L1’t), e sono unicamente determinati tramite l’equa.
zione (1.4), essendovi L~ _ [ ~, I = [ to , ti ] . Si noti che si ha, in
virtù delle equazioni ( 1.7)-( 1.10) e (4.2)-(4.3),

Ove l’ ’t = [ to , -r 1, ’’CEI.

Rammentiamo che x) è una continuazione di u(t, x) ed è con-
tinuamente derivabile rispetto a "’t’:
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7. Prime variazioni di u, e 

Si può scrivere senza difficoltà le prime variazioni di u(t, x),
x), B1 xu(t, x) e x). Per far ciò, diamo un incremento

6/p=etp*(x) alla cp~(x), ove I e i è un numero suficcientemente piccolo e
è una funzione arbitraria appartenente allo spazio V nulla sulla

frontiera 9H:

Si ha poscia

e

Sia ora v*(t, x) una funzione arbitraria appartenente a V nulla sulla
frontiera 8n e tale che per t = to si abbia

e sia w*(t, x) una funzione arbitraria appartenente a W e tale che si
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abbia

Diamo alla v(t, x) ed alla w(t, x), rispettivamente, gli incrementi

x) e ól.v = wv*(t, x). Troviamo nuovamente, data la linearità

di u(t, x) e x) rispetto a v e w,

Si può facilmente vedere poi che

E pertanto, le prime variazioni di e di possono essere scritte
senz’altro facendone l’uso delle equazioni (7.2), (7.3), (7.4)-(7.9).

8. Pruno variazioni di

All’uopo di calcolare le variazioni di F(cp, v, w), incominciamone con
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le prime variazioni di Notiamo innanzitutto che

ove g. denota 8, , 8, ovvero 6w . Si ha poi x)==u(’t, x).
Giacchè

si può scrivere immediatamente, in virtù dell’equazione (4.4), ove

xa , X2Ean,
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9. Prime variazioni di

Consideriamo le funzioni

Il calcolo diretto ci conduce ai seguenti risultati:
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10. Prime variazioni di

Le prime variazioni delle funzioni

sono dati qui sotto
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11. Prime variazioni del f unzionale F( cp, v, w).

Stabiliremo in questo paragrafo le prime variazioni del funzionale
F«p, v, vv) definito tramite l’equazione (5.17). È chiaro che
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ove 8- rappresenta 8, , Ev oppure 6w .
Combinando prima le equazioni (8.3), (8.6), (9.2), (9.5), (10.2),

(10.5) e (11.1), si ottiene
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Similmente, combinando le equazioni (8.4), (8.7), (9.3), (9.6), ( 10.3)~
(10.6) e ( 11.1 )s si trova
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