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SUL PROBLEMA MISTO

PER L’EQUAZIONE PARABOLICA
DEL TIPO DEL CALORE

di C. BAIOCCHI (a Pavia) *)

Introduzione.

In un recente lavoro [1] in corso di stampa sui Rendiconti
del Seminario Matematico dell’Università di Padova ho trat-

tato la regolarità e l’unicità della soluzione di una equazione
differenziale astratta.

In questo articolo mi propongo di dare una applicazione
concreta dei risultati ottenuti in [1] al caso delle equazioni del
tipo del calore ottenendo teoremi di unicità della soluzione del
problema misto in classi nelle quali è nota l’esistenza della solu-
zione ; ed ottenendo in alcuni casi teoremi « più forti » di quelli
ottenuti in forma astratta.

Il risultato fondamentale è enunciato nel teorema 8.4; e

dà una risposta (affermativa) sotto ipotesi molto generali ad

una questione posta dal Prof. Lions al corso C.I.M.E. 1963

(cfr. [8]), questione che ha dato avvio a questa ricerca.

1. Posizione del problema.

1.1. - Sia ~2 un aperto limitato dello spazio euclideo dimen-

sioni 9~,n il cui punto generico sarà indicato con (l) == (Xl x2, ··-, 
Avrò bisogno di una « sufficiente regolarità » su Q; per fis-

* Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di ricerca del Comitato
Nazionale per la matematica del C.N.R.

Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico, Università, Pavia.
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sare le idee supporrò Q di classe C°° 1), ipotesi largamente auffi-
ciente a trattare tutti i problemi in esame ma che può essere
caso per caso notevolmente attenuata. In sintesi le ipotesi su
SZ sono:

(1.1) ,~ è un aperto limitato di 9tn di classe om.

Sia h la frontiera di per la (1.1) h sarà una varietà ad
n - 1 dimensioni indefinitamente differenziabile, ed S si tro-

verà localmente da una sola parte di h. Indicherò con v la nor-
male orientata verso l’interno.

Sia I = ] T o , T1[ ( - oo  To  Ti  + ao) un intervallo a-

perto (o una semiretta, o l’intera retta) dello spazio euclideo a
una dimensione llli, il cui punto generico sarà indicato con

Indicando con E la chiusura di un sottoinsieme E di uno

spazio euclideo Q indicherò poi con
= il « mant_ello » del cilindro Q ; e con E= .r X I il « man-
tello » del cilindro Q.

1.2. - Sia A = A(x, t) un operatore d_.ifferenziale in x, lineare,
del II ordine, che dipende da (m, t} E Q :

(qui e ovunque nel seguito le derivate, y salvo esplieito avviso
in contrario, sono intese nel senso delle distribuzioni; cfr. [18]).
Sui « coefficienti » ~~,&#x26;~ e dell’ operatore A avrò bisogno di una
« sufficiente regolarità »; per fissare le idee supporrò che sia ve-
rificata la seguente ipotesi:

1) Nel senso che il è di classe 01~ per ogni intero k. Per la definizione
di aperto di classe Ck cfr. ad es. [13].
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Faccio ora le seguenti posizioni:

Con tali notazioni porrò, per (cioè continua con le
sue derivate di ogni ordine ed a supporto compatto contenuto
in Q; notazioni di [18]) ~):

Pongo ancora A = A -{- 2013 ; A* = JL* 2013 2013 dove con A* in-t t

dico 1’operatore « aggiunto formale)} di A e cioè (indicando con
à il complesso coniugato del numero complesso a) :

Con tali notazioni, grazie alle (1.1), (1.3) si ha (cfr. [13]):

2) Qui e dovunque nel seguito se f è una funzione definita in E
ed El è un sottoinsieme di E con indico la restrizione di / ad E1.
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dove dX2...dxn indica l’elemento di « volume » su Q e da
indica l’elemento di « superficie » su 27.

1.3. - Sia a(t, u, v) la « forma sesquilin~eare associata » ad A,
cioè:

Grazie alle (1.1), (1.3) vale la « mezza formula di Green »

(cfr. [13]) :

e le analoghe per To , T 1 non entrambi finiti ; -, in particolare:
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Sulle funzioni t) farò la seguente ipotesi:

Come è noto le (1.3), (1.8) implicano :

(1.9) Esistono due numeri a e y con a &#x3E; 0 tali che, per ogni

1.4. - Sia ~1 un aperto di 27 e sia E2 = E~) (con E
indico l’interno dell’insieme E). Studierò nei prossimi numeri
problemi misti del seguente tipo: assegnati f (x, t), in spazi
opportuni (se To = - oo si deve prendere uo = 0) studiare esi-
stenza e unicità di u(x, t) tale che verifichi:

In particolare se E~ = 1 (risp. se E~ = 0 ) si otterrà il pro-
blema misto del tipo Cauchy-Dirichlet (risp. Cauchy-Neumann).

Sugli insiemi Zi, E2 avrò bisogno di una « sufficiente regola-
rità » (ad es. n E2 non ha misura nulla non si potrà
ovviamente avere unicità). Supporrò precisamente che la fron-
tiera di E1 su E abbia misura n dimensionale nulla, cioè che gli
insiemi E1, 1, siano misurabili secondo Peano Jordan. In sin-
tesi supporrò che:

Si osservi che, indicando con r¡(7:) l’intersezione tra ~~ e

l’iperpiano di equazione t = r, la (1.11) implica:
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2. Richiami su alcuni spazi funzionali.

2.1. - Richiamo brevemente alcune definizioni su spazi « dis-
simetrici » rispetto al numero di derivate ed alcune loro proprietà.

Se J2 sono due spazi di Hilbert conJC, C 3C2 ed denso

in Je2 con (ls indico lo spazio di interpolazione
di indice 19 tra Je1 ed Je2, ad es. secondo il metodo di [6].

Se je è uno spazio di Hilbert ed I = ]To, T1[ con L2(To, T*; je)
(ovvero con HO(TO, T1; K)) si indica lo spazio delle funzioni 

*

definite in I, misurabili a valori in 3C, la cui norma è in L2 (I);

munito del prodotto acalare (

L2(To, T1; Je) risulta uno spazio di Hilbert. Per k intero positivo

si pone poi

a =1, 2, ..., k} munito del prodotto scalare (, 
’7- - - --- .. 

o, 1 ,

risulta uno spazio

di Hilbert (qui le derivate sono intese nel senso di ~’ 

cfr. [19]).
PerfJrealein]0,1[ekintero &#x3E; 0 si pone poi .Hx+$(To, =

=== [Hk+l(T., ~G)]i-$ ·

2.2. - Si indichino con ed le trasformate di Fourier

in x e t rispettivamente della distribuzione f E (cfr.
[18]); ~ = (~’1, e2, ..., saranno le variabili duali e t;

Siano a, f3 reali. Si indica con Hoc.P(3tf&#x26; lo spazio : ~ f E S’
con la norma

che in-

duce su una struttura di spazio di Hilbert.
Si verifica banalmente che, per 0 lo spazio X9tl)
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è isomorfo (con norme equivalenti) allo spazio s) :

(cfr. anche [16]).
Ricordo che, per a, p, y, b reali reale in ]0,1 [ si ha (cfr. [16] ) :

2.3. - Introduco ora gli spazi analoghi relativi al cilindro

infinito S2 X ] - oo, + oo[ = Q. Precisamente pongo, per a, p
reali ~ o : L2(-00, + oo , lg«(,~2) fl HP(- oo, + 00;
L2(Q». Si osservi che tali spazi coincidono, per a e fl interi,
con gli spazi introdotti in [17] e ivi indicati con lo stesso simbolo ;
farò vedere ora che tale coincidenza si ha anche per a e fl razio-
nali. Si ha intanto ( cfr. [17 ] ) :

Indicando con R l’operatore di restrizione a Q, per ogni
(2.2) cop pia a, P di interi non negativi R è lineare continua~ suriettiva da x Rl) su 

Per ogni fissato intero k esiste un operatore Pk tale che

(2.3) 
lineare continuo da in X 9tl) per

° 

ogni coppia a, P di interi eompresi tra 0 e k; inoltre~ R Pk = id entità.
2.4. - Siano ora a, P reali &#x3E; 0 ; si indichi con a* (risp. 

il più piccolo intero maggiore di a (risp. di Si ha :

8) Se Je2 sono due spazi di Hilbert si pensa Je1 n Je~ spazio
di Hilbert rispetto al prodotto scalare (u, + (u, 

i fl a i a
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Inoltre si ha ovviamente:

Combinando le due relazioni trovate si ottiene:

essendo ovviamente, sempre per a 0:

La (2.3) e la (2.4), grazie a ben note proprietà di interpola-
zione, danno per k &#x3E; max [a*, ~3 *] :

Analogamente le (2.2) e (2.4) danno per 0:
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Si è cos  visto che, anche per a, P reali, coincide con

lo spazio delle restrizioni a Q degli elementi di X 

cioè lo spazio qui indicato con coincide, per a, P razionali,
co [17] e $ In se-con lo spazio introdotto in [17] e indicato allo stesso modo. In se-

guito sfrutterò appunto per tali spazi proprietà dimostrate in [17]
per gli spazi ivi introdotti.

2.5. - Sempre per a, fl reali 0 si pone :

(con J~/ indico l’antiduale dello spazio di Hilbert Analoga-
mente a quanto visto sopra si ha che per a e P razionali tali spazi
coincidono con gli spazi introdotti in [17] e ivi indicati allo

stesso modo.

Ricordo anche che, essendo E( = 1~ X ] - oo, + cxJ[) « sen-

za bordo », ~(~) è denso in per a, P reali di segno

concorde; cioè gli spazi sono spazi normali di distribu-
zioni (terminologia di [18]).

3. Teoremi di tracce.

3.1. - Supporrò questo numero Q - S~ X ] - oo, + cxJ[.
Ricordo che ~ (Q ) è denso in e che si ha (cfr. [17] ;

i risultati enunciati sono validi anche per a e P reali):
TEOREMA 3.1. - L’appticazione n --~ S2U (risp. T1u) definita

in 5)(Q) si protunga in una applicazione lineare continua suriet-
tiva, ancora indicata netto stesso modo di Ha.~(Q ) su

L’applicazione u ~- (risp. T2u) definita in M(Q) 8i pro-
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lunga in ap pticazione lineare continua suriettiva, ancora~ indicata

stesso modo di su H,,-S/2),fJ[1-S/Ba.)](E) per a &#x3E; 3 9 p ~ 0.

Sempre er a &#x3E; 3 0 l’applicazione u -- (risp.p p 2 pp 9 1

1’2?,6) di H«-(1/2), fl-c$/$« (? X .g°‘- P[1 312«)]
è suriettiva; ed esiste un rilevamento 4) lineare continuo di tale

applicazione.
OSSF,]EùVAZIONF, 3.1 - Si osservi che, per passaggio al limite

sulle g e%(Q) la (1.5"’), grazie al teorema 3.1, dà:

e analogamente la (1.7’) dà:

3.2. - Intraduco ora una nuova f amiglia di spazi di Hilbert.
Precisamente indicherò con (a, ~8 &#x3E; 0) lo spazio

con prodotto scalare

._r ..,.. ·

Si dinaoetra (cfr. per ragionamenti analoghi [5] ed anche [11]
in ipotesi più restrittive della (1.3) sui coefficienti di A) :

Dimostrerò ora per lo spazio HÀO(Q) un teorema di tracce

’) Nel senso che { S2, (risp. { Tl, T2 }) composto con tale appli-
cazione, dà l’identità di H°‘ - ~1~~~’ ~~1- cl~~"o ( ~) X g°"- c~~$~, ~~i - ca~~~ ( ~) .
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analogo (a parte la suriettività dell’applicazione) al teorema 3.1.
Precisamente:

TEOREMA 3.2. - L’applicazione u -+ 82u (risp. definita
in D(Q) si prolunga in una ap plicazione lineare continua di

Ht(Q) in H-~, -1’ (1) (risp. in H-I’ -~ (17».
Dimostrazione. Sia u L’ applicazione u -+ definita

si può considerare come un’applicazione in

Sia 99 generica in (,E). Per il teorema 3.1 esisterà
v c- H2.1(Q) tale che Tl’v = 0; = e 192 ~(E).
Si osservi che si avrà anche (indico con la stessa lettera 0 costanti
diverse tra loro):

La (3.1) dà allora:

e tale relazione, valendo per ogni ed ogni 92 E Hi, 
dà : ~ c-M (07); il che esprime che

l’applicazione u -+ S~u di ~ (Q ) in H-~, ~(E) è continua quando
si indica la norma di Per la (3.3) ed il teorema
di Hahn-Banach ne segue il teorema relativamente all’appli-
cazione u -&#x3E; Analogamente si procede per quanto riguarda
l’applicazione u - Siu. o.v.d.
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OSSERVAZIONE 3.2. - Essendo l’applicazione u -+ defi-

nibile mediante la formula = a . S2U ed essendo (per la

(1.3 ) ) ac un moltiplicatore in g - ~~ - ~ (~) anche l’ applicazione
u - si prolunga in una applicazione lineare continua di

in H-i, -~(27).
OSSERVAZIONE 3.3. - Analogamente a quanto detto nell’os-

servazione 3.1, per passaggio al limite dalle (3.1 ) e (3.2) si ha;
per e 

4. Teoremi di interpolazione.

4.1. - Sfrutterò nei prossimi numeri alcuni teoremi di inter-
polazione che ho preferito riunire in un unico numero. Farò uso
di teoremi generali sull’interpolazione dimostrati in [12] per gli
spazi ivi indicati con S(P 19 f)1, p2 , 3C2) che sono qui ap-

plicabili perchè (cfr. appunto [12]) gli spazi coincidono

con gli spazi indicati in [12] con 8(2, {}, 2, ~ - 1, 

4.2. - Sia Q il cilindro infinito Q x ] - 00, + Si ha:
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Combinando le due inclusioni si ha, per la (2.5):

OSSERVAZIONE 4.1. - Si può dimostrare (con prolungamenti e
restrizioni del tipo (2.2) e (2.3 )) che nella (4.1) si ha addirittura
isomorfismo; io sfrutterò però solo 1’inclusione trovata.

4.3. - Sia 1 = oo, + oo [ ; si ha allora (cfr. [16]; la

dimostrazione è data supponendo T un iperpiano ma vale anche
se .1~ è una varietà « senza bordo »):

Poichè si ha (cfr. [12] eh. III) [J3~(27), H-I,-~(~)]~ = 
applicando alle (4.2) il teorema di reiterazione di [12] (eh. IV)
s  ha s) :

Dalle ultime formule si ha, per dualità (cfr. [12] eh. III) :

5) Nel capitolo IV di [12] è sempre supposto {} " 0,1 ma gli stessi
risultati valgono anche per t9 = 0,1 (cfr. [12] pag. 36); analoghe osser-
vazioni in seguito.



93

Applicando ancora il teorema di reiterazione si ha:

Analogamente (oppure per dualità dall’ultima formula trovata)
si ha:

In sintesi si è ottenuta i

OSSERYÀZIONE 4.2. - Il procedimento seguito è di carattere
generale e può essere ripetuto per interpolare tra spazi del tipo

ed con a, y reali qualunque e fl reale positivo.
Più in generale si ha :

TEOREMA 4.1. - Siano Hi , H-~ due spazi di Hilbert con Hi c H_ 1
e .H1 denso in H_~. Posto ;

Vicever8a presa la (4.5) come de fcnizione valgono le (4.4), (4.6).
Dimostrazione. Si prenda la (4.5) come definizione, dimostro

la (4.6) e la (4.4) ne seguirà come caso particolare. Il teorema
di reiterazione di [12] (cfr. b ) ) dà, per E [- 1,1], ~ E [0,1 :
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cioè vale la (4.6). Viceversa presa la (4.4) come definizione, si ha

cfr. sempre [12]):

e analogamente 

cioè la (4.4) implica la (4.5) e questa, come si è già visto, implica
la (4.6). c.v.d.

4.4. - Si osservi che il teorema 4.1 ha un campo di applica-
zione molto vasto: ad es. prendendo H1 = H2,I(E); g_ 1 =
= .3-~~(2’) e prendendo la (4.4) come definizione si ha ([12]
oh. III) go = HO.O(E) ed allora (cfr. [16]) è Ho = B"~’~,$(~) per
t9 E [- 1,1]; e la (4.6) dà:

che, come caso particolare, ridà la (4.3).

4.5. - Sfrutterò nel seguito anche il seguente risultato:

che non mi risulta esplicitamente osservato e di cui darò ora una
dimostrazione. Più in generale dimostrarò che si ha:

TEOREMA 4.2. - Siano a e P reali, t9 E [0 1] tali che a - y&#x3E; 2 1

non siano interi negativi. Si ha :



95

Dim.ostrazione. Sia m un intero positivo più grande di I a I
e Comincerò a far vedere che per avere la (4.9) basta
dimostrare che:

E infatti, ad eccezione del intero negativo, si

ha (cf. [10]):

Se vale la (4.10) prendendo nel teorema 4.1 H1 = Hm(,), H_ ~ =
- la (4.4), prendendo come definizione la (4.6), dà
la (4.9).

Per dimostrare la (4.10) comincio ad osservare che con una
partizione dell’unità e con omeomorfismi m volte differenziabili
insieme ai loro inversi ed a Jacobiano # 0 (che esistono per
la (1.1)) posso sempre ridurmi al caso in cui Q è un semispazio;
posso cioè limitarmi a dimostrare che, posto = (z E 

Osservo ancora che essendo (cf. [12] eh. III) 
= per dimostrare l’ultima relazione, e quindi

il teorema, basterà dimostrare:

Introduco alcune notazioni. Si ponga x’ = (Xi’ x2, ..., ren-~);
y = Il generico punto x potrà allora indicarsi con

x = (x’, y ) con x’ generico in e y &#x3E; 0. Indicherò con ~, +
la chiusura di 1Jl% cioè 1l1% E x = (X1, y) con y &#x3E; 0}.
Farò uso degli (cfr. [18]) cioè delle funzioni
definitive in (risp. indefinitamente differenziabili ed

a supporto compatto in (risp. in 
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Sia {a~}~=~,~, ..., Im+2 la 2m + 2-upla di numeri soluzione di

(il sistema (4.12) è risolubile pe-rchè il determinante dei coeffi-
cienti è il determinante di Vandermonde dei numeri (distinti)
~- 2~~~1, ..., 2m+2). 

-

Indicando con .R la restrizione a pongo per q 

Si osservi che per cp ha supporto compatto
inoltre

per la (4.12) con 1 = m + 1, ..., 2m + 1.
Inoltre se Dx, è una generica derivata nelle variabili ~1~2?-"

..., è ovviamente :

(risultato precedente applicato a invece di p).
Se ne conclude che essendo continua con

le sue prime m derivate, a supporto compatto, e nulla con le
sue derivate rispetto a y fino all’ordine m - 1 è in gó (~+ ~ ~

Inoltre si ha ovviamente C 99 per ogni

q 0 che dipende solo da m; per il Teorema di Hahn-
Banach si conclude che l’applicazione q; Qp si prolunga in
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modo unico in una applicazione lineare e continua, ancora in-
dicata allo stesso modo, di Hm(5tn) in 

Indicando con Q * F applicazione trasposta (o aggiunta, nel

senso degli spazi di Hilbert) di Q si ha allora:

(4.13) Q* è lineare continua da in 

che, valendo per ogni g~ E~ (~,~), dà Q *99 = Scp ~ g~ E Hrn(~, + ).
Sfruttando ora le (4.12) per 1 = 0,1, ..., m, (analogamente a

quanto fatto per l’applicazione ~) si ha che, per S(p
è continua con le sue derivate fino all’ordine m; ed esiste una

costante 0 (che dimpende solo da m) tale che ~ 1899 
segue :

(4.14) lineare eontZnua da H-(A")


