RENDICONTI
del

SEMINARIO MATEMATICO
della

UNIVERSITA DI PADOVA

GIOVANNI ZACHER
Sui gruppi finiti somma dei loro sottogruppi di Sylow

Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova,
tome 27 (1957), p. 267-275

<http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1957__ 27 267_0>

© Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova, 1957, tous
droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Rendiconti del Seminario Matematico
della Universita di Padova » (http://rendiconti.math.unipd.it/) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1957__27__267_0
http://rendiconti.math.unipd.it/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUI GRUPPI FINITI SOMMA DEI
LORO SOTTOGRUPPI DI SYLOW

Nota (*) di GiovaNN1I ZacHER (a Padova)

Nella presente Nota riprendo lo studio degli z-gruppi. cieé
dei gruppi finiti che risultano somma (nel senso della teoria
degli insiemi) dei loro sottogruppi di Sylow [6]?). Clome risul-
tato centrale dimostrerd il seguente teorema:

Sia G un a-gruppo, p il minimo divisore primo dellordinc
di G e p® la massima potenza di p che divide Vordine di G.
Allora G ¢ certamente risolubile ed ha un ordinc divisibile
al massimo per duc fattori primi distinti per lo meno quando
contiene un 3sottogruppo mormale proprio mon identico che
abbia un ordine diverso da p*, p*. .., pP—=.

Provo inoltre con wun esempio lesistenza di un a-gruppo
non risolubile che contiene un sottogruppo normale proprio -
non identico, ed espongo qualche ulteriore proprietd di cui
gode un a-gruppo.

1. - Per quanto riguarda le notazioni usate. ricordo che
lettere maiuscole stampatello. quali G, H, N, T, ... indicano
gruppi; S, indica un sottogruppo di Sylow d’ordine potenza
di p; 1 & il sottogruppo identico oppure l'elemento identico:
(@) indica Yordine di @, 9Up(H) il normalizzante di H in M.
La notazione H C G significa che /I & sottogruppo proprio
di G.

(*) Pervenuta in Redazione il 1° agosto, 1937.
Indirizzo delPA.: Seminario matematico. Universita, Padova.
1) I numeri tra parentesi quadre »i riferiscono alla bibliografia
pusta in fondo a questo mio lavoro.
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Premettiamo i seguenti due lemmi.

Lemma I: Il gruppo G ¢ risolubile se € un a-gruppo e se
possiede p-gruppi mormali, p essendo un fattore primo di
(@) diverso da quello minimo.

Se fra quei sottogruppi normali ve ne fosse uno di Sylow,
il lemma sarebbe gid dimostrato nella mia Nota [6], senza
nessuna condizione ulteriore per il numero p. Rimane quindi
da esaminare il caso che G contenga un p-gruppo normale N,
che non sia di Sylow, p essendo ora diverso appunto dal mi-
nimo divisore primo di G.

Per la dimostrazione usiamo induzione sull’ordine di G.

1 sottogruppi di Sylow 8, di G con q =F p contengono cia-
scuno un solo sottogruppo ciclico d’ordine ¢ in virtd delle
ipotesi fatte e dei risultati esposti in [6]: percid G & ¢-nor-
male nel senso di Griin?) per q ¥ p. Fissiamo un sottogruppo
di Sylow 8,, con ¢ minimo divisore primo di (G) di guisa che
q<p.

Indicato con Z il centro di 8,. consideriamo il gruppo
9 (7). Poiché Z @& ciclico, risulta 9 (Z) = 8,, perche, se
fosse 9L¢(Z) D 8,. G conterrebbe un sottogruppo H d’ordine
/p, che sarebbe ciclico in quanto i suoi sottogruppi di Sylow
degli ordini p e q sarebbero normali. Visto che 9s(Z)=8§,,
per un teorema di Griin ®), G contiene un sottogruppo normale
M &’indice g in G; e risulta evidentemnente M DN . Ora se ¢q
divide (M), applicando Yipotesi induttiva, M & risolubile e
quindi anche G ¢ tale.

Sia invece ¢ primo con (M). Supponiamo che esista un
divisore primo ¢’ di (@) diverso da p e g; poiche S, CM e poi-
ch¢ M & normale in @, si ha g(S,)M = G. sicche risulta
anche 9g(S,) = 8,8, *).

Ma allora G contiene il sottogruppo risolubile S,S,V, il
che implica ) che sia ¢’ = p, contro Vipotesi.

2) Vedasi [7] pag. 141.
3) Vedasi [7] pag. 141.
1) Vedasi [6] pag. 173.
5) Vedasi [6] pag. 172.
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Lemma I1: Il gruppo G é risolubile se é un a-gruppo e se
possiede almeno un sottogruppo mormalc N che abbia come
indice una potenza di wn numero primo.

Usiamo induzione sull’ordine di G. Poiché G/N & un p-grup-
po, in virta dellipotesi induttiva é lecito supporre sen’altro
che N abbia indice primo, p, in G. Sia S, un sottogruppo di
Sylow di G. con ¢ ¥F p. Allora S, & un sottogruppo di Sylow
di N e risulta G=N9s(8,). I1 gruppo 9s(8,) & risolubile
e quindi Vordine di OTu(S,) & pfqr con (@):pPgr numero
primo con p%pr ©).

Distinguiamo due casi:

I° caso: (N) é& primo con p.
IT° caso: (N) & divisibile per p.

Studiammo anzitutto il I° caso. Dimostriamo che N & un
sottogruppo di Sylow di G Ragioniamo per assurdo: allo
scopo basterd ridurre all’assurdo Pipotesi che (N) sia divisi-
bile per almeno due fattori primi distinti. Poiché l'ordine di
96 (8,) & pq? ed N ha ordine primo col suo indice p in G.
per ogni q = p risulta 9y (S,) =8, . Sia ¢ il massimo divi-
sore primo di (N) e supponiamo, se possibile, che l’interse-
zione D di due certi coniugati 8’y ed §8”; di S; sia diversa
da 1 e scegliamo anzi D in guisa che non sia contenuto pro-
priamente in nessun’altra intersezione dello stesso tipo. Il
gruppo 9Uy(D) & un gruppo d’ordine composto?) ed & riso-
lubile pel lemma I; percid & del tipo 9Uy(D)=S8,S, cop
D C Sq. Ma allora 83 & un sottogruppo normale di 9Uy(D)?),
il che ¢ impossibile ). Abbiamo dunque D =1 ed Uy (8, = 84-
Per un teorema di Frobenius®) possiamo concludere che
N = MS83 con M sottogruppo normale di N ed (M) primo col-
Vindice di M in N. Per lipotesi d’induzione, N e quindi G
risultano pertanto risolubili. Ma allora!®) N & un sottogruppo
di Sylow di G.

8) Vedasi [6] pag. 172.
7) Vedasi [7] pag. 10S.
8) Vedasi [6] pag. 178.
9) Vedasi [3] pag. 202.
10) Vedasi [6] pag. 172.
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Passiamo allo studio del TI° caso. Sara intanto (S§,) = p?
con B> 1. 11 gruppo 9 e(8S,) & dordine pPgr ed 8, contiene
un solo sottogruppo d’ordine p, per cui G & p-normale. Se p
¢ il pid piccolo divisore primo di (@), detto Z il centro di
un fissato sottogruppo di Sylow S, e tenuto conto della
struttura di §,, si trova necessariamente 9 (Z) = S,; sic-
ché per un gia citato teorema di Griin!'), G contiene un sot-
togruppo normale M d’indice almeno p® con 3 = 2. Ma allora
M CNCG@ e dallipotesi induttiva segue che N e quindi G
sono risolubili.

Possiamo pertanto supporre p diverso dal minimo divi-
sore primo di (@). Allora 8, & ciclico. Se 9 (S,)=28,,
I per un teorema di Buruside!?) ha un sottogruppo nor-
male M indice p? in G; e si conclude come sopra. Per
completare la dimostrazione del lemma, proveremo che & as-
surdo sapporre g (8,) D 8,. Da e (S,) D S,, segue??)
che 9g(S,) & del tipo 8,8, con §,, S, entrambi ciclici, per-
che tale ¢ il sottogruppo normale 8, . Poiche il gruppo 9¢ (8,)
non pud essere ciclico. risulta q < p ed il derivato di 9e(S;)
coincide con S,¢). Ma il gruppo T=NN 8,8, & un sotto
gruppo normale di 8,S, che contiene §, e mon contiene S,;
d’altra parte 9Uq (S,)/T & abeliano: percid risulta 72 8,,
cosa impossibile.

2, - E ora quasi immediata la dimostrazione del teorema
enunciato nell’introduzione.

Infatti se G possiede un sottogruppo di Sylow normale,
il teorema & vero per quanto dimostrato in [6]. Se G possiede
un p-gruppo normale con p diverso dal minimo divisore pri-
mo di (@, il teorema segue dal lemma I e da [6]. Se G pos-
siede un sottogruppo normale N che non sia un p-gruppo e
che abbia divisibile per p il proprio indice in @, il gruppo
S,N, pel lemma II, risulta risolubile: sicche %) (S,N) & divi-

11) Vedasi [7] pag. 141.
12) Vedasi [7] pag. 139.
18) Vedasi [6] pag. 173.
14) Vedasi [7] pag. 145.
15) Vedasi [6] pag. 172.
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sibile per esattamente due fattori primi distinti. Ne segue
che Yordine di G & pure divisibile solo per due fattori primi
distinti. Se G possiede un sottogruppo normale N d’ordine
p o p* con p minimo divisore primo di (G), il gruppo G ¢&
necessariamente un p-gruppo, se p == 2, perch¢ N non pud pos-
sedere automorfismi regolari**) d’ordine maggiore di p; se in-
vece p = 2, il gruppo G/N e senz’altro un a-gruppo risolubile.
Infine se N ha indice p in S,, con p sempre minime divisore
primo di (@), i sottogruppi di Sylow 8, di G, con ¢ = p, sono
ciclici, per cui I’a-gruppo G/N ha tutti i suoi sottogruppi di
Sylow ciclici e risulta quindi risolubile. E per la [6] si con-
clude nel modo desiderato.

3. - Diamo qui un esempio di un eo-gruppo G non risolu-
bile che contiene un sottogruppo normale proprio non iden-
tico; in base al teorema del numero precedente N dovra es-
sere un p-gruppo con p minimo divisore primo di (G).

Indichiamo con N un gruppo abeliano elementare d’or-
dine 2% Il gruppo A degli automorfismi di N risulta iso-
morfo al gruppo lineare GL(4,2)®). Sono note!”) le relazioni

AwnGL#4, 2)~ PSL(4, 2)2 8 ).

Indicati con @,, a,, .. a; gli otto elementi su cui operano
le sostituzioni di s, consideriamo un elemento di periodo 3
di d,. Non & restrittivo supporre che esso sia l’elemento
(a,0,a,), oppure (a,a.8,)(a,a:a,) ). Posto 3= (a,a,a,)(a,a,a,)
e t—=(a,8,..a;), un computo materiale prova che st=
= (a,a,)(asa;) e quindi (st)2=1.

Per cui i due elementi s, ¢ soddisfano alle relazioni s* =
=t*=1, (st)>’=1.

16) Per le notazioni vedasi [4].

17) Vedasi [4] pag. 9.

18) Ay indica il gruppo alterno su 8 oggetti.

19) (@;, G2,.. a,) indica una sostituzione ciclica sugli n oggetti
a,, G3,.., a%.
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Cio basta per concludere *°) che il sottogruppo {s, t} di
¢ un gruppo isomorfo al gruppo alterno su 5 oggetti. Pos-
siamo pertanto concludere che ogni elemento di periodo 3 di
&8, & contenuto in un sottogruppo isomorfo al gruppo alterno
su 5 oggetti. Premesso cio, sia @ un auto:norfismo regolare **)
di N di periodo 3. (E facile convincersi dell’esistenza di un
tale automorfismo). Per quanto precede esiste un sottogruppo
H di A che contiene « ed é& isomorfo al gruppo alterno su 5
oggetti. Dico che ogni elemento di H di periodo primo con 2
¢ un automorfismo regolare di N. Infatti, se § é un elemento
di H di periodo 3, esso & un automorfismo regolare in quanto
coniugato di « o «*, ambedue automorfismi regolari contenuti
in H. Se invece § € un elemento di periodo 5, esso é un auto-
morfismo regolare perche, come vedremo, ogni automorfismo
di periodo 5 di N é necessariamente un automorfismo rego-
lare. Nel caso contrario, infatti, sia n un elemento non iden-
tico di N lasciato fermo da §. Allora il sottogruppo {n} sa-
rebbe lasciato fermo da tutti gli elementi di {B}, e quindi, pel
teorema di Maschke ??) risulterebbe N= N, X {n} con N, tra-
sformato in sé regolarmente da tutti gli elementi di {§}. Ma
ci0 & assurdo perché un sottogruppo proprio di N non pud
avere automorfismi di periodo 5. Consideriamo ora l’olomorfo
G di N rispetto ad H. Proviamo che G ci fornisce I’esempio
cercato. Un elemento g di G si pud porre sotto la forma

\
g :(y:’)’ con a elemento di H, y elemento fissato di N ed

elemento corrente in N. Dalla relazione di immediata verifica
U I ( z . _

= (yz“) T \yrtatetat " segue g'=1, se a=1,
oppure a* = 1. Se poi « & diverso da 1 ed ha periodo » primo
con 2, da o™ =1 segue, tenuto presente che N & abeliano,

O0=a"—1=(a— 1)(a"* 4 ..+ a+ 1)
Ma a ora é un automorfismo regolare; indi I’endomorfismo
a—1 di ¥ ¢ un automorfismo di N: infatti da z¥ " = z3

20) Vedasi ad es. |1] pag. 176.

21) Un automorfismo « di G dicesi regolare se nessun elemento di
{a} diverso da 1 lascia fermo un elemento di G che non sia 1.

22) Vedasi [5] pag. 182.



SUI GRUPPI FINITI SOMMA DEI LORO SOTTOGRUPPI DI SYLOW 273
segue (r;'zy)* = 2;z,: dunque & z;'z, =1, ossia 2z, =ux,
nerché ¢ non lascia elementi fissi all’infuori di 1.

Ma allora 2" *4am 24 .4+ a4+1=0; da cui g"=
T . o 1. .
=(y°x)=(x) = 1. Quindi G & un a-gruppo, contiene un sot-

togruppo normale, ma non é risolubile, essendo ](\;7 isomorfo

al gruppo alterno su 5 soggetti.

4, - In questo numero esponiamo qualche considerazione
complementare sugli a-gruppi.

E facile vedere che in un a-gruppo @, ogni serie principale
di composizione di G contiene il sottogruppo di Fitting F(G®)
di G *). Dimostriamo che:

Se G é un a-gruppo risolubile, il sottogruppo di Fitting
F(G) di G ha complemento in G; vale a dire, esiste un sot-
togruppo C di G per cui valgono le relazioni: G = F(G) U C,
F@NC=1.

Se G & un p-gruppo, evid. C = 1. Supponiamo dunque G
diverso da un p-gruppo. Sia N,=1CN,C..CN,=
= F(G)C ... C G una serie principale di composizioni di G.

Poiché G é risolubile, ¢ i=1. In I_V_(;— , il gruppo §@ é un
=1 t—1
p-gruppo abeliano normale minimo; il gruppo FT'C—T‘; é un

p-gruppo abeliano ed il suo ordine & primo con (F (@)); sic-
ché N,,, si presenta come un gruppo con l’ordine divisibile
per due fattori primi distinti a sottogruppi di Sylow abeliani
elementari uno dei quali ¢ F(G) e gli altri sono isomorfi ad
Nips
F@)’

Detto 8 uno di questi ultimi, risulta N, , = F(G)S.

28) Dicesi sottogruppo di Fitting di G il sottogruppo normale spe-
ciale massimo di G. Ebbene supposto F(G) o> 1, se N & un sottogruppo
normale minimo di G, & F(G) n N=N. Allora, se G ha un solo sotto-
gruppo normale minimo N, & F(G)=N; altrimenti, partendo da

G
F(G)> N ed F = 1—@ , 8i conclude come si desidera mediante
induzione rispetto all’'ordine di G.

N)— N

18
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, il gruppo N( )

¢ un p-gruppo abeliano normale ed

i)
N

q
In .

SNt & un gruppo d’ordine primo con (
-1

SN._l U F(G) Nt’+l

N —1 N -1 N i—1

) . Inoltre Punio-

¢ un sottogruppo normale di

Ni—l ’

L’unico sottogruppo normale di contenuto propriamente

N, i—1

N&—1

N, §—1

N;

Ns'1

SN $—1 SN -1 N —1 . G
= U é 1

N"__.l N;_l N{ . non normaie 1n N{_;l

(

l—l.

sicché si ha A(QUC =G, F(@NC=N;_,.

in

& il sottogruppo identico , mentre I’'unione

. Allora in

ha un com-

virtd di un teorema di Higman 2¢), il gruppo

lemento
p N $—1 N §—1

Pertanto se N, , =1, il teorema risulta provato.

Sia danque N, ,D 1. Da € N F(@) =N, ,, segue F(C) 2
=2N,_,. Proviamo che F(C)=N,,. 8ia, per assurdo,
FC)DN,,. Il gruppo F(@G U F(C) & normale in G, ed
& un p-gruppo, sicché¢ F(@)DF(C)DN;_,.

(%)) (¢ Cc
Poiché fV'E_l & abeliano, 11::(‘_3 é normale in N£_1) e N,

, cosa assurda, perche

& quindi tale in é normale

&
Ni Ni_,

minimo in Usando induzione sullPordine di G, possiamo

G
N,
supporre che F(C) abbia un complemento €’ in O, di guisa
che F(O)UC =0 e F(IO)NC =1.

Ne segue ' U F(@)=C U (F(C)V F(@))=C U F(®=G.
Resta da provare che ¢’ N F(@) = 1. Infatti posto H=
=CNF(G), segue HC CN F(G)=N,_,=F(C), essendo

HCF(G) ed HCCCC. Ma da HCC, HCF(C), segue
HCCNFO)=1 evd

B facile assegnare la struttura di C. 8i & gid detto che
se G & un pgruppo C = 1. Altrimenti, peiché¢ @ & per ipo-

24) Vedasi [2] pag. 455.
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tesi risolubile, ordine di G & divisibile solo per due fattori
primi distinti: (@) =pfqr. Sia p il divisore primo di (F(@)).
Se p> q risulta®) F(G)=S8,; e quindi 0= S§,, con §, ci-
clico o generalizzato dei quaternioni. Se p < ¢, i sottogruppi
di Sylow di G d'ordine q sono ciclici. In tal caso, se
F(G)=8,, risulta C = 8,; se F(G)C §,, allora (0) = piq,
con 0 <23 <{. Poiche¢ ora C contiene un g-gruppo normale in
C, il suo sottogruppo S, & normale **) in C'; dunque i sotto-
gruppi di Sylow d’ordine p® sono ciclici. ciod € & un gruppo
d’ordine p¥qr a sottogruppi di Sylow ciclici a centro identico.
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