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APPLICAZIONE DI UN PROCEDIMENTO

VARIAZIONALE ALLO STUDIO DI UNA

EQUAZIONE DIFFERENZIALE ALLE DERI-

VATE PARZIALI CON CARATTERISTICHE
REALI DOPPIE

Memoria (*) di FaBio Manaresi (a Bologna)

INTRODUZIONE

Nella prima parte del presente lavoro?!) si é dimostrato che
esiste un’unica soluzione continua insieme con le derivate
parziali prime, seconde, terze miste e quarta rispetto ad
@, Y, ® y in un dominio rettangolare R= (¢, <2 <'a,,
b, <y =<'b,) del problema al contorno costituito dall’equa-
zione differenziale

(I (BUmg)oy + pu =0
congiunta con la condizione

(IT) u=g su FR
ove:

0 (2, y) & una funzione continua insieme con le derivate par-
ziali prime e seconda mista e positiva in ogni punto
di R, ‘

p(@, y) & una funzione continua e non negativa in tutto R,

(*) Pervenuta in Redazione il 23 dicembre 1953.

1) Presentato come tesi di Laurea alla Facoltd di Scienze della
Universitd di Bologna nel luglio 1953.
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g(z, y) & una funzione definita in FR, ivi continua e avente
continue le derivate dei primi due ordini rispetto ad »
nei segmenti ¢, <ov<a, y=5, ¢, <r<a, y=>,
e rispetto ad y nei segmenti x=a, b, <y <b,, r—a,
b, <y=<b,

A tale risultato si & pervenuti mediante il procedimento
variazionale fondato sull’idea di ottenere la soluzione di ta-
luni tipi di equazioni differenziali con assegnate condizioni al
contorno come estremante di un opportuno funzionale, ma la
trattazione presenta un aspetto nuovo in quanto che sfrutta
la possibilitd di tradurre problemi ai limiti, lineari, di tipo
differenziale, in equazioni integrali, prescindendo dalla cosid-
detta funzione di GREEN 2).

Dopo aver ricondotto (§ 1) il proposto problema al con-
torno ad una equazione integrale, si dimostrano (§ 3) alcune
proprietd delle successioni minimizzanti per il funzionale

[[18(usf + pu*ldedy — di cui la (I) & Vequazione di La-
R

grange (§ 2) — nella classe I" delle funzioni u(«, y) continue
in R insieme con le derivate parziali prime e seconda mista
e verificanti la (II): tali proprietd consentono di provare
(§ 4) Vesistenza in R di una funzione del tipo voluto che sod-
disfa all’equazione integrale suddetta e al dato problema.

Al § 5 sono dimostrate 'unicitd di tale soluzione e Dlesi-
stenza del minimo assoluto in I per il citato funzionale.

Inoltre (§ 6) vengono indicate alcune generalizzazioni di
cui sono suscettibili i risultati suesposti, considerando lo
stesso problema al contorno per l’equazione

(I11) (OUny)ay(rUer + SUy), — (Buy + SUL), + Pu =0

[laddove r (2, y), s(2, y), t(2, y) sono funzioni continue in R in-
sieme con la derivata parziale rispetto ad « la prima e
rispetto ad y la terza, con ambedue le derivate parziali prime
la seconda, e tali che, in ogni punto di R, risulti »r =0, t =0,
rs

s = 0] e analoghi problemi al contorno per equazioni dif-

2) Cfr. G. CiMMINo, Sui problemi ai limiti per le equazioni diffe-
renziali lineari, <« Mem. dell’Acc. delle Scienzey» dell'Ist. di Bologna,
serie X, tomo VI (1948-49).
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ferenziali di forma simile con pid di due variabili indipen-
denti.

Nella seconda parte si & trattato un problema di auto-
valori per l’equazione

(Iv) (OUay)oy + (0 — AQu =0

[con g(®, y) funzione continua e non identicamente nulla in
R e A parametro complesso] applicando, con lievi modifica-
zioni, il procedimento variazionale acquisito e si sono estese
alcune fra le pid notevoli proprieta degli autovalori e delle
autofunzioni che valgonoe per le equazioni differenziali or-
dinarie.

Si & accennato inoltre alla possibilitd di estendere questi
ultimi risultati al caso della (III) con p—Aq in luogo di p.

La trattazione & stata svolta per la (II) e non per la (III),
oltre che per brevitd algoritmica, per mettere in evidenza
taluni risultati degni di nota (cfr. 1 III) che non vi sarebbe
luogo a provare nel caso della equazione (III).

Lo stesso problema di autovalori per I'equazione (IV). con
p identicamente nulla in R, & stato trattato da D. MaNceroN %)
con procedimenti che presuppongono la conoscenza della fun-
zione di GrEEN, mentre in quello adottato nel presente lavoro
si prescinde, come si & detto, completamente da essa e non
si fa nemmeno ricorso alla teoria delle equazioni integrali
secondo FreEpHoLM, la quale peraltro non si potrebbe appli-
care come nel lavoro di MaNGeroN al caso in cui p non sia
identicamente nulla e tanto meno in quello della equa-
zione (III).

Da ultimo si osservi che qui si sono sempre ridotte al
minimo le ipotesi di derivabilitd occorrenti, sicché potra tal-
volta anche non sussistere la completa invertibilitd delle deri-
vazioni parziali: spesso, ad esempio, si useranno le scritture
fayws foyys foyny PEr indicare le derivate parziali prime rispetto
a ® e ay e la derivata parziale seconda mista della f,,.

8) D. MANGERON, Sopra un problema al contorno per um’equazione
differenziale alle derivate parziali di quart’ordine con le caratteristiche
reali doppie, « Rend. dell’Acc. delle Scienze Fis. e Mat.», di Napoli,
serie IV, vol. II, pp. 29-40 (1932).
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PARTE PRIMA

§ 1. - Traduzione del problema ai limiti in equazione
integrale.

1. — Si mostrerd dapprima come, con mezzi del tutto
elementari, si possa tradurre un problema ai limiti, lineare,
di tipo differenziale e comprendente in particolare quello pro-
posto, in una equazione, pure lineare, di tipo integrale, che
dipende in maniera esplicita soltanto dai dati del problema
stesso.

Siano o(#, y) una funzione continua insieme con le deriva-
te parziali prime e seconda mista e diversa da zero in ogni pun-
to di un dominio rettangolare R=(a, <z <a,, b, <y =<0,
del piano @,y e p(x,y) una funzione continua in R.

Per ogni funzione ¢(w,y) continua in R insieme con le
derivate parziali prime, seconda mista, terze ¢,,., ¢, € quarta
Payay » SL poDgA:

Lo = (0Pay)zy + PP -

Se u(2,y) e v(z,y) sono due funzioni aventi le proprieta
della ¢, vale, in R, la seguente identitd di immediata verifica:

(1)  ulv — vLu = [U0Vy — VU, |y — [Ue(@OV2y) — V(0UL)], —
— [u(@vy) — vy (OUu,)]..

Scelto ad arbitrio in R un punto P= (x,y) si integrino
da # ad @, e da y a by, h,k=1,2, primo e secondo mem-
bro della (1). :

Ove si ponga v = (z—a,)(y—Dbx) e quindi Lv =10, +
+ p(# —ap)(y —by), si trae, denotando con &, 4 le variabili
di integrazione:

ap by

f j | g + plE — an)n — Ba)] — € — an)n — ba)lu | dEdy =
xY
= w(ap, Y)u(an, y) + o, br)u(z, br) — oz, Yiu(z, y) —

— o(ap, bp)u(an, bx) — (& — an)y — br)o(z, Y)ux(2, y) +
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o B
+ f [we(E, Ba)ucE, by) — we(E, wucE, y)IdE -+ ]
I y

[m’n(ah ’ n)u(ah ’ "I) -

— 0o, D@, DN — (Y — by) f o€, ey E, Y)E —

b

— @ —ap) [ Oz, k(s M) .
Y

Moltiplicando ambo i membri per

—ay_ — bs—n)
z — (— 1)+ (x— as_n)y 8—k
Ykk( b y) ( ) (a’__ al)(bz — bl)
indi sommando per h,k = 1,2, ove si tenga conto delle iden-
tita:

2 2
z th(zy y) =1 ’ pX Ykk(x’ y)(-’” - ah)(y - bh) = 07
h, k=1 h, k=1

2 a

2 Yale, y) @ —ay) =0k =1, 2], X e, Y)Yy —bp)[h =1, 2]
h=1 k=1

8i ricava infine:

ap by
2

S vz v) / f { w0t + o — an)n — ba)] —
h, k=1 y

®

— (& — an)m — bp)Lu } dédn = — w(?, yuz, y) +
2

+ X vz, y)
k, h=1

o(an , Yy, y) + o'z, byu(z, by) —
o
— w(an, ba)u(an, by) + f (e(E, BauCE, Ba) — x(E, W)ucE, w)IdE +

by,
+ ] L0n(Gn , MYULan , 1) — nfE, Uz, W]
Y

L.
\

Da quanto precede risulta immediatamente che

I. - Se f(x,y) ¢ una funzione continua in R e g(z,y) ¢
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una funzione definita in FR, ivi continua e avente continue
le derivate dei primi due ordint rispetto ad x nei segmenti
gy =<zr<a y=b, a,<zxr=<a, y=>b, e rispetto ad y nei
seguenti x=a, b, <y<b, v=a, b, <y <Db, ogni fun-
zione u(w,y) continua in R insieme con le derivate parziali
prime, seconda misia, terze U,y,, Usy € quarta 4,,,, che sia
soluzione in R dell’equazione differenziale

(2) ' Lu=f

congiunta con la condizione u—g in FR, soddisfa pure, in
R medesimo, alla equazione integrale

2

® ey = Yia(z, ) | @(on , Y)glan, v) +

p)]
oz, Y) k=t

Gp
+ 0(a, Bo(e, ba) — (o, Ba)oan, b+ [ (04, BiIE, B —
by, »
— o, WUCE, DIE + [ [0ofan, 1o, ) — 0rla, M, Ml —
ap by Y
— [ [ 1410t0 + & — s — b)) — & — an)n — bt | ddn |
x y
Si provera ora che, inversamente,
IL. - Ogni soluzione u(®,y) continua in R dellequazione
integrale (3) é dotata di dertvate parziali prime, seconde, terze

miste e quarta rispetto ad z,x,y,y continue in R ed ivi sod-
disfa alla (2) congiunte con la condizione u =g in FR.

Se o & costante in R la validitd dell’enunciato si trae
senz’altro dalla (3) eseguendo le derivate suddette.

In ogni caso si noti che la (3) pud scriversi:

by — '
4) Uz, y) = m(z—ly) E:—-;»l: /y w2, Nu(z, Ndn +
b

w(xl, ) bE: = :: f oz, Nulz, N)dn +f(z, y)
bs

+
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ove i termini rappresentati da f,(«,y) costituiscono evidente-
mente una funzione che, nelle ipotesi ammesse, & continua in
R insieme con la derivata parziale prima rispetto ad .

In ciascuno dei due insiemi o, <2 <ga, b, <y <b,+

. 1 e .
_mm!_o)!_ ), g, =z<a, bz-——rli1£|L|<yS-b2 vale
2 max | o, | : 2 max | e |
per la u il seguente sviluppo
y
_ % _1b,—y /‘
u—ﬂzofn f”—ﬂ)bz—bl_ w'nfn—ldn-l"
b
1y—b [
ly—b -
—l—m — fw,,f,,_,dn n=1, 2 ..,
by

ottenuto dalla (4) con approssimazioni successive, giacché ri-
sulta:

£ | 2max|o,| z"
S |fal < Zmes ]| e 0=
sm0 T @ 2 max |o, | "

,.Eomaxlf°|§_mi—ﬁw(b"_y)2

Essendo poi:

Fl2snl<
et §;;fn =
3 n max | f,| min | ® | max (%’) +
»=0 z
max |w,,| | . f, z 2 max | o, | "
+ nmax|f,| max |o, | T max o min | o] W b,)%
=
R . 1
i’nmax]f°]m1n|m|max (B)ml_’_ .
max | o, | ofe| 1| 2 max |w,| . »
+ nmax|f| max |, | + max oz |\ min|o| (s y)%

4) Con la scrittura min o max, senz’altra specificazione, anteposta
al simbolo di una funzione, si indica il minimo assoluto, o corrispon-
dentemente il massimo assoluto, in R della funzione stessa.
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si riconosce intanto che, nei suddetti insiemi, la % e quindi i
due integrali al secondo membro della (4) sono dotati di deri-
vata parziale prima rispetto ad # continua.
min | © min | ®
Se non & b, 4 ——u —IL
2 max | oy | 2 max | o, |
con ¢ un numero positivo arbitrariamente piccolo, scelto un
min | o |
2 max | oy |

> b,— , ove si denoti

valore: y, di y tale che b, + —e<Y,<b,+

min | o |
2max |

+

l' dalla (4) si ricava:

Yy
L
e, ) = g [ o, ke, mdn +
Yo

Yo

wy(z, Nu(z, N)dn -+

+ [m(x7 y) bz —b

1

oz, ) bz by / Wy, Nu(z, Ndn + iz, y)

laddove i termini entro parentesi quadra costituiscono una
funzione continua in R insieme con la derivata parziale prima
rispetto ad =z, siccheé, ragionando come sopra, si deduce che la
u & dotata di derivata parziale prima rispetto ad # continua
ine, <zr<a, bj=<y<y,+ 5%':;‘—].
min | o | min | o |
max | oy | 2 max | oy |
cora lo stesso ragionamento un numero finito k=1 di volte,
si trae che la w & dotata di derivata parziale prima rispetto

Se non & y,+ > b, — , ripetendo an-

. . min | o |
ad 2 continua in ¢, =<e2<a, b,<yY<yx+ ——
1 29 1 Yy Yx m l ﬁ)y i
min | o | o . . .
> b, ———, e quindi, per quanto si é provato in prin-
* " om |m,| q , per q p P

cipio, addirittura in tutto R.
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In secondo luogo, osservando che la (3) pué anche scriversi:

x

] welE, yulE, Y)dE -

a

1 a—
®) ue, ) = oo a"——z — :1

x

/ we(E, yWlE, Y + g7 ¥)

as

1 x—a,
(Z, y) a; — a,

ove i termini rappresentati da g¢,(#, y) costituiscono, nelle
ipotesi dell’enunciato, una funzione continua in R insieme
con la derivata parziale prima rispetto ad y e ragionando in
modo perfettamente analogo, si riconosce che la u & dotata
anche di derivata parziale prima rispetto ad y continua in R.
Inoltre per fe u, e u, si deducono dalla (3) espressioni
analoghe alle (4) e (5), onde la » sard dotata altresi di deri-
vate parziali seconde rispetto a # e a y continue in R.
Esaminando infine le espressioni delle altre derivate della
(3) contemplate. nell’enunciato, si trae completamente 1’asserto.
Ne consegue, per I, che:

ITI. - Ogni soluzione w(x, y) continua in R insieme con le
derivate praziali prime, seconda mista, terze Uy, Uy, € quarta
Usyzy dell’equazione differenziale (2) congiunta con la condi-
zione u =g in FR, é necessariamente dotata anche di derivate
parziali seconde u,,, u,, continue in R, sicché in tutte le swin-
dicate derivate é permutabile Vordine di derivazione.

IV. - Le soluzioni continue in R insieme con le derivate
parziali prime, seconde, terze miste e quarta rispetto ad x, vy,
@, y dell’equazione differenziale (2) congiunta con la condi-
zione u =g in FR sono tutte e sole le soluzioni continue in R
dellequazione integrale (3).

§ 2. - Equazione di Lagrange per il funzionale I[u] =
= f [ [0(uzy)* + pu*ldzdy .
I3

2. — Si premette una estensione di un noto lemma di cal-
colo delle variazioni:
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I. - Condizione necessaria e sufficiente affinché unae fun-
zione z(z, y) continua nel domimio rettangolare R= (a, <
<z=<a, b, <y=<0, del piano z, y sia del tipo:

(6) 2(x, y)= a(a) + B(y)

e che risulti:

7 jfzcb,,dwdyi 0
B

per qualunque funzione ¢(z, y) continua in R insieme con le
derivate parziali prime e seconda mista e nulle su FR.

Infatti, se z(x, y) & una funzione continua in R del tipo
(6), si ha:

i [ a(2)dzydzdy +‘R/ / ﬁ(y)‘!fa,dwdy — ["[a(w)%(w’ b,) —

by
— a(@)a(a, b)1do + [ [8(5)by (@ ¥) — B(w)y(ts, )]dy =0
b

poiché ¢ =0 su FR e quindi anche {,(z, b,) =, (2, b,) =0
per ¢, =z =@, e §y(a, y)= (py(az: y) =0 per b, =y <'b,.
Resta cosi provata la necessitda della condizione.

In secondo luogo, se z(x, ¥) & una funzione continua in R
per cui vale la (7), osservando che tra le funzioni ¢(z, y)
verificanti le condizioni dell’enunciato vi & la

P Gy b a by
e, y>=ffody— ”‘“‘f[zaxay— Y — *f[zdzdy+
az—a]_ . bz—bl .
o b ad a b ‘

b [ 3N
+ (z —a:)(y — by) f/’zdxdy
ab

(@2 — @1 X(b: — by)

e che, per la prima parte del teorema dianzi dimostrata, la
(7), valida ora per ipotesi, tale si mantiene aggiungendo alla
2(@, y) una qualsivoglia funzione continua in R del tipo (6),
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in particolare la

1

a — Gy

ag 1 by
2(z, ydr — ——— | 2(z, y)dy +
b: - bl .
[ bl

Gy by

1
T o=t = bl)j [ da, yydzdy,

dalla (7) medesima, si trae

Gy 1 by
-1
f[[z—ai_al./‘m_bz_blfwy-F
R @ b

1 G2 by .
dy =0.
+<a,—ao(b.—bofh2d”d” dedy
o

Ne consegue che la funzione integranda deve essere identica-
mente nulla in R e cid prova la sufficienza della condizione.

3. - Se 0(x, y) & una funzione continua, dotata di derivate
parziali prime e seconda mista continue e positiva in ogni
punto del dominio rettangolare R e p(x, y) ¢ una funzione
continua e non negativa in tutto R, si consideri il funzionale

® 1= [ j [0 (ay)* + pu*]dady
‘R

nella classe I’ delle funzioni u(a;, y) continue in R insieme con
le derivate parziali prime e seconda mista e verificanti la con-
dizione u = g su FR, essendo ¢g(x, y) una assegnata funzione,
definita in FR, per cui valgono le ipotesi ammesse in 11.
Utilizzando il lemma dimostrato nel n. 2 si provera che:

I. - Condizione necessaria daffinché una funzione, apparte-
nente alle classe I" e avente la derivata parziale seconda mista
dotata di derivate parziali prime e seconda mista continue in
R, sia estremante relativa [0, in particolare, assoluta] in I
per il funzionale (8) é che essa soddisfi in R all’equazione dif-
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ferenziale (di Lagrange)
9) (0%sy)zy + pu=10.

Infatti, se la funzione u,(#, y) di I" & una estremante rela-
tiva in F per il funzionale (8), qualunque sia la funzione
Su (2, y) continua insieme con le derivate parziali prime e se-
conda mista in R e nulla su FR, dovra essere, com’¢ ben noto,

(10) oI = 2]fﬂ(uo)xy(6u)wdwdy +2 /{puo&udxdy =0.
R ‘R

Si osservi ora che, prefissato ad arbitrio un punto in R,
per es. a,, b,, integrando due volte per parti, si ottiene

@ y
f [ pududrdy = [ [ [(Su)w / / pudzdy ]da:dy .
E ‘R . o b

La (10) diviene allora

Lj f [0(150)@, + f: { ypoudmdy

da cui, per 21,

(Su) gydxdy = 0

xy
8 (te)ay + f [ puodady = a(a) + B(y)

a b

ovvero, se la (u,), & dotata di derivate parziali prime a se-
conda mista continue in R,

[e(uo)xy]zy +pu, =0

in ogni punto di R.

§ 3. - Proprieta delle successioni minimizzanti in I per
I[u].

4. - E’ chiaro che il funzionale (8) & dotato in I' di estre-
mo inferiore ¢’ non negativo.
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Si consideri allora una successione
(11) ul b u2 2 R un J
minimizzante in I" per il funzionale (8), ciod tale che risulti
(12) lim I[u,]=¢".

” — 00
Si provera che:

I. - Le funzioni u, di ogni successione minimizzante in T
per il funzionale (8) sono ugualmente continue e ugualmente
limitate in R.

Indicato infatti con M un numero positivo tale che, per

tutti i numeri naturali n, risulti I[«,] <M, si avra manife-
stamente

u.,
13) f/(au.. d:cdy<[[ ( u)-i'puddyS M

min 0

Se P,= (2, y,) e P,= (2, ¥,) sono due punti scelti a
piacere in R, si ha poi:

Un (T2, Y2) — Un(Z1, Y1) = Un(:1, Y2) — %n(81, Y1) + wn(x2, b) —

T %
> n Pu,
‘—un(xlrbl)"i—f[ » y_/./‘ax—';yddy
Glbl

ay bl

Ma e:

1
u, 2u., u,
/ _f [ e ff dady +
b

b [} 1 Y1

e pertanto, applicando la disuguaglianza integrale di ScEwARrz,
tenendo conto della (13) e ricordando che u=g su FR, si
ricava:

[ (T2, Yo) — Un(@s, ¥a) | < [9(as, ¥2) — 9(a:, 1) | + | 9(@2, b)) —

22— Uy, T 1 2 bl
_.g(x,,b,)|+‘/M<a CORY] prrr B V)

min 6 " min®

V| T — 1, |

da cui si deduce la uguale continuitd delle u, in R.
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In secondo luogo si osservi che, qualunque sia il punto
P= (2, y) di R, si ha:

i, 9) = 006, ) + 905, b) — glax, b) + ] J Y grdy

da cui, per la disuguaglianza integrale di Scawarz e la (13),
si trae

|%n(z, y)| < 2 max lg]+ | 9@, by)| +VM(G’

a,)(by— by)

min 0

laddove il secondo membro & un numero positivo indipenden-
te da n, onde si conclude che le u, sono anche ugualmente
limitate in R.

Per il teorema di scelta si potrd allora estrarre da ogni
successione (11) minimizzante in I' per il funzionale (8) una
sottosuccessione uniformemente convergente in R:

(14) Viy Uzy ey Upy oo

sicche la funzione limite di questa, v(z, y), sard continua in R
e soddisfera alla condizione v=—g su FR.

5. - 8i dimostrerd ora il seguente teorema :

I. - Data una successione (11) minimizzante in T per il
funzionale (8), qualunque sia la funzione @ (2, y) continua in-
sieme con le derivale parziali prime e seconda mista in R e
nulle su FR, riuscird:

Fun O _
as) Jim f f [e o s+ g dady =0.

Se, infatti, = indica un qualsivoglia numero positivo, la fun-
zione u,+1p, per n=1, 2, .., appartiene evidentemente alla
classe I", onde sard, per ogni numero naturale n,

0< e < I[un=19] = I[u,] + I[g] = 2tI,,

ove si é posto

B’u,. S’cp
lf [ 323y 353y + punp|dzdy =1,.
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D’altra parte, giusta la (12), vi sard, in corrispondenza
ad ogni valore di 7, un indice m, tale che, per ogni n > a.,

risulti
I[u..] <+ vI[q],

e quindi anche

0<¢e <I[u,]+ ?I[p] =211, < ¢ -+ 2¢°I[9] = 211,
da cui si trae
16) 0<Ifo]l=x=1,.

Se I,, non tendesse u« zero al divergere di n, assegnato ad
arbitrio un numero positivo ¢ abbastanza piccolo risulterebbe

|I,| > ¢ per degli n > n,, sicch®, preso < < Ok il secondo

membro della (16), scegliendo opportunamente uno dei due
segni, riuscirebbe negativo per degli n > n

Questa contraddizione prova la validitd della (15).

Dal teorema dimostrato si trae facilmente che:

IL. - Qualunque sia la funzione ¢ (®, y) continua in R in-
sieme con le derivate parziali 9., Py, Psy, Poys, Poyys Poyay
e verificante le condizioni ¢ = ¢,, =0 su FR, la funzione
v(z, y), limite di una successione (14) minimizzante in T per il
funzionale (8) e uniformemente convergente in R, sard orto-
gonale in R alla funzione (0@).y + pp, cioe riuscird:

an || ®aey + potuaay =o.
B
Invero si ha, integrando due volte per parti e tenendo pre-

sente che ¢, =0 su FR e quindi anche @.,(2, b,) = @z,
b)) =0 per o, <2 <a,,

f f gxg; ai? dzdy = [ ] OFm)eytndady.
R

Pertanto :

lf 12y ey  powo]tsan = | f [(0%2y)ey + Pplvadady

12
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sicche, per il teorema I ed essendo lecito il passaggio al limite
sotto al segno di integrale, resta provato l’asserto.
Ma si pud dimostrare che: '

IIL. - Scomposto il dominio rettangolare R in m, - m, do-
mini rettangolari parziali Bux = (@n1<2<2n, Yx1<Y<¥a),
h=1,2, ., m, k=1, 2, .., my, con a, = 2,<@,<... <Ly, = Qy,

Mms
=9 <Y <..<Ym=1"b, e posto Bp= kZIR;,k =(zp_ <

Lz<zn, 5,<y<by), Sk:=h§1thE(a1SzSa27 Y1 Y <Ya),

la (17) sussiste anche se la ¢(x, y), ferme restando le condizioni
enunciate in I e la $zy = 0 su FR, é dotata di derivata parziale
Puye [0 Puyy] limitata in R e continua in tutli i punti di ogni
Ry [o 8)] esclusi, al piun, quelli dei segmenti aperti @ = xp_,,
b <y<by,z=ap, b, <y<bd,,h=1,2,..,m, [oa, <z<a,
Y=Ypr—1, &, < @< Ay, Y=Y, k=1, 2, ..., m,] e di derivate
parziali Quyy [0 Puys] € Paysy limitate in R e continue in tutti
i punti interni ad ogni Ry;.
Infatti si ha intanto

a ” n 3 n
ff@cpzy v dzdy ""[0(?,,,, 3y dy — ff(ecp,,)x —agy— dzdy

k
e, pmche Py =0 su FR,

[ [[69 S daty = f Oy e

D’altra parte risulta:

3o - dady.

Ty
/- [ [(G:ny)zvn]ydzdy = f [B(sz):c(z: yk)vn(x; Yn) —
.ﬁn

Tp—1.

- (9<sz)¢(37: yk——l)vn(zi xk—l)]dx
e quindi

Ty
[ f [(e?wy)mv"]ydxdy = [ [(ecpwy)z(xy bz)”n(x, bz) _
By Tp—y
- (Ocpwy)z(xy b1)1)u((6, b1)]d$ =0
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essendo ¢,,=— 0 su FR e conseguentemente ¢,,.(, b,) = Puyl(z,
b))=0 per o, <z<a,.
Ne consegue

f [(Ocpwy)a‘v n ]ydxdy =0
R

ovvero :

a ”
f [ (0@ay) By dzdy = — f (892y) 2y dxdy
B R

e pertanto si ottiene ancora

f[ 6321:,, P v. oldzdy = ../-[(e Yew + DPJVw d2d
. zoy dxdy + PU? y"j Paylzy T PPIVn0TAY
R

da cui, per la (15) ed essendo lecito il passaggio al limite

sotto al segno di integrale, si trae, come volevasi, la (17).
In maniera perfettamente analoga si procede nell’altra

ipotesi contemplata nell’enunciato entro parentesi quadra.

§ 4. - Esistenza in R di una soluzione del proposto pro-
blema al contorno.

6. - Si provera che:

1. - La funzione v(x,y), limite di una successione (14) mi-
nimizzante in I' per il funzionale (8) ed equiconvergente in R,
i soddisfa ad una equazione integrale del tipo (3).

Se, infatti, P= (#,y) & un arbitrario punto interno ad R,
si denotino con & n le coordinate del punto corrente in
R medesimo e, posto Ry = [(—1)*lap <(—1)*TE < (— 1)+,
(— D, < (— D+ < (— Dy (b, k =1, 2), si consideri,
per ogni numero naturale m, la funzione ¢, (& =) definita
in R pella maniera seguente:

(& M) = (& — 5wy — bs_r) [E [ [1 — (U';“)z"][l _

T — Qp
o) b

_ _— 2m
_ (?_"_ll"__y) ]dtdg in Bye (, k=1, 2).
y—ba
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Si ha successivamente :

Q;PT". = (& — a_i)(y — b,,_,)[l - (25 — ap— a: /Il —

—_— _ Doos
—(giL_“y) ]dt in Bue (1 k=1, 2)
Yy — by .

m _ (p_ Gs_n)(y — b=-n)[1 - (%Tl_l%__y)m] / ;[1 B
ot

(Zt — Gp —

z\2m
) ]dt in Rpx h, k=1. 2)
T — ap

e

2n_bk—th
_— R, h k=1, 2
( y—b, ) n B ( » 2)

O Pm — (Z—as_n)y—bs_ &) [2E —ap — z 2m—1
ag’an_—4m T — Gp ( z— ap [ -
_(%’)—"‘l in Ry — [E =z, (— 1)*+1bk <
< (— DM < (— 1Yy h k=1, 2)
Pm e @ — 8 a)y — bs_y) (21) — by — y)am—xl _
7 e —— — 1
— gy — 2\Im
—(%—z—?a*;.z) J in Ruwe — [(— 1) +ap <
SR (— Mg, n=y] * k=1, 2)
¥ Pm
o

in Bpe —

— 162 @~ %=1y ~ bs) (2E—au——x)2’”"1 27)—br-y)"”"‘
(@—an)y—bx) \ z—an k — by

— (= e < (— IPHE< (— I+, p=y] +
+ =2 (— Iy < (— DMy < (— Dy |



APPLICAZIONE DI UN PROCEDIMENTO VARIAZIONALE, ECC. 181
8i vede dunque che la funzione ¢,,(§, 1), qualunque sia 'intero

m = 1, verifica le ipotesi ammesse in 5 III per la ¢ (=, y).
Si avrd pertanto

[ [ 3;5;," + pcpm]vdﬁdn =0 (m= 1,72, )

e anche
(18) ‘ ...ljglqo !; [ [(6 g;—gn"l)h + p:p,,,lvd&d'q =0.

Per calcolare Despressione esplicita del primo membro
della (18) si osservi anzitutto che, con facili calcoli, si deduce:

lm @, 1) = (@ — Gs_r)y — bs_rXE — ax)n — Da)

78— Q0
uniformemente in Ry (h,k=1,2)
= (x—as_»)(y — bs—p) in ogni punto interno a R,
P,n e uniformemente in ogni dominio rettango-
mlfflm 3k golare interno a Ryx.
=0 su FRu (h,k=1,2)
per (— 1ap < (— IME < (— 1)PHg,
(— 1P+, < (— 1P+ < (=1 +y e
=0 uniformemente in ogni dominio ret-
. Pm tangolare interno a Ry .
lim
m—s 0 9807 nei vertici di Ryx.
= (—1)**+'oo per E=ap, (—D* by <(—1**'q <
<(— Dy , (b, =1,2)
FPm O*Pm
lim lim = = lim "=
"M—r00 Em—sa— 35’37] ﬂl—»m £t 8&’31‘

= (— 1o per (—1* < (=DM <(—DMy (=1, 2)
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per (— 1"+ tap < (— DMHES(— Iy,
(__ 1)k+1bh < (_-1)h+1n < (__ 1)h+1y e

=0 uniformemente in ogni dominio ret-
" P m tangolare interno a Py .
im 3
m —sco 0507 nei vertici di Ppr -

= (—1** oo per N = by, (—1)* an <(—1PHE<
< (—1)r+'g (h,k=1,2)

: : aaa"m . . Qscpm
1 I | 1 AEy =
- e TN w0 me g BN

= (—1)"o per (— 1)*ap < (—I*FE<(— 12 (R=1, 2)

=0 per (— 1) *+ap <(—IFEL(— 12,

(=D*by < (=DM < (—DMy; E=aa,

(— D**1by < (— DAy < (—1)A+y

lim 2¥m (— DM Hay < (—DMHE < (— 1P+, 0= by

m— o0 05700’ e uniformemente in ogni dominio rettango-
lare interno a I'ag.

= 4 oo per E=an, N =10 (h,k =1,2)
4

. . ¢m . : 8‘¢m
lim lim =, = lim lim A =
m —Q0 e)'ﬂ""z—) ¥ agzanz m —s 0 Er'ﬂ—’ a,yt agzanz

"
= lim lim Sm lim lim 'Pm =4 oo

m—eo £, n—sat,y~ 060N "m0 & qmeat, yt 060N

; . P ) . P
I 5 — 2 = lim lim e R
m-];lflm ﬁ,n-—oln(;h,y‘ a&zanz m —s O é,n—uah,y-f 3&23’7)2 e

(h=1, 2)

B‘cpm . - 34<Pm

—m = ] lim — 0 =
m.l_r.ncn & n—axt, by, ag_anz

k=1, 2)

1 lim =
m Eon g —L a7, by 3523"12
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In secondo luogo, scritta la (18) nella forma:

: { a m
lim | f B a&% S P dEdy + »[ f ALY agza ™ GEdn +
R

m —> QO

+ f / 00 oy aganz ™ dEdm + f eg,,v aga ™ dEdn + f f pvepmdﬁdnﬁ

si mostrera che esiste finito il limite, per m tendente all’in-
finito, di ognuno dei cinque integrali al primo membro.

[ [0y SPm
A) Calcolo del ml_l_?w j f 0V —~s o dEdn .

Evidentemente si ha:

2
— 1)+
ff&vagz&,didn = (-1 je”aea T¥m gkan
R

“h by
a+z bty aytz bty
5 a2 T3 2 "3
P _ . _
f f B0 sgenms B = f f (.)dEdn / / (.)dEdn
ay by a b o, Y
a,,—i—a: b ,,+y a,,—l—z b,+y
—[ f( )d&dn+f f( )dEdn
a,.+z b,+y ﬂ bit'_’
2
O Pm
»[ o St aian = | [ 106w m —
Ay 51:
stz bty

— B(an, ba)v(an, bx)] a%zq;—nmz dEdm -+ 9(an, ba)v(an, ba) f [ aigz%—:;z dEdn
a b

. - . . |lz—a
Indicato con 3 un numero positivo minore di l 5 |
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e di ly—.Tb'I risulta poi:

otz bty
2 T3
f /[0(51 7})”(5: 1‘) - e(a’ls bh)v(ah, R)] 36237]2 dEd =
a6, b

otz bt""l

T2 G =113 Dy (—1)k+12

=[ f Caan+ [ [ cosean +
(=113 Byt (—1k+12 ay by
b +’ ah+$
GH—1)A+13 T3 T2 bpH—yr+2

+ f()d&dn+[ [ ¢ satan

8y YpH—1A+13 ey (—1prd D,

Ma é:
ats by
2 2
im [ [ 6w —
" gm0 B+
ate ity
2
— Oan, Buwtan, )] g2 dian = [ f | (6, moce, m) —

ab-i-l —l)"‘“b b r{-(—l)‘"' i3

— O(aw, ba)o(on, by)] lim aag—;‘;n"'— { dEdn = 0
Inoltre, per la continuitd della 6v in R, assegnato ad arbi-
trio un numero positivo &, prendendo & abbastanza prossimo
a zero, riuscird, per tutti i punti del rettangolo (— r+g, <
S(=DMEZS(—1)an + (—DPHB], (=1, < (—1 <
S (=B 4 (— M3,

|8, n(E, ) — O(an, a)vian, by)| < €
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gicche, essendo la %,%n"l, sempre del medesimo segno in
(— 1P+ < (— DM (I BT g, < Capay <

< (=1 b'%’ , risultera:

G H—1MH1Y byH(—1k+12 5
f [0(57 ‘Y])‘U(E, n) - e(ah bk)v(ah’ bk)] _a‘g;%_;:;z dEdT) <
a, by
atz bk+9 .

)
<e|[ g;;;)"d&dnl—-elz—a,__hﬂy—b._.|
o b

bty
B H—IM+B ~ 3

[ [0, M0E, 1) — Oax, Ba)vias,

i bcipr

bn)] agza,n: 5 d&dn ‘ <

a.+z b,+g

<:maxlﬂv|+|0(a.,b.)v<a..,b.)n][ [ s didn | =

)y bpt(-1p+12

= { max |8v| 4 |O(ax, ba)o(an, ba) |} |(z —
(n Byy)
y—bs_n (20— ba —y)z"‘“ l
— 6s-») f 3_4". y—oby ( y—Dby zdﬂ
by t(—1E+123

e analogamente

a;+z
T3 by (—nk+13

[ [6(E, M, m) — 6(an, ba)yv(an, by)] 5?;:7'2 dEdnl <

aH—1h+13 b,
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< { max [80] + |(an, Ba)o(an, By ;|<y—

in By,
aytz
—a oF o
T — AQg_p — Ap — $ —
—'ba-—h) / §_4m x—a;.( T — ap (dEI
ayH—1)h+13
Ma:
bity
2
- TUSEEIN
lim ; —4m ( dn =
m —s o0 y— b y—Dba ) 1
bp(—1)k+13
bty
H b 2 b 2m—1 {
_ . _ Y—03_x (&M — Op — Y\ —
=[] Jim [ am e (R  fan = o0
bt (—1k+13
atz
N o1
lim —4m‘”_“’—"(25_“"_”) [ dE =
P T — ap z — ap
GyH(—1h+13

2

—_ —_ — r\2m—1
= lim [— T (25 & z) J ldE=0
" — 00 T — ap T — ap

GyH—1h+12

Si ha poi:
oyt ity
’ o
Oan, Dallas, B) | QE,Z';; dgdn =
G b

= B(Gh, bk)v(ah’ bk)(z - as-b)(y — bs_»)
laddove il secondo membro & indipendente da m.
Pertanto:
a,,+a: bk+y

lim j f 80 0P GEdn = (2 — Gp_s)(y — bs_s)0(an, baJo(an, Bx)

" 0 Eza 2
a b
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In maniera perfettamente analoga si trae:

aytz bty

. ' P
Jim f j ev agzq; 2 dgd"l = (x - a’s-—h)(y - ba—k)e(ah’ y)v(ah’ y)

74— 00
a,‘+w bk+y
2 S

lim f f 6o 35;";"‘, dEdn = (z — as_)Y — bs_)0(z, D)L, Ba)

m — 00

a,.+a; bk+y

lim f / Ov gfg"z dEdn = (z — as_n)(y — bs_»)0(z, Y)v(z, ‘.'I)

" —» Q0

Dunque:

-

lim j b/ G”ag 5 dedn = (5 — aa-a)(y—ba-) | an, B)olan, D) —
Gy 0y

— O(an, y)v(an, y) — O(z, brv(z, Dp) + O(z, Y)v(z, ¥) |

lim_ f ] 8v :E;g;;, AEdn = (a3 — a3)(bs — b0)0(z, Y(z, ¥) —

2
— I (— "Mz — as_n)(y — bs—n) { B(an, y)v(an, ¥) +

b, k=1
+ O(z, bayu(z, bx) — B(an, ba)v(an, bn) !

B) Calcolo del lim f f enva P gEdy.

B ovviamente:

Yy
a ?m — 2 h-+R a ¢Yn
ff 9'nv a&z-s dgd"l - h%:l(—— 1) '/-/ 9 3&23 d&d

£
a, by
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%_fy aL:-—zbk
f /' bop Sl ddn = | [coazan+ [ [crdgan
a, b; z ¥
‘15+_f
2y
| [ aian =
a, b,

¢h+$

= [ f [0 'z, 7))”(‘57 7)) - e'n(a‘h n)')(aka "l)] Ezan dEdﬂ +

ay b

a,,+z

+ f f Bulan, D0(an, 1) 2™ T ded.

ay b
Indicato con 3 un numero positivo minore di |_z—-—a,.| , 8i
ha poi:
a,,+z

/’ [61,(&, 7))0(5, ")) - e'n(aln )”(aln "))] agza’:’ dEd"l =
a b
P aytz

Gy (113 T2
= / j(...)d&d’q -+ / /'(...)dgd‘ij .
k

a; ah-l—(—'l)b""a .bk

Per il teorema di HriNg-CaNToR, la funzione 0,2, continua
in R, & ivi anche uniformemente continua, sicche, assegnato
ad arbitrio un numero positivo e, prendendo § abbastanza
prossimo a Zél'O, risultera le'n(g, 7])‘”(&, "I) - e‘n(ab’ n)”(ahv 71)' <e
per tutti i punti del rettangolo (— I+ig, < (—IPHE
(=DM an + (=13, (— 1P, < (— 1My < (— 1Yy,

8
e quindi, essendo la g-g%—";‘ sempre del medesimo segno in
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(— 1)'I+1 ay < (— ])’l+IE < (— 1)h+1 "%‘: , (_ 1)"+1bh <
< (=1 < (— 1)*+'y, sara:

GtH(—Y+1D

(028, 700, 1)~ Osfon, Moten, W] 372 i | <

a %
a,,+a:
3s?m y—1bax
b/ sy 08 | = dor—ada— 1)y — by — 0| <
< &3 — a,)(b; — by) |y — by B
Inoltre si ha:
ah+3
a2 y
. P
lim [e'n(gy ‘Y])‘U(§, "l) - 'n(ah: 7))1)(0)., 1‘)] YT dgd‘ﬂ =
" — 0 dE%an
a;H—1p+13 b,
ak+3

=/ j {106 700, 70 — Outon, eten, )] lim S22 | dan =0

% e Lt R 8
a,,+a:

[ [ boan, Mvton, 1) I i =

ay b

_ f [ a:;— —a,a : (2& w— _a,,ah_ z)ﬁm- ]dgﬂ " .
3

— bubnon, Titen, ) tim 1 — (212 BIEE

m—o — b

m—-m

Yy
= (2 — as_a)y — bs_y) / B.1(an, n)v(an, n)dn .
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Pertanto:

a h+1¢'

m — Q0
a b,‘

y
lim [ [ 8,0 gg"' dEdn =(z —as_n)Y—Dbs_a) f 0.,(an, )v(an, N)dn
b

e analogamente

a h+.l'

m —» Q0

Y
lim [ f v agam dEdn=—(2—as_n)(y—Dbs_a) f B.4(z, Mv(z, M)dn
b

Dunque:

. i P _
mlil_lfloo [ [ 0,0 3E%an dEdn =

a, b

= (x — as_n)Y — bs_a) / [B(an, N)v(an, M) — Oy(z, N)v(z, N]dy
bk
e infine

”

. Pm
o R./ 80 Sgiay N

2
=— Z (— 1)z — as_n)y — bs_») [ [04(an, M)v(an, M) —

h,k=1
— By(@, Nv(=, N)ldy .

C) Calcolo del lim [[ nga CP'”z dEdy .
m—r o 9Eom

Con procedimento analogo a quello adottato in B) si ricava:
i 0zv . dn =
m—l—lflm f f & aga N2 dE U]

2
=— I (—1)"*Mz—as_n)(y—Dds-s) f [6(E, bAWE, ba)—0e(E, Y)v(E, y)ld!

h, k=1
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D) Calcolo del lim / f ﬁgnv 3&81) = dEdy) .

m —» 00
Si ha:
2y
lim ffﬁg 'va(P'” dtdn =[[[Bg v hm e |dEdn =
”m - Q0 n a&a n 3&9
ay b ay by
X
= (@ — as_n)y — bs_3) f 0z,vdEdn
ay by
e quindi:

. U e g 981 =

a, b

2
= X (—1)"¥z — as_s)y — bs—a) f [ 0z vdEdy, .
zy

h, k=1

E) Calcolo del f [ PmPVdEdY, .
m———oo

Ragionando come in D) si trae:

Jm f [ PmprdEdn =

a, b

2
MMty — o f f € — ax)n — baypvdEdy.

b k=1

Ricordando la (18) e che v=—yg su FR risulta pertanto, qua-
lunque sia il punto @,y interno ad R e, per continuita, addi-
rittura in tutto R medesimo:

lim [ [ [( g?‘%') + pcpm]vdgd'f]=(az—ax)(bz—bx)e(z: Yy, y)—

” — Q0

2
— I (— 1Pz — sy — bs_») } 0(an ¥)g(an, ¥) +

h k=1
+ O(z, dplg(z, tx) —



192 FABIO MANARESI

Gy

— B(as, Da)g(an, By) + / (866, BGE: Ba) — 0eEy ), WIE -+

»

b
+ [ [9.(as, Mg(an, 1) — Ou(z, Wiz, )ldy —
y

a, by
—i f f [0z, 4 (E — as)m — ba)plvdEdn | = 0
®y

a cui si riduce la (3) per u=v, 0 =0, p=p, f=0.

Dal teorema ora dimostrato e da 1II segue immediata-
mente che:

IL. - La funzione v(®, y), limite di una successione (14) mi-
nimizzante in I" per il funzionale (8) ed equiconvergente in
R, é dotata di derivate parziali prime, seconde, terze miste e
quarta rispetto ad @, y, x, y continue in R e wi soddisfa
allequazione differenziale (9) congiunta con la condizione
u—=g su FR.

§ 5. - Unicita della soluzione. Esistenza in I' del minimo
assoluto di I[u].

7. - In primo luogo si dimostrerd il seguente lemma :

I - Se {(x, y) é una funzione continua in R insieme con le
derivate parziali prime e seconda mista, ¢ nulla su FR, riu-
scira

19) 9] = [ f [00s)? + pY)dady = 0
R

quando, e solo quando, $ —= 0 in ogni punto di R.

E’ ovvio, infatti, che se la ¢ & identicamente nulla in R,
la (19) & soddisfatta. Inversamente, se per una funzione ¢
verificante le condizioni enunciate, vale la (19), da questa si
trae, in particolare,

f 84y dady = 0
R
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e quindi ¢,, =0 in ogni punto di R, sicché la ¢ deve essere
somma di una funzione a(z) della sola # e di una funzione
B(y) della sola y. Ma, -essendo ¢=0 su FR, si riconosce im-
mediatamente che le a(z) e B(y) sono costanti e che pertanto
¢ =0 in ogni punto di R.

Ne consegue che:

IL. - La funzione v(z, y) é Punico integrale continuo in R
insieme con le derivate parziali prime, seconde, terze miste e
quarta rispetto ad =, y, ©, y dellequazione differenziale (9)
congiunta con la condizione wu—g su FR — sicché ogni suc-
cessione minimizzante in I' per il funzionale (8) ed equiconver-
gente in R avrd necessariamente per funzione limite la v(z, y)
— ed ¢ la sola funzione minimizzante assoluta in I' per il
funzionale (8).

Si supponga infatti che ¢'(z, y) sia un altro integrale
della (9) verificante le condizioni richieste: evidentemente
la funzione y =1 —v & continua in R insieme con Je deri-
vate menzionate nell’enunciato, nulla su FR e, in ogni punto
di R, riusecira pure:

(B2y)zy + Pv = 0.

Moltiplicando ambo i membri di questa identitd per v e
integrando in R, ove si tenga conto che v =0 su FR, si trae

J[ 0 + pidaay = o
R .

da cui, per I, segue y=20 in ogni punto di R.

Se poi u(x, y) & una qualsivoglia funzione della classe T,
si puo scrivere, posto v — v = 8u, 4 — v -}- du, sicché 3u é una
funzione continua in R insieme con le derivate parziali prime
e seconda mista e nulla su FR. Risulta allora:

Iu] = I[v] -+ I[3u]
giacche

/ / [02y(B%).y + priuldzdy = [ / [(0V2y)my + pV]Oudzdy = 0.
R b )

13
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Pertanto, essendo I[v] >0 I[3u] =0, si ha, come vole-
vasi, I[u] =I[v] per tutte le funzioni » di I" e il segno
uguale potrd sussistere soltanto a patto che sia I[3u] =0,
0, cid che & lo stesso, per I, u=v in ogni punto di R.

In particolare si ha che:

III. - L’unica soluzione della (9) continua in R insieme
con. le derivate parziali prime, seconde, terze miste e quarita
rispetto ad x, y, ¢, y e nulla su FR ¢é la costante zero.

Non sard inutile osservare che:

IV. - La funzione v(®, y) ¢ la sola estremante relativa
in I' per il funzionale (8).

Nel n. 3 si & visto infatti che se una funzione u(z, y) di I°
é estremante relativa per il funzionale (8), la funzione

4
Ou,y, + [ f pudedy &, in R, uguale alla somma di una funzione
G b
della sola # e di una funzione della sola y. Si supponga ora
che v'(z, y) sia un’altra estremante relativa in I* per il fun-
zionale (8), talché si avra, in ogni punto di R.

xy x
Bv.y + f / pvdzdy = a(z) + B(y), 05, + f /' pv'dzedy = o'(z) + f'(y)
[ ih a bx
Posto v=v—1, a=a—d, p=f — @/, si ricava, sottraen-
do membro a membro,

000y + f /’ pvdedy = a(z) + B(y)
a b

da cui, moltiplicando ambo i membri per v, e integrando
in R,

z y
J[ |9t + 5 [ [ 2000ty = [ 1) + Byt
R o b ‘R
laddove il secondo membro & nullo per il lemma del n. 2,
giacché v =0 su FR.

Ma, integrando due volte per parti, ove si ricordi che
v=0 su FR e conseguentemente v, (&, b,) = v,(2,b,) =0 per
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e, <z <a, si trae

[[ o [ s

a4 bl

dzdy = [ [ pvidzdy
R
Pertanto:

[[ 19607 + pi1dady = 0

R

da cui, per I, v = ¢’ in ogni punto di R.

§ 6. - Alcune estensioni dei risultati ottenuti.

8. — Si mostrera ora come il procedimento variazionale
dei §§ precedenti consenta, con opportune modificazioni, di
dimostrare che esiste un’unica soluzione continua insieme con
le derivate parziali prime, seconde, terze miste e quarta ri-
spetto a @, y, ¢, y in R dell’equazione differenziale

(20) (eumy):ny — (ru; + Suy), — (tu, + suz)y + pu =0

congiunta con la solita condizione u=g¢ su FR, ove r(x,1),
s(z,y), t(x,y) sono funzioni continue in R insieme con la
derivata parziale rispetto ad » la prima e rispetto ad y la
terza, con entrambe le derivate parziali prime la seconda, e
tali inoltre che, in ogni punto di R, risulti

rs

1) r>0, >0, |

>0.

Infatti, per quanto concerne il § 1, posto, per ogni fun-
zione u(z,y) continua in R insieme con le derivate parziali
prime, seconde, terze miste e quarta rispetto ad z, y, «, v.

Ly = (Wlhay)zy — (rubs + SU,). — (bu, + suz), + pu

continua a sussistere 1 I con la sola variante che la u si con-

sidera dotata anche delle derivate parziali u,,, u,, continue

in B e che nel secondo membro della (3) si aggiungono i
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termini

2
+3, 5.0 %[ [HE, w1, ) — 46, BuaCE, BAIE — an)dk +

[
+ | trta mutz, m) — rion, Mgtar, I — ba)dn +
Y
a;, b,
[[wi2s + e + X — @) + (0 + redn — DG |

z Yy

Restano pure validi, come agevolmente si verifica, 1 II e
1 IV, mentre non vi ha luogo a considerare 1 III, giacché
nel caso in esame, contrariamente a quello del n. 1, occorre
a priori la considerazione delle derivate u,,, %,,. Si noti al-
tresi che per i ragionamenti del § suddetto non sono neces-
sarie le (21).

Procedendo poi come al § 2 si riconosce che la (20) & ’equa-
zione di LacranGe relativa al funzionale

[[ 0 4 rw + 2 sty + 00" + oy

R

che, nelle ipotesi ammesse, & limitato inferiormente nella classe
T’, sicché continueranno a sussistere 3 I e 5 I, ove, in luogo
della (15), si ha:
lim [/' S’u,, e U, op n 39
”% — 00
R

ou,, 99
353 ey T 2 3w T e 8y+3y_)+

Gu,.

+ ¢ %n a“’ .+ p‘u,,cp]dxdy —0.

Vale inoltre 5 III, ove si aggiunga lipotesi che la ¢ sia
dotata di derivate parziali ¢,,, ¢,, limitate in R e continue
in ogni punto interno a Ryx(h =1, 2, .., my; k=1, 2, ..., m,)
e che soddisfi alle condizioni ¢, = ¢, =0 su FR e si consi-
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deri la

[ ©0upy — 0. — 20— (5720, — 47, + ooty = 0
R .

in sostituzione della (17).

Dopodiche, osservando che le ¢, (§, %) del n. 6 soddisfano
anche alle nuove condizioni imposte alla ¢ per la validitd di
5 II1, si ottengono, anche per il caso in esame, i risultati dei
§§ 4 e 5 con procedimenti del tutto analoghi a quelli cold
adottati.

Sia notato infine che una trattazione dello stesso tipo
porta alla risoluzione di un analogo problema al contorno per
equazioni differenziali di forma simile in pid di due variabili
indipendenti: il relativo sviluppo algoritmico viene tralasciato
per brevitd e anche perché appare ormai ben chiaro lo spirito
del metodo acquisito.
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PARTE SECONDA .

§ 1. - Alcune considerazioni preliminari.

9. - Si consideri I’equazione differenziale lineare omogenea
del quarto ordine alle derivate parziali

(22) Bty + (0 — A = 0

ove B(z, y¥) e p(x, y) sono funzioni verificanti, nel dominio
rettangolare R=(@, <z<a;, 5, <y<b,) del piano =, y,
le condizioni indicate al n. 3, g(«, y) & una funzione continua
e non identicamente nulla in R e A & un parametro complesso.

Si vuol vedere per quali valori (autovalori) del parametro
A esiste un integrale (autofunzione o autosoluzione) della
(22) che sia:

A) non identicamente nullo e continuo in R insieme con
le derivate parziali prime, seconde, terze miste e quarta ri-
spetto ad 2, ¥, 2, .

B) nullo su FR.

Si ha anzitutto che:

Gl autovalori non possono essere che reali e diversi da
cero.

Sia, infatti, A’ 4 é\”(A\” & 0) un autovalore immaginario e
' (2, y) + w” (2, y) una autofunzione corrispondente. Risulta
allora:

(B%'ay)ay + 1OuZy)ay + [P — A" 4 91")q)(0 + ") =0
da .cui:
(0% 2oy + (0 — M@’ + X'qu” = 0
(O )ay + (0 — NOu" — N'qu’ = 0.

Moltiplicando per u” la prima e per %' la seconda delle
(23), indi sottraendo membro a membro e integrando in R,
si trae

[ [0 (O )y — (Ot uglddy + A" [ [ aw”® + w)dzdy = 0
R R

(23)
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da cui, essendo nullo, come si riconosce integrando due volte
per parti, il primo integrale, segue

(24) / ” qu? 4+ w")dzdy = 0.
R

Moltiplicando per ' la prima e per u” la seconda delle
(23), indi sommando membro a membro e integrando in R,
ove si tenga conto della (24) e che ' =u"—=0 su FR, si
ottiene:

[[ g + o1y = 0 [ [y + puridady = 0

da cui, per 71, segue ¥'=«” =0 in ogni punto di R in con-
traddizione con le ipotesi ammesse ¢ ¢id prova la prima parte
dell’enunciato.

Si noti che se la q(x, y) & non negativa, oppure non posi-
tiva, in ogni punto di R, la precedente conclusione si trae
senz’altro dalla (24).

Che poi non esistono autovalori nulli discende immediata-
mente da 7 IIT giacché per A =0 la (22) si riduce alla (9).

- Se \" ¢ un autovalore e ' (x, y) ¢é una autofunzione
corrispondente, risulta

(25) N [ / qudzdy > 0.
R

Infatti moltiplicando per «' la (0w ,)ey + (p —Nq)u' =10
e integrando in R, ove 8i ricordi che #' =0 su FR, si ricava:

£ [ 0wy + puady = ¥ £ [ avaady

da cui, essendo il primo membro certamente positivo, segue
la (25).

In particolare:

III. - Se ¢ =0, oppure q <0, in ogni punto di R, non
esistono autovalori negativi, o corrispondentemente positivi.
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§ 2. - Esistenza degli autovalori.

10. - Si dimostrerad ora che:

Se la funzione q(x, y) assume in R valori di segno opposto
esistono una successione non decrescente di autovalori posi-
tivi e una successione non crescente di autovalori negativi.
Se invece ¢ q =0, oppure q <0, in ogni punto di R, esiste
unae successione non decrescente di autovalori positivi, o cor-
rispondentemente non crescente di autovalori negativi.

Supposto che la funzione ¢(z, y) assuma in R valori di se-
gno opposto, si consideri il funzionale (8) nella classe T', delle
funzioni % (z, y) continue in R insieme con le derivate parziali
prime e seconda mista e verificanti le condizioni

(26) =0 suFR

@7 [ [ quidzdy = 1.
R

Indicato con A, lestremo inferiore del funzionale (8) in
T, onde sara, giusti la (27) e 7 I, A, > 0, per tutte le u(x, y)
di T, riuscira:

Iul>2, =1, [ [ quidzdy
R

ovvero

(28) [[ 90 + 0 — rgwtlazay > 0.
R

Si osservi ora che la (28) vale anche per le u(x, y) che,
ferme restando tutte le altre condizioni, non verificano la (27):

questa circostanza risulta evidente se f/ quidedy < 0, mentre,
R

se detto integrale & positivo e diverso da uno, consegue dal
1

=% V 1{[ qu’dzdy .

Il primo membro di (28) & pertanto un funzionale dotato
di estremo inferiore nullo- nella classe I’y DT, delle u(z, y)

fatto che la (28) sussiste per cu con ¢—=
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continue in R insieme con le derivate parziali prime e secon-
da mista e nulle su FR.
Si consideri poi, in base al n. 4, una successione

Ugy, Uggs ooy Ugyy oo

minimizzante in I', per il funzionale (8) e uniformemente
convergente in R, siccheé la relativa funzione limite u,(z, ¥)
sara continua in R e verifichera le (26) e (27). Evidentemente
la suddetta successione & pure minimizzante in I') per il
funzionale a primo membro di (28) e quindi relativamente a
questo funzionale nella classe T’y continueranno a sussistere
5IIT e, per conseguenza, i ragionamenti del n. 6 con le
?,,(& =) definite nella stessa maniera, onde si riconosce che
la uy(@, y) & dotata di derivate parziali prime, seconde, terze
miste e quarta rispetto ad «, y, #, ¥y continue in R ed & ivi
soluzione, non identicamente nulla, della (22) con % =%,
Si noti tuttavia che, per la (26), non occorre piu Vipotesi,
essenziale invece nel n. 5, che sia anche ¢, =0 su FR.

Resta in tal modo dimostrata V’esistenza di un primo auto-
valore positivo.

Si “consideri ora il funzionale (8) nella classe I''C F,
delle u(z, y) continue in R insieme con le derivate parziali
prime e seconda mista e verificanti le (26), (27) e la ulteriore
condizione

(29) / [ qu,udzdy =0
R

Indicato con A, l’estremo inferiore del funzionale (8) in
I,, talché sard manifestamente A\, = A,, per ogni u(z, y) di
T, si avra:

(30) [ 8 + (0 — Mguldzdy > 0
R

e, ragionando come per la (28), si riconosce che la (30) vale
anche per le funzioni u(x, y) che, ferme restando tutte le altre
condizioni, non verificano la (27), sicché il funzionale a
primo membro di (30) ha per estremo inferiore lo zero nella
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classe I’/ DT, delle u(#, y) continue insieme con le derivate
parziali prime e seconda mista in R e verificanti le (26) e (29).
Si consideri inoltre, in base al n. 4, una successione

Ui, Uz, eeey Uyy ooe

minimizzante in IY per il funzionale (8) e uniformemente
convergente in R, sicché la relativa funzione limite u,(z, y)
sard continua e soddisfera alle (26), (27), (28): evidentemente
la predetta successione & altresi minimizzante in I')’ per il
funzionale a primo membro di (30) e pertanto relativamente
a questo funzionale nella classe I',' continuerd a sussistere
5III, ove si aggiunga lipotesi che la ¢ verifichi la (29),
giacché nei ragionamenti del n. 5 si richiede che, per ogni
numero naturale v, la %,z 1, con ¢ numero positivo arbi-
trario, appartenga alla classe I','.

Procedendo poi come al n. 6, ove si usino, in luogo delle
(5 M) cold definite, le ¢y — oo, CON oy costante da de-
terminarsi in modo che tali funzioni verifichino la (29), talché

SATA oy = /f PmdU,dEdn, si riconosce che la u,(z, y) & dotata
B

di derivate parziali prime, seconde, terze miste e quarta ri-
spetto ad @, y, #, y continue in R ed & ivi soluzione, non iden-
ticamente nulla, della (22) con A =A,.

L’esistenza di una successione non decrescente di autova-
lori positivi pud essere dimostrata per induzione. Supposto,
infatti, che esistano, qualunque sia il numero naturale n = 2,
n autovalori Ay, Ay .y Ag—y, COD 0 < Xy <A, <'... <<Ay,,acui
corrispondono rispettivamente le n autofunzioni wu,, u,, ...,
Uy, essendo A(k=0, 1, .., n—1) VPestremo inferiore del
funzionale (8) nella classe I'y delle funzioni u(z, y) continue
insieme con le derivate parziali prime e seconda mista in R
e verificanti le (26), (27) e, se k =1, le k condizione

[/quoudzdy =0, /[quludzdy =0, .., /[ qux_udzdy = 0,
R R R

si mostrera che esiste un (n 4 1)-esimo autovalore A, = A,_,.
Indicato con A, lestremo inferiore del funzionale (8) nella
clagse I'y cTI',,_, delle u(x, y) continue in R insieme con le
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derivate parziali prime e seconda mista e verificanti le (26),
(27) e le n condizioni

(31) /[quuudzdy =0 h=0,1..,n—1,
R
talché sara A, = A,_,;, riuseira:
(32) [ [ [0(t4ay)® + (p — A, @u’ldzdy >0
R

per tutte le u(2, y) di T, e anche per tutte le u(z, y) che,
ferme restando tutte le altre condizioni, non soddisfano alla
(27). Il funzionale a primo membro di (32) & percid dotato
di estremo inferiore nullo nella classe I, DT, delle u(z, y)
continue in R insieme con le derivate parziali prime e seconda
mista e verificanti le (26), (27) e (31).

Si consideri poi, sempre in base al n. 4, una successione

uul’ unl, ceey Aunv; oo

minimizzante in I', per il funzionale (8) e uniformemente
convergente in R, sicché la relativa funzione limite u,(z, y)
sard continua in R e soddisfera alle (26), (27) e (31): eviden-
temente la predetta successione & altresi minimizzante in IV,
per il funzionale a primo membro di (32) e pertanto relati-
vamente a codesto funzionale nella classe I', continuerd a
sussistere 5 III, ove si aggiunga P'ipotesi che la ¢ renda sod-
disfatte le (31) giacche, per la deduzione del citato teorema,
si richiede che, per v=1, 2, .., la u,, 319, con <t numero
" positivo arbitrario, appartenga a IY,.

Procedendo infine come al n. 6, sempre relativamente al
funzionale a primo membro di (32), ove si considerino, in
luogo delle ¢, (&, m) cola definite, le ¢, —:E:p;....u;., () 1 QT
Bimy ++»> Pn—1, m costanti da determinarsi in modo che le in-

dicate funzioni verifichino le (31), talche sard ppm= [f qUAPmAEdT)
! '

(h=0, 1, ..., n—1), si riconosce che la u,(z, y) & dotata di
derivate parziali prime, seconde, terze miste e quarta rispetto
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ad z, y, ®, y continue in R ed & ivi soluzione, non identica-
mente nulla, della (22) con A =A,.

Si pud tuttavia rilevare che le costanti fom, Pim, .-,
Pn—1,m DOn figurano nei calcoli del procedimento del n. 6,

n—1
giacche, ponendo nella (17) g=@mu— X prm%s € p — A,q in luogo
h=0

di p, risulta:

n—-1
0= [ [ { [0(Pwm — éo amUn)enlen +

+ (0 — 2 0)Pm — E Bhmt) | undEdy = [ [ K gg;’; +

+ (P — X, Q)Pm]undEdy

come si deduce facilmente osservando che, per h—=0, 1, ...,
n —1, risulta:

[(9 az“") + (@ — lnq)w.]u.. =

523y (9 %:;—b) + (@ — th)“h]un —

Y/zy
— (A — AR)qUntia

e, per le proprietd delle uy, U, ..., Up_3, Un,

u,
( 3193;) +@® — th)‘uh =0, [ Q“n“hdgd") =0
R
- Si consideri ora il funzionale (8) sulla classe I'_, delle
u(z, y) continue in R insieme con le derivate parziali prime
e seconda mista e verificanti la (26) e la

(33) [ [ quidody = —1
R

Indicato con —A_,(A_, <0) Dlestremo inferiore del fun-
zionale (8) in I'"_, e ragionando come nel caso di F,, si riconosce
che A_, & un autovalore negativo.

Indicato poi con —A_, =—A_, lestremo inferiore del
funzionale (8) mnella classe F_, delle u(x, y) continue insieme
con le derivate parziali prime e seconda mista in R e veri-
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ficanti le (26), (33) e la ulteriore condizione
/ [ qu_udzrdy =0,
R

ove u_, ¢ una autofunzione corrispondente a A_, si deduce,
ragionando come per I';, che A_, & un autovalore negativo non

superiore a A_,.

I’esistenza di una successione non crescente di autovalori
negativi si dimostra per induzione.

Infine, 'ultima parte dell’enunciato discende immediata-
mente da 9 III e dalla precedente dimostrazione, osservando
peraltro che, in tal caso, il funzionale (8) va considerato ovvia-
mente, per ogni numero naturale n, soltanto nella classe I,
o I’_,, secondoche risulta ¢ = 0, o corrispondentemente g <0,
in ogni punto di R.

§ 3. - Prime proprieta degli autovalori e delle autofun-

zioni.

11. - Gli autovalori e le autosoluzioni, di cui al n. 10 si
¢ dimostrata Desistenza, godono delle seguenti proprietd di
agevole dimostrazione:

I - Se un(®, y) e ux(z, y) sono le autosoluzioni corrispon-
denti agli autovalori Ay e Ay, risulta:

= 0 se hFk
(34) [[qu;.u,,dxdy = 1 se h=k, A,>0
B =—1 se h=k, 2<Q
{ =0 se hk
09 [ [ (unttiry + proaldady | |
:|Xk| se h=Fk

R -

La validita della (34) per h=~F e, se Ay e A, sono entrambi
positivi o negativi, per h = k, discende senz’altro da quanto
8i & detto nel n. 10.

Se invece h F & e A, Ay sono di segno opposto, moltipli-
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cando per u, la prima e per u, la seconda delle identitd

Fua N
(0 W)xy“l— (p — lhqﬂuh — 0
(36) Su

L] —
(9 a?a_y)xy—i_ (P — M@ux =0

indi sottraendo membro a membro e integrando in R, si trae:

Lj [ [uk(e g%’;)ﬁy- u,.(e ;—%’;—/)W]dxdy = (A — Ag) [[ [ quaurdzdy.

Ma il primo membro & nullo come ci si pud convincere
integrando due volte per parti e tenendo conto che us=wux =0
su FR, sicch®, essendo A, — Ax 0, si riconosce che, anche
in questo caso, l'integrale a secondo membro & nullo.

Moltiplicando poi per w, la seconda delle (36) e integran-
do in R, con facili calcoli si ottiene:

{; / [0(un)ny(Uk)my + PURUK]AZAY = Af [; [ qusudzdy

da cui, per le (34), seguono immediatamente le (35).
I1. - L’autovalore positivo Ay(n=20, 1, ...) ¢ il minimo va-
lore che assume il rapporto

[ B(uzy)* + puldedy
R

/f qu’dzdy
R

(37

nella classe G, delle funzioni w(z, y): 1°) continue in R in-
sieme con le derivate parziali prime e seconda mista, 2°) nulle
su 'R, 3°) verificanti, se n =1, le n equazioni

[ / qu,udzdy = 0, [ [ quyudzdy = 0, ..., [ [ Qup_yudzdy = 0
R R R

e 4°) tali che /]-quzdwdy abbia un valore positivo.
B
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L’autovalore megativo h_,(n=20, 1, ...) é il massimo calore
che assume il repporto (37) nella classe G_, delle funzioni
w(z, y) verificanti le condizioni 1°), 2°) e, se n=1, le n
equazioni

[ [ qu_,udzdy = 0, /- [ qu_udzdy =0, .., [ [ QU_p—yyudady =10
R R R

e tali che f [ quidzdy abbia un valore negativo.
B

Infatti, dalle (28), (30), (32) si trae, per ogni intero non
negativo n,

[[1B(ay)® 4 puldady
B > 2w

ff quidzdy -
B

per tutte le u(x, y) di G, e il segno uguale sussiste effettiva-
mente quando la u(z, y) coincide, a meno di una costante
moltiplicativa non nulla, con la u,(z, y).
In modo perfettamente analogo si procede nel caso di A_,.
Si osservi che il teorema or ora dimostrato si pud enun-
ciare in maniera equivalente considerando, in luogo delle G, e
G_,, le classi I', e T'_, (n. 10) e quindi sostituendo la con-

dizione 4°) con Yaltra che f[ quidrdy sia uguale a +1 0o —1
R

secondoche trattasi di A, @ di A_,, e, sotto questa condizione
piu restrittiva per le (=, y), espressione a numeratore di (37),
cioé il funzionale (8), avra per minimo il valore assoluto del-
Pautovalore considerato.

§ 4. - Proprieta di massimo-minimo degli autovalori e sue
conseguenze.

12. - Si dimostrerd ora un’altra proprietd, detta di « mas-
simo-minimo », di cui godono gli autovalori del n. 10.

L - Fissate ad arbitrio n = 1 funzioni 2,(, ¥), 2.(2, ¥), ...,
2y— (@, y) continue in R, con € ,(24 21y vy Bp—) 8i indichi
Vestremo inferiore del funzionale (37) nella classe H,(z,, 2y, ...,
Z,—,) delle u(w, y): 1°) continue in R insieme con le derivate
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parziali prime e seconda mista, 2°) nulle su FR, 3°) verificanti
le n equazioni

(38) / / qzoudzdy =0, [ qzudzdy =0, .., / 9z, udedy =0
B R R

e 4°) tali che jt[ quidzdy abbia un valore positivo, e con
R

€ (o 1y wey 2py) 8i denoti Vestremo superiore del funzionale

(87) nella classe H__, (2, 21, -y 2,—) delle u(z, y) verificanti

le condizioni 1°), 2°), 38°) e tali che [f qu*dzdy abbia un valore
R

negativo. Per ogni numero naturale n, Vautovalore positivo A,
¢ il massimo valore che pud assumere €',(2y 2y, .oy Zp—y) €
Vautovalore negativo A_,, é il minimo valore che pud assumere
" w(Z0s B1y ooy Zy—y) @l variare, in tutti i modi possibili, delle n
funziont z,, 2,, ..., 2,—, contlinue in R.

Considerata infatti la successione degli autovalori positivi,
se u,(®z, y) ¢ Vautofunzione del n. 10 corrispondente a
AR (h=0, 1, 2, ..), assegnate le z,, 2,, ..., 2,—,, Si pud sempre
determinare un sistema di n 4 1 costanti non tutte nulle
Cos Cyy ..., C, tali che sussistano le n equazioni lineari e omogenee

¢, / [ qzru,dzdy 4 ¢, [ [ qzxudzdy + ... + cn / / q2xundzdy =0
R R R

k=01, .., n—1),

sicché la funzione c,u, + c,%, 4 ... + c,un appartiene evidente-
mente ad H,(2y, 21, s Zp—1)-

Riuscira pertanto:
[/[ (Z c,,a ) +p(2 c,,u,,) ]dxdy

€n(2y, 21y oy z,._1)<
[/ (2 c,,u,,) dxdy
R

laddove il secondo membro, per le (34) e (35), risulta uguale a



APPLICAZIONE DI UN PROCEDIMENTO VARIAZIONALE, ECC. 209

%

% c},l,,

—0

"_” — =<'A,. Dunque:

¢
=0

€ulZyy 21y vey Zuag) <Ay

qualunque siano le n funzioni, continue in R, 2, 2, ..., 2,
e il segno uguale pud sussistere effettivamente quando, in par-
ticolare, 2, = uy (h=0, 1, ..., n — 1), giacche in tal caso le (38)
si riducono alle (31) e fra le u(z, y) di H,(ug, Uy, ..., Up—1) = Gy
vi &, qualunque sia la costante non nulla ¢, la cu,, in eorrispon-
denza alla quale il rapporto (37) viene ad assumere il valore
Ay, che costituisce (cfr. 11 IT) il suo minimo in G,.

In maniera perfettamente analoga si procede nel caso
di A_,.

Dal teorema dimostrato discendono i seguenti teoremi di
confronto tra gli autovalori, dedotti col procedimento del
n. 10, relativi a due diverse equazioni differenziali del tipo (22).

II. - Date le equazioni differenziali
(22) (eu.vy)zy + @ — Agu =0
(39) (Ottay)ey + (0 — Agh =0

— ove le funzioni 0 (, y), p(®, y) soddisfano alle condizioni
imposte rispettivamente alle 0(z, y), p(@, y) — se risulta

bz, y) <0z, y), D, y) <px,y) in ogni punto di R,

Un-esimo autovalore positivo (negativo) relativo alla (22) e
alle condizioni A) e B) del n. 9 sard, per ogni numero natu-
rale n, non superiore (non inferiore) all’n-esimo autovalore
positivo (negativo) relativo alla (39) e alle medesime con-
dizioni.

II1. - Date le equazioni differenziali /
(22) {B%ay)ay + (0 — AQu =0
(40) Ottay)oy + (0 — A =0
— ove le funzioni 8(a, y), p(z, ¥), g(x, y) verificano le ipotesi

14
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ammesse per le 0(xz, y), p(xz, ¥), q(z, y) rispettivamente — se
in ogni punto di R risulia

b(z, y) <b(z, v), 'z, v)<p&, v), alz, y)>qz y)>0
oppure
8z, v) <08z, v), Dz, ¥) <P, y), oz, ¥)<gz, y) <0

sicché (91III) gli autovalori relativi alle suindicate equazioni
e alle condizioni A) e B) del n. 9 saranno tutti positivi o ri-
spettivamente negativi, Un-esimo autovalore relativo alla (22)
riuscird, per ogni numero naturale n, mon superiore, o corri-
spondentemente non inferiore, all’m-esimo autovalore relativo
alla (40).

La dimostrazione, che per brevitd vien tralasciata, & per-
fettamente analoga a quella dei corrispondenti teoremi rela-
tivi alle equazioni differenziali ordinarie.

§ 5. - Altre proprieta degli autovalori.

13. Si hanno inoltre i seguenti risultati.
1. - Le successioni di autovalori dedotte al n. 10 sono di-
vergenti.

Cid & stato dimostrato, per p(x, y) identicamente nulla in
R, da MangeroN (cfr. op. cit. nell’Introduzione). Poiche gli
autovalori determinati dal suddetto autore godono della pro-
prietd di massimo-minimo, la validitd dell’asserto discende
immediatamente da 12 II.

"IL. - GQli autovalori relativi alla equazione (22) e alle con-
dizioni A) e B) del n. 9 sono tutti e soli quelli delle succes-
sioni del n. 10.

Supposto, infatti, che A’ sia un autovalore diverso da tutti
quelli del n. 10, ogni autofunzione «'(x,y) ad esso corrispon-
dente &, come si riconosce col ragionamento adottato al n. 11 per
dimostrare la prima delle (34) con Aj = A, ortogonale in R,
rispetto alla funzione peso q(z,y), a tutte le autofunzioni del
n. 10. Ne risulta, ove si ricordi 9 II, che la %'(z,y) appartiene
a tutte le classi G, Gy, ..., G, ... oppure @G_,, G_,, ..., Gy, ...
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(definite in 11 IT), secondoché 7' e quindi f f qu'*dzdy sono
B

positivi o negativi, sicché, ricordando I'osservazione finale del
n.- 11, \' dovrebbe essere non inferiore a tutti gli autovalori
positivi o non superiore a tutti gli autovalori negativi del
n. 10 e cio, per I, & impossibile.

III. - m =2 qualsivogliano delle autofunzioni del n. 10
sono linearmente indipendenti in R.

Si supponga infatti che per certe m costanti c,, c;, ..., Cm
risulti, in ogni punto di R,

Ciux, + couk, + ... + Cmtix, =0

ove ug,, Uk,, ..., Mg, indicano m = 2 autofunzioni scelte ad ar-
bitrio fra quelle del n. 10.
E’ allora evidentemente:

[{quk.<2 c,ukl)da:dy =0 (t=1,2, .., m
A =1

I

da cui, per le (34), si trae immediatamente ¢, =¢,—...
= (,;m =0.

IV. - Se m elementi di una delle successioni del n. 10 hanno
un medesimo valore N\', allautovalore N\ corrispondono m, e
soltanto m, autofunzioni linearmente indipendenti in R ed m
non pud essere che finito.

Infatti, se »x & un autovalore positivo tale che risulti:

)‘k a< lIc - lk+1 = e, = lk-{—m—i < 1I«:-]-m

laddove, in luogo di ?x_;, si pone lo zero se k¥ & nullo, dal
n. 10 e da III discende intanto che a % corrispondono m
autofunzioni ug, %k, ..., k4+m—1 linearmente indipendenti in R.

Sia %' una ulteriore autofunzione corrispondente a Az e
linearmente indipendente in R dalle precedenti mr: essa non
pud risultare ortogonale in R, rispetto alla funzione peso gq,
a tutte le autofunzioni del n. 10 corrispondenti agli autovalori
positivi (cfr. dimostrazione di II); tuttavia, come si riconosce
col ragionamento del n. 11 citato nella dimostrazione di II,
la ' riesce ortogonale in R, rispetto alla funzione peso ¢, alle
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autofunzioni del n. 10 corrispondenti agli autovalori positivi
diversi da Xx.

Pertanto, fra le ug, k41, ..o » Ukm—1 V€ DNe Saranno r =1,
che verranno indicate con wu;, u, .., %, per cui risultano
diversi da zero gli integrali

/ [ quw'dzdy , [ [ quw'dzdy, ..., [ [ quiru’dxdy.
R R R

Ma allora si possono determinare r + 1 costanti, non tutte
nulle, ¢, c,, ..., ¢, tali che sussistano le r equazioni lineari e
omogenee :

/ [ glew’ + ey, + cauy, + .. + cpuw)umdzdy =0 (1=1,2, .., 1)
R

sicché lautofunzione co’ + cu; + cowy, + ... + ¢4, che
corrisponde pure a Ak, risulta ortogonale in R, rispetto alla
funzione peso gq, alle u,, u,, ..., %,, ... del n. 10 e cid & possibile
soltanto a patto che sia ¢’ + eyuy, + coup, + ... +c,u, =0
in ogni punto di R, in contraddizione con le ipotesi ammesse.

In modo perfettamente analogo si procede nel caso di un
autovalore negativo.

Infine, m non pud essere che finito, giacché le successioni
degli autovalori sono monotone e divergenti.

Per II si ha pure che:

V. - Il teorema di massimo-minimo (n. 12) permette di de-
finire, per ogni numero naturale n, U(n 4 1)-esimo autovalore
positivo o negativo indipendentemente dalla conoscenza degli
autovalori e delle autofunzioni di indice minore di n.

Un autovalore positivo [o negativo] si dird semplice o
multiplo di ordine m secondoché nella successione degli auto-
valori positivi [0 negativi] esso compare una o m volte. Si
osservi che, contrariamente a quanto accade nel caso delle
equazioni differenziali ordinarie, possono effettivamente esi-
stere degli autovalori multipli: ad es. per 1'equazione

“zyzy'i'(p‘_'lmu:o

con p e q costanti (¢ & 0) una successione di autovalori rela-
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tivi alle condizioni A) e B) del n. 9 & fornita da
nint
g@; — a,)bs — b)) ¢

e all’n-esimo autovalore di questa successione corrispondono
le autofunzioni linearmente indipendenti in R:

senhn 2 — & -:senkwty_b1
2 — a1 b, —b,
con h, k interi tali che h2k® = n*.

Inoltre & facile provare che:

VI. - Se q(x, y) = 0 [oppure q(z, y) < 0] in tutto R, per
ogni numero naturale n, Un-esimo autovalore positivo [nega-
tivo], relativo alla equazione (22) e alle condizioni A) e B)
del n. 9, non diminuisce Tnon aumenta] sostituendo ad R un
dominio rettangolare R R.

Infatti, le classi G,, H,(2,), H,(2y, 2,), ... [0 G_,, -H_4(2,),
H_,(2 2,), ...], definite in 1111 e 121, relative al dominio
rettangolare R possono considerarsi subordinate delle analoghe
classi relative ad R, giacché ogni funzione appartenente alle
prime pud sempre considerarsi uguale a zero in tutti i punti
di R—R. L’asserto si trae allora immediatamente, per il pri-
mo autovalore, da 11 II, e, per i successivi autovalori, da 121
e da V.

Infine, ove si tenga presente il § 6, si riconosce che, salvo
lievi mutamenti formali, i risultati di questa seconda parte
sono validi anche nel caso dell’equazione differenziale

(O%ny)oy — (rug + su,)e — (tuy + sugz), + (p — AQu =0

e possono inoltre estendersi senza difficoltd ad equazioni di
tipo analogo in piu di due variabili indipendenti.



