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SULLE IPERSUPERFICIE DI Sk E DI ORDINE
s CHE APPARTENGONO ALLA IPERSUPER-

FICIE GENERALA DI ORDINE n DI Sr (r &#x3E; k)

Nota (0) di STEFANO GUAZZONE (a Trieste)

La questione relativa all’esistenza di spazi lineari di una
data di~nensiene k --1 nella ipersuperficie generale di un

dato ordine n di S,. (r &#x3E; k) ha ricevuto già la soluzione, attra-
verso i lavori di U. Momrr, B. SEGRE, A. PREDONZAN 
timo Autóre ha dato anche la condizione per 1’esistenza di

spazi lineari sulle varietà « intersezioni complete » di più
forme. Essendomi proposto lo studio degli analoghi problemi
che si presentano per varietà che non siano spazi lineari, espon-
go in questa Nota i risultati cui sono finora pervenuto. Essi
si riassumono nella seguente proposizione.

« Condizione necessariac e s~c,~iciente ac,~inehè la ipers~uper-
ftcie generale Fr 1 di ordine n, di 5,., contenga qualche iper-
s~cper~c~e di S1c di ordine s, con 2  s  n - che

*) Pervenuta in Redazione il 20 gennaio 1952. Di un risultato par-
ziale rispetto a quello contenuto in questo lavoro è stata fatta comuni-
cazione dall’A. al IV Congresso dell’Unione Matematica Italiana (Taor-
mina, 25-30 ott. 1951). 

,

1 ) Ved. U. MOBIN, ~utt’in8ieme degli spazi lineari contenuti in una
ipersuperficie algebrica, Rend. Acc. Naz. dei Lincei, (6), 24, p. 188, 1936;
B. SMRE, Intorno agli 8 ~ che appartengono alle forme generali di

dato ordine, Rend. Acc. Naz. dei Lincei, (8), 4, p. 261 e p. 341, 1948;
A. PBEDONZAN, Intorno agli 81 che appartengono varietà inter-

t~. Più forme, Rend. Aec. Naz. dei Linee!, ( 8), 5,
p. 238, 1948.
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M 

ø 1’.lt,. equivalente

dove

8e . = 6, c©nt~ene un numero finito di Se

8 8U un sistema 

di 8, ~irrldncióile nel campo di r~-

.F:-~.
Quellta proporzione risolve completamen-

te ~ problema. reha,t~ivo alla eøiateua di ipersuperdcie anlle

~v~e generali maggiormente estese Infatti la (1) è an-
che necessaria e ea~ciente per l’esietenza di su 

,

e 8 è anche la dimensione del sistema delle ~; ; quest’ultimo
è birazionalmente identico a quello costituito dalle Fan-

no eccezione le la cui esistenza equivale a quella degli
spazi lineari Sk-i, le quali però costituiscono un siste-
ma più volte infinito di quello degli Sk-i .

Dimostro anzitutto che la (1) è necessaria; indi ne provo
la sufficienza, nei paragrafi 2, 3 e 4. Sia per la prima che per
la seconda parte della dimostrazione mi servo di particolari
corrispondenze algebriche irriducibili, definite dalla relazione

di appartenenza, e che intercedono fra sistemi di ipersuper-
ficie F:-1 e sistemi di ipersuperficie applicando ad esse
il principio del computo delle costanti.

1. Le contenute negli 8k di Br costituiscono nella
loro totalità un sistema razionale, e quindi irridncibile, di

dimensione : .



245

Le ipersuperficie che passano per una qualunque fis-

sata F£-i costituiscono un sistema lineare di dimensione:

Consideriamo in ~,5,. la corrispondenza algebrica che associa
fra di loro una ed una quando si appartengono.
Per essa ad ogni elemento della totalità irriducibile ooa

viene associato un sistema lineare di dimensione costante, b,
di I). Si tratta dunque di una corrispondenza irriduci-
bile 3 ), ed irriducibile è pure il sistema di tutte le che

contengono qualche rk-l, sistema la cui dimensione indiche-
remo con:

ove e è un opportuno intero non negativo. Vale allora il prin-
cipio del computo delle costanti, in base al quale il numero:

è la dimensione del sistema delle FL~ éontenute nella 

generica della totalità oo~ sopra citata. Conf rontando la (5)
con le (2), (3), (4) e (1") si ottiene :

2) L’equazione di una .~ 1 passante per una qualunque flosata

può scriversi, a meno di un cambiamento di riferimento che

porti lo 8 ~ di appartenenza di nello = _ ... _

al seguente modo:

e in questa equazione rimane sempre lo stesso numero di coefficienti

indeterminati, comunque si 8ssi in precedenza la forma g (non iden-
ticamente nulla).

3) Ved. F. SEVERI, Introduzione alla Geo~netria ~tgebrica I, Roma,
1948, p. 156. Oppure: B. L. VAN DER WAEBDEN, die Alg.
Geonietrie, 1939, p. 143.
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Se la F:-~ generica di S, contiene qualche F~-~, cioè se
nella (5) e = 0, la (6), che diventa : d = 8, ha per coneeguenza :

quindi la’ (1’) (o la ( 1 ) ) è condizione necessaria amnché sia

verificata dalla generica la proprietà che ci interessa.

Si osservi che in ogni caso, cioè anche se non è soddisfatta la
(1), il sistema ood delle giacenti sulla generica fra le 
che ne contengono qualcuna, è un sistema algebrico irriduci-

nel corpo dei coefficienti della detta F:-~, e quindi è un
sistema « puro ~ ~ ).

2. - Facciamo vedere che la (1), s &#x3E; s &#x3E; 2 è anche
sufficiente ad assicurare che la generica 1 contiene qualche
.F~-~. Facciamo vedere cioè che, con le limitazioni poste per
n ed s, dalla (1) segue nella ( 4 ) : e = 0.

Si tenga anche presente che ciò ha interesse solo per k &#x3E; 2.
Si fissi in S,. un 8&#x26;, diciamo S~, e in Sx si fissi, generica,-

mente, una spezzata in una i ed in una residua iper-
superficie di ordine n - 8:

Il sistema lineare E delle F", passanti per ha la di-

mensione :

La generica di questo sistema lineare contiene qual-
che ed è generica fra le di S,. che godono di questa
proprietà. Perciò, in base al computo di costanti eseguito al
n. 1, essa contiene un sistema algebrico di di dimensione :

Gli analoghi sistemi od contenuti nelle danno

luogo, presi nella loro totalità, ad un unico sistema algebrico
(più ampio, in generale), di il sistema di tutte le Fl-1

4) Ved. VAN DEB WAEBDEN, op. cit., pp. 141 e 123.
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giacenti in tutte le di 1; sistema che eventualmente può
essere riducibile, anche in parti di dimensione diversa. Or-

bene : si può staccare da questo sistema una componente irri-

ducibile, che indicheremo con M, fornita delle seguenti due

proprietà:

I) La generica di 23 contiene ood di M.

II) La corrispondenza che associa una di 13 ed una

Fk-1 di M quando si appartengono è irriducibile.

Infatti, sia M’ il minimo sistema algebrico di conte-

nente tutte le appartenenti alle generiche di ~, cioè
il sistema costituito dalle appartenenti alle generi-
che, e dalle accumulazione » di quelle. M’ è tale

che ogni generica F’r 1 di 1 contiene ooa di M’. Esiste

quindi almeno una componente irriducibile di M’, diciamo M,
che gode anch’essa di questa proprietà. Facciamo allora cor-
rispondere fra di loro una di E ed una di M

quando si appartengono. Si ottiene una corrispondenza alge-
brica, certamente non degenere su entrambe le varietà E ed
M, e tale da far corrispondere ad elementi generici di M

elementi generici di E (gli elementi di M che non appartengono
ad elementi generici di 1 sono di accumulazione per quelli che
soddisfano alla proprietà contraria, e quindi costituiscono una
sottovarietà di M). Di più, questa corrispondenza è irriduci-
bile, perchè, pensata nel verso da M a 1, associa ad un ele-
mento generico di M un sistema lineare di dimensione co-

stante di Si può applicare allora un noto criterio di

irriducibilità per le corrispondenze 5), tenendo presente che,
la totalità dei sistemi lineari di subordinati a 1, e aventi
come varietà base (semplice) le generiche di .~, ha, come
sistema minimo contenente, E stesso. Concludendo M soddi-

sfa alle due proprietà richieste.

Supponiamo in primo luogo che lo Sx di appartenenza
della generica di .~1 sia sghembo con Sl. Allora, 2 indi-

cando con ~J. la dimensione di M, e con ~ la dimensione del

5) Vedo c Complemento II », a pag. 160 di SEVERI, op. cit.
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sistema lineare F delle passanti per una generica 
di M e appartenenti a 2, si può scKvere :

Per il principio del computo delle costanti applicato alla
corri~pondenza fm Z ed M:

da cui, tenendo conto delle (7), (1" ), (8) e (9):

cioè e - 0, e dunque, nell’ipotesi fatta la (1) è sufficient.

3. - Come seconda alternativa per il comportamento di M
rispetto ad 8A e ad supponiamo che la generica 
di é~ abbia il suo Sx di appartenenza incidente ad Sx secondo
un k), senza che questo ~h sia contenuto in 

Allora le dimensioni di M e r , che adesso indichiamo 
e 11’ assumono le espressioni:

con ~1 &#x3E; 0, e

Quindi l’eguaglianza b ~ + 8 -~- ~ - ~1, che vale adesso

al posto della (10), mediante le opportune sostituzioni, di-

venta la :

equivalente alla diseguaglianza :
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Ma questa diseguaglianza è incompatibile con le relazioni

Inf atti è, per ogni ti ~ 2, ~ 4, k ~ 2 e h  k :

La (16) si dimostra vera in primo luogo per n = 2s, nel qual
caso particolare si riduce alla:

La (17) ammette una verifica diretta abbastanza semplice
per s = 2, e si dimostra vera in generale con procedimento
di induzione da 8 ad s + 1.

Procedendo infine per induzione da n ad n -i-1, si suppone
vera la (16) e si dimostra che non può aversi simultaneamente :

Infatti dalle (18) e (16), sottraendo membro a membro, se-
guirebbe :

e quest’ultima diseguaglianza è assurda. Cos  la (16) è comple-
tamente provata. L’ assurdo proviene dal f atto che le ipotesi
fatte sul comportamento di M rispetto ad Sk (e che implicano
h h 0) o non si verificano, oppurp, se si verificano, sono in-
compatibili con la e &#x3E; 0.
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4.~ - Ammettiamo infine che 11 Rh di incidenza fra S1 e 1’ Sx
di appartenenza della generica di M sia contenuto in

:F:-~. Allora, essendo la spezzata, si possono dare a priori
i seguenti quattro casi (eventualmente non escludentisi a vi-

cenda) :

A) Il detto ~h gia,ce in e nella FL che lo individua.

B) » ~:~ » » » ma non nella che lo indi-

vidua.

C) » » » » » e nella che lo individua.

. D ) » » » » » » ma non nella che lo indi-

vidua.

In tutti i quattro casi, delle dimensioni di M e r si possono
dare delle espressioni (che indicheremo con ...; Yd)
secondo 1’ elenco :

Dove in ogni riga compare prima 1’ espressione relativa ad ~,
poi quella relativa a 1.
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Nei casi B), C ), D), le somme lib -~- Y b ... delle quantità che
compaiono nelle corrispondenti righe dell’ elenco sono sempre
minori di i -~- y, i (cfr. le (12) e ( 13 ) ), e ciò basta ad assicurare
che le relazioni, valide per il principio del computo delle co-
stanti : b* + 8 -+- ~ = ¡J.b -i- -1C, ... , se vale la (1) sono incom-
patibili con e &#x3E; 0.

Resta da esaminare il caso A ). La relazione b* -+- 8 -~- e =

= ~J.ø -~- Y Q mediante le opportune sostituzioni fornisce una dise-
guaglianza analoga alla (16) che, con semplici calcoli e tenendo
conto che è adesso k &#x3E; 2h + 1, si dimostra essere incompati-
bile con la (1) ed e &#x3E; 0.

Essendo state considerate tutte le alternative possibili per
il comportamento di M, il teorema è completamente dimostrato.


