
RENDICONTI
del

SEMINARIO MATEMATICO
della

UNIVERSITÀ DI PADOVA

MAURO PAGNI
Un’osservazione sull’unicità della soluzione del
problema di Cauchy per l’equazione p = f (x,y,z,q)

Rendiconti del Seminario Matematico della Università di Padova,
tome 20 (1951), p. 470-474
<http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1951__20__470_0>

© Rendiconti del Seminario Matematico della Università di Padova, 1951, tous
droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Rendiconti del Seminario Matematico
della Università di Padova » (http://rendiconti.math.unipd.it/) implique l’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1951__20__470_0
http://rendiconti.math.unipd.it/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


UN’ OSSERVAZIONE SULL’ UNICITÀ DELLA

SOLUZIONE DEL PROBLEMA DI CAUCIIY

PER L’ EQUAZIONE f(x, y, z, q)

(*) di MAURO PAGNI (a 1’nieste) .

H noto c.he il problema clell’ u~~ieità della SOll~ziü~le del-

l’equazione dit erenziale alle derivate parziali dei primo ordine

con i dati di C.1U~I11~ É~ stato studiato da vari auturi (1) e in

(*) Pervenuta iu induzione il 1~) g~:n~~aio 1952.

( 1) Si ~ Cdv : l 1) A. IIAAR: I eiml,erctic~l,~eit ?rn’ 
del Congresso I~~~ûrnazio~~alo d&#x3E;i

~Iate~natiei, nologna (19~H), IÌI] ] ’2  A. l Sur l’ des

soltctimas des (l t r~OI11l’tos
Rcndas 13-10-1~)¡)O]; :~) 1’. ct la des

des ccrL.i rl2c nnlre [Ilendi-
Acc. VTaaion.~le dei classe di ~ciCnzo fis.. ~n’~t. e nato s. B"1,

4) .1. 

rlcmiuéc.: y r Anl1;d ’S de 11 ~ 1’ulunaise

do ’1’. ~ 1 1 (lt&#x3E; ~~)J; :~) ~I. inrli 

pen dPyli di rr,u’ rleW Lwtc

L &#x3E; [Spni. Università Ii’err,tru, 8. p I (l~) j O)
pp. 137-1-~~)1; i&#x3E; JL di cli le

?~ - f (.c, r~, ¡,(f) &#x3E; di 

diconti del Sern. ialat. di (1!);)1)] ~ 7) 1’eo-

l))’(lllle

con rll, dei classe di Scietize

Hs., mat. o rmt., s. VIII vol. XI (1«&#x3E;i&#x3E;1) ] ; 8) C i N Q ~ ~ ~ T - C I B~ ~ A l~J o p
S. CINQUINI: 2cm piÙ ccolyicc clel di f’n r~ per
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opportune ihut(~aÍ ~ulla funzione /’ (.r, ~/, ; , sullo stati lati

teore~ni che ass~cueaun 1’ l111ieitã della ~olu~ione ~n lltl (-e -to

can~po, prendendo le solu~io~l~ ;, (.~~, j/) iii un’ opportuna classe IL
Cll fu~~zioni.

i~~lHu~~Ì tutto, IE~ 11)U~C~1 (’lle abitual~ne~~te si fanno

e sulla funzione x, q) e sul Cl1lnpO iii cui si stabilisca
1’ unicità:

f (..r,, y. :, ~) è una funzione reale definita per a ::::;; .r ~ b,
qualunque, e tale che ’;

. i __I... I __I. . ,

il campo, che 11lidchere~no con 1’, è la regione dei punti del
11 

1 

11

piano ciii , i

doyo 8 è un nu~noro ~~~aggiore c~l (t e ~u~nùre sia di h sia di

N ~’W l 
~~ ~a ~

-~- -1- i ci (2 ) .

Il teoren~ct di unieità si ~)uù allora cos  enunciare.

Se (ò (y) è una fu~~zione continua derivabile iii (~, 
zione

anlll1ettc al più una sola so] ~~zion8 ~ (,~’~ /I), nella regione T ora
definita, appai-teiiciite alle flll17.ion~ dclla cla~-,,,se Il e soddisfa-

t’ento alla ~~ (a, y) = w / .

p - x,, q) [Ann. Mat. para e app1.4 4 - XXXII (10 ~l ) ~ ;
9) s. Ct~~cZum~ : tcouemcc di (in 

:.,q) Linco~. classe di Scienze 

. e nat , s. V ll - vol. XI (~n;)!) ph. ] G. SCOHZA- DUAGONI
c ~i. VOLPATO : l ~;a unicità Tmr le ioui di equazione
rclle del ordillf. sem. ~Iat. di Padova -

XX (19.51) pp. 416-16t] .
(2) 1,0 ipotesi sul campo e sulla funzio!lC’ f SO~~O stato ~ii i-eccilto nn~pliatc:

si vedano i lavori 5), G), H) e 10) citati in (l).. _
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La classe Il u solita~11cnte quella delle fu zioni ’.(.~~/)
continue colle derivate prime 

~~) 11,’t cercatu ~di i ’(1 l’e la Il e cli 1 dare

u~~a Illi~ggio~c gelll’~alitÙ iil j&#x3E;i&#x3E;i&#x3E;lrgii&#x3E;11 del~’ l~l~ieitÙ considerando
cume i soluzioni i ( i ~l anatomia a quanto si i fa per 
zione differenziale ordinaria !/~ - /~(.r, y) quelle funzioni i clle
verinca o ~ equazio~~c dif~l’rc~~ziale ( 1 ) anche a ~neno di U~l

insieme di misura supernciale nulla.
Mostreremo dine, se intendiamo la soluzione nel seiiso ~elle-

ralizzato ora detto e per elasse Il prendiamo quella de1~e fun-

zioni -. (.r, !I) &#x3E; lip~~’hitiziane (‘’) ~ anche iii molto Ren~pl~ci,
~ ~~l~icitÙ della soluzione viene a mancare (6) .

Sia la fu~~zione f’(.r, y. ~., (1) (lefinita

Evidente~ncnte risulta

Prendiamo r equazione differenziale

(ove f è la fU~lzione preee(lentün~ente definita) con il dato

~ (0, ?i) = 0.

(3) Si vedano i lavori 1), 2), ~~), 4). 5), ~;) cit;ati in (1) ; nd L.~B’oro 4)
Il ò quella dello fanzioiii diflB’~’onzi;~li.

(4) Si vecla il Invero 7) citato i n ( I) .
(5) Si ve-la il lavoro 7) citato iii (1) .
(E) Per le funzioni x (.~, t~) aSSOll1ta~ne~~ te continue secondo la 

e lweasochè ~ll1tncdiata. Si consideri infatti 1’ c~fuazione ~ = 0 con il dato

; (0, y) = 0. Oltre alla soluzione evidente ;i Y~ è la funzione ; (r, y) =
- y(.r), dove ,g(0) = 0, = 1 e è una funzione contiti uà tale die

~’ (x~) - () per quasi i tutti i punti i ( L p i ~ i n t e )’ Bc.dI o (O, 1 ).
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~t3 a&#x3E;»;ani&#x3E; 1 = -1  = - -)- iii T ieiaii ;a iiii; Se facciamo ~ 2 
=== 2013 reg-io~~e 7’reÌativa alla (1’)

~~ ~l~ta da -

Consideriamo ora Iv fmliune ; (.r, !I) cu5  definita iii 7’

; 0 0 nei punti di 7’ iii cui r~ ’ ~ .x° 3

!1 ei punti di s

A~ = .r + !1 11e1 puliti di T iii cui - .?" ~ I~ ’ o .

La fu~~zione ~ (.r, //) det~nita risulta evidenteiiiente coil-

tinna iii tutto ~, e derivabile con derivate pri~ne conltinue in

tutti i punti di 1’ tranne quelli appartenenti alle rette di equa-
zione , - y, y = 0 , .’1 -_ - 

Si ha poi

iii punti (~1 T’in cui

1 nei punti i di i T i ii cui i

nei i p B~ n t i di i 7’ in Clll i

quindi soluzione quasi dapertutto della ( 1’) ,
sulla regione 7’, e soddisfa alla condizione ~ (o, ~~) - 1) . Ma

anche la funzione ~. 0 è soluzione della ( 1’) e vei-it ca 1 ~

~’0lÌdÌZi0lle X (O, 11) = 0 . Da segue che ne !a regione T viene
a ~na~~care r unicità.

Si osservi inoltre che le considerazioni ora svolte 111ostrano

111 sostanza ~ 0pp01’tllllità, nel caso ~i voglia considerare i&#x3E;lJlZiÙlli
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gel~erali~~BÜe della ( 1) in (li unicità, ~li precisare ultc-

1’isll’lllelltc 1’ illsienl8 ~(i 111iatllW supciiiciale sui quale iioii si

prete! (!e (-I o la sul~~~iono vcrifi(.l~i 1’ equazione, li~nita~~dosi per

esempio ad insiemi elie si 1)I’UIEttItlU .r iii un insicl1l0

di i misura lineare 

( 1) Si veda a proposito il lavoro 10) citato in (1) ; in un ordine di idee

analogo è pure il lavoro 9).


