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DETERMINAZIONE DEI GRUPPI FINITI

STRUTTURALMENTE OMOMORFI AD UN GRUPPO

D’ORDINE 8 NON CICLICO

N0t(1 (*) C~2 GIOVANNI ZACHER (a Padora) (~).

I ~Tello studio della teoria dei gruppi è stato

recentell1ente iiitrodotto dal WHIT~t~~r (2) il concetto di onio.

morfismo strutturale.

Tale concetto resta definito nel seguente ~uodo:

Dati due gruppi G e G’, si dice che tia essi intercorre

omo~rioysmo strutturale quando è data legge che faccia
corrispondere ad sottogriclupo di G itt o ed ma solo sotto-

gricpho di G’ di che :

a) Se ai sottogruppi A e B di G cor~~is~uoítdo~ZO i sotto-

gruppi A’ e B’ G’, all’ioterse~iocae di A e B corri-

sponde l’intersexione A’ di A’ e B’, ed A U B
corrisponde A’ U B’.

b) O.1ni sotto,gmcw~uo di G’ è il comvsho~a~le~ate di 
un sottogruppo di G . 

(*) Pervonuta in Hodazione il 2 aprilo 1951.

(1) In questa nota sono esposti i risultati ottenuti nella mia tesi per la
Laurea conseguita il 14 marzo 1951.

(2) with a ciclie group as Annals of Ma-

thematics, Il s. 48.
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L’ omomorfismo strutturale fu oggetto di alcune ricerche da

parte di G. ZAPPA (3) ~ (4) e di R,. PEIU~Ul’TI (5) .
Nelle seguenti pagine mi sono proposto di studiare i gruppi

d’ ordine finito strutturalmente on.lomorfi ad un gruppo G’ d’ or-

dine 8 non ciclico.
A tal fine ho portato ~ attenzione sui sottogruppi di G’

d’ordine 4 che, essendo ciclici o quadrino1i, furono già studiati
rispettivamente dallo ZAPPA e dal PFIRMUTTI. 

§ 1. - Preliminari.

1. - Per rendere più chiara ed espressiva ~ esposizione
con verre~l10 di usare i seguenti sirnboli.

Sia z un onlomortismo strutturale tra un gruppo G e un

gruppo G’. Se H è un sottogruppo qualsiasi del gruppo G e se

H’ è il trasformato di H ruediante r, deuoteremo il gruppo H’

pure col simbolo funzionale f (H ) .
Se H’ è un sottogruppo di G’ e se H, , H2 ... H~ è l’in-

sietne di tutti i sottogruppi di G che r trasforma in H’, indi-
cheremo con f_i (H’) il sottogruppo intersezioue H, n H2... n H~
di Hi , ... I~~ e con f-’ (H’) il sottogruppo unione H, U ... U Ht
di in G .

2. - Richia~nian~o alcune proprietà già note e di facile di-.
nl0strazione utili per il nostro studio.

a) Se x È: un omomorfismo strutturale fra un ~’r11pp0 (r e

un gruppo G’, se d e B sono due sottogruppi di G tali che

A &#x3E; B allora f ( A) ~ f (B) .
b) Se A’, B’ sono due sottogruppi di G’ tali che A’ &#x3E; B’

allora

(3) Deterrninaxio~te dei gruppi finiti in ootomor~snto .stf-uft2trule con

un gruppo ciclico; Rend. del- Se~n. Mat. Univ. PaùoB"a 18, po. 140-162 (1949).
(4) coodi~ioite perchè urdinario sia. anche un

onaomor~snao st~-attticrccle; Giornale di Matematiche di BATTAOLINI, vol. 7t3,
pp. 182-192 (1948-49).1 

(5) Determi~aaxtone dei gruppi finiti in omo~~tor fismo strutturale con

un gruppo quadrinonaio ; Rend, di Mat. e delle sue appl., sorie ,r., vol. 9,
fase. 3-4, pp. 237-246 (Ron~a 1950). 

_
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e) Se ~i è un sottogruppo di G , la corrispondenza subor-

dinata fra i sottogruppi di A ed f (t1) da t è un omomorfismo

strutturale.

d) Se U e U’ sono rispettivamente i sottogruppi identici

di G e G’, allora f ( U) - U’, f ( G) - 
e) Oltre il gruppo ciclico d’ordine 8 esistono in tutto (6), a

J11enO di relazioni di isomorfis~11o, 4 diversi gruppi d’ ordine 8 e

precisamente :

1) Il gruppo dei quaternio~~i;
2) Il gruppo abel iano di i tipo ( 1, 1, 1 ) ;
3) Il gruppo abelianu di tipo (2~ 1);
4) Il gruppo diedrale (ò un gruppo non abeliano genera-

bile rnediante due elen1enti ~~2 legati dalle relazioni ~í4 = y~~ =
- ?~~ 7 ~1 ~2 - ~2 ~13 ) .

S 2. - Determinazione dei gruppi finiti strutturalmente
omomorfi ad un gruppo G’ isomorf o al gruppo dei quaternioni.

3. - Lo studio si potrebbe condurre portando l’attenzione sui
tre sottogruppi d’ordine 4, che sono tutti e tre ciclici.

Una via pi i breve per giungere al risultato si ottiene

facendo ricorso al lavoro del PEIUIUTTI (7) . In questo studio il

hEIIIIUTTI perviene al seguente risultato C0llCÌtlSi"0 1
Condizione necessaria e sufficiente peichè un gruppo finito G

sia in omomorfismo di struttura c011 un gl’UppO quadrinomio è

che sia : G = .~ X S, ove R è un gruppo d’ordine dispari ed ~S’

è un gruppo appartenente ad uno dei tipi seguenti :
1) 
2) al dei 

Da qui si vede intanto che fra un gruppo isomorfo al gruppo
dei quaternioni ed un gruppo quadrinomio si può sempre porre
un omomorfismo strutturale ro,

Sia allora r un omomorfismo strutturale fra un gruppo
finito n ed 1111 gruppo G’ isomorfo al gruppo dei quaternioni e

(6,~ of grvups of order Burnsido, Ila ed. pago 145.

(7) Vedasi nota (5).
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sia w un omomorfismo strutturale fra il gruppo G’ e un gruppo
quadrinomio G".

Allora il prodotto t w è un omomorfismo strutturale fra

G e G".

Pertanto, se un gruppo finito G è strutturalmente omumorfu
ad un gruppo G’ isomorfo al gruppo dei quaternioni, (~ è neces-
sariamente anche strutturalmente omomorfo àd un gruppo qua-
drinomio e quindi G rientra nella classe dei gruppi determinati
dal PERMUTTI, vale a dire: G = R con 1~ gruppo d’ordine

dispari ed S gruppo appartenente ad uno dei due tipi :
a) un gruppo quadrinomio ;
P) isomorfo al gruppo dei quaternioni.

Dimostriamo che : ,S’e il gruppo G è dato da : G S ,
con R gruppo d’ordine dishari e(1 S soddisfacente alla cotidi-
zione a. ) , G yeon pitò essere st~~tctt~cr~zlme~ite an~onaor fo a G’.

Infatti supponiamo che esista un gruppo G = R ~ S, con R
gruppo d’ordine dispari (anche identico) opportuno ed 5; un

gruppo quadrinomio, strutturalmente omomorfo a G’. Poichè
l’omomorfismo strutturale prodotto ~r ro muta. il gruppo S in G",
f (S) = G" ed R nel sottogruppo identico U" di G", f (R ) = U",
~ O~ll0~~~orfis~l~o strutturale x muterà R in un sottogruppo di G’
contenuto nel gruppo unione dei sottogruppi di G’ che w muta
in ~’. Tale gruppo coincide col sottogruppo d’ordine 2 di G’ (8) .

Se allora indico con cp (S ) il trasformato di ,S’ mediante x,

poichè si deve avere X S ) ---- U cp (5) = G’,
per la tratura del gruppo cp (l~ ) e di G’ si conclude che dev’ es-
sere rp (S) = G’, ossia S è strutturalmente omomorfo a G’ ; ciò
ò però assurdo, avendo G’ un numero di sottogruppi maggiore
a quello di S.

Pertanto se il gruppo G è strutturalmente omomorfo a G’,
il gruppo G deve soddisfare necessariamente alla relazione:
G = R X S con R gruppo d’ordine dispari ed .5 isomorfo a G’.

Viceversa se tale condizione è soddisfatta, per un teorema

dimostrato dallo ZAPPA (9), G è strutturalmente omomorfo a G’.

(8) Vedasi il lavoro citato alla nota (5) .
(9) Vodasi nota (4) -
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Quindi abbiarno il teorema :

e sufficiente perchè Uil 

finito G sia strtcttrcualute~ttc ontot°oto fo ad un gruppo G’

al dei ~icatcwciot2i è che sia: G = R X S con R

d’ ord.ine dispari ed .S~ iso~taon fo a G’.

§ 3. - Determina,zione dei gruppi Qui ti strutturalinente

umonlorfi ad un gruppo d’ ordin© 8 non ciclico nè isomorfo al

gruppo dei quaternioni.

4. - Prendianu a considerare i 3 ultimi grnppi elencati al

l. 3. Indichia~110li rispettivamente cun G2, G’, G4 .
Indichiamo con G, ~u~ gruppo strutturalmente olnorlorfo al

gruppo Gi (i = 2, 3, 4). Puichò ognuno dei gruppi G2 , G3 , G4
contiene come sottogruppo almeno ul gruppo quadrinomio, il

gruppo Gi contiene iii base alla proprietà e) almeno un sot-

togruppo ,1 strutturalmente omomorfo ad un gruppo quadrinomio.
Tale gruppo noi può essere ciclico, come stabil  il PEIOIUTTI (10) .

Pertanto non lo sarà neppure il gruppu G, c; abbiaino cos

il teorema : Se G è un finito strtcttic~~alozejztc 
a~i gruppo abeliano o diedrale, il G non

può csscnc ciclico.

5. - A questo pullto ricordiamu il teorema seguente dimostrato.
dallo SCORZA (il) : Condizione necessaria e sumciente perchè un
gruppo&#x3E; G possa poiisarsi cume somma di tre suoi sottogruppi
nessuno dei quali coincide con esso, è che G ammetta 1111 sotto-

gruppo normale ~V il cui corrispondente gruppo fattoriale sia un

gruppo quadrinomio. Inoltre detto sottogruppo N C dato dall’in-
terseziono dei tre sottogruppi di cui G è la somma.

Esaminando allora la struttura dei tre gruppi G2 , G~, G4 ,
si vede facilmellte che ognano di questi tre gruppi è somma

di 3 sottogruppi proprio d’ orliiie 4. Indicl~iamoli rispettivamellte

(10) Vedasi nota (-5).
(1 t) I gruppi che conte di tre Loro sottogruppi,

B)11. U. M. I., pp. 216-218 (1926).

2 í w
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con 1:,t, 1:,3 dove 1’ indice i (i = 2, 3, 4) mette in evidenza
il gruppo G,’ cui essi appartengono.

Consideriamo poi i tre gruppi t-l (1 ~,,) , f"1 (I ~,=), f -’ (I ~,3j
di G~.

Essi sono, in virtù delle proposizioni b) e d) del n. 2, tre

sottogruppi propri di G,, e inoltre distinti data la univocità

della corrispondenza T.
Posto per brevità di scrittura = f -1 (7~) dimostriamo

il teorema : Il gruppo G, ( = 2, 3, 4) è dei tre sotto-

gruppi propri distinti Ii,1 , h,q, 1,,3; Gi = -f- -~- I;,3 . *
Invero sia 9, un generico elemento di G, . Il trasformato

del gruppo ciclico g~ ~ ~ mediante T, vale a dire il gruppo f ( ~ i ) ,
deve essere ciclico. Infatti, pel teorema del n. 4, non può essere

f ( ~ g~ ~ ) = G; , nè può essere f ( ~,~~ ~ ) ) ==77~ sottogruppo proprio
non ciclico di perchè H; avrebbe allora ordine 4 e sarebbe
quadrinomio, mentre uel lavoro di PERMUTTI, ,è provato che tra

un gruppo ciclico e un gruppo quadrinomio non può essere un

omomorfismo strutturale. Pertanto f ( ~ ga ~ ) è cielico. un

suo elemento generatore.
Poichè g= deve essere in uno dei 3 sottogruppi 1:,1, 1 ;,2 , 1;,3,

il gruppo _ ~ ~; ~ ~ sarà contenuto in uno almeno dei tre

gruppi i J=.~ ~ 1 ~,Z ~ 1 ~,3 ~
Ma allora, in virtù della b) del n. 2, il gruppo ~~ ~ e quindi

anche 1’ elemento c~i è contenuto in uno almeno dei gruppi
1,,1, Is,2 ~ ~t.3 -

Data la genericità delF elemento ~ scelto in G" si conclude
coll’ asserto.

Ne segue che:

Per il citato teorema dello SCORZA abbiamo che il gruppo

(~ I;,~ n [.,3 è un sottogruppo normale di Gi , méntre il

gruppo fattoriale è un gruppo quadrinomio.

Al gruppo 1,,1 n I,,! n li,3 corrisponde in G~ mediante ~ omo-
morfismo strutturale t il gruppo n n I ~,3 . Consideriamo

poi il gruppo r-~ (1 ~,l n n 7~). ·
In virt i della prop. b) del n. 2, i gru ppo r-~ ( 1 i., n 1 ~.! n 7~),

che indichiamo semplicemente con H~ , contiene il gruppo
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Viceversa, poicllè il gruppo 1;,1 n n 1;,3 è iiii sottogruppo
comune ai 3 gruppi 1;,1, 1:,2, Ií,.3, il gruppo fft è contenuto

sia iii I;,,, sia in It,~, sia in fi,3, e quindi sussiste pure la

rel azione f~~  n li,3 (~) .
Confrontando la (1) con la (2) CollCllldlalllo con la relazione

Ti.2 n li,3. °
Indicato con hi 1’ ordile di H2 , inesso in evidenza il fattore

potenza di 2: 1’ ordile ~i di G, risulta allora in

virtù del teorema dello SCORlI fJ~ = 4 h = 20Ci+2 poichè
~ ordine r~ di = q, e quiudi

ffà i è d’indice 2 in I2,~ e è d’indice 2 in Gi .

6. - TC~~ia~l10 ora presente che i gruppi 1~,, , 7~, 7~3 sono
tutti e tre gruppi q uadrino~ni, oppure due ciclici e uno qiiadri-
l~oln~o, o uno ciclico e due quadrinomi a seconda che i è rispet-
tivamente uguale ad ’, 3, 4 .

In virtù degli studi dello ZAPPA e del PEHYUTTI (1~) possiamo
dire che il gruppo è rappresentabile in uno dei seguenti ~nodi:

I ) Se 1§,~ è ciclico, 7~== Si j con sottogruppo
norn1ale di I¡,j, sottogruppo di SYLO’V di ciclico e d’ordine

primo con quello di R;,. Inoltre il gruppo Sij contiene il

gruppo Pi,~ = f , ( I ?,; ) ; appartiene al centro di e

= U~ (sottogruppo identico di G i ) .
II) Se 1 í,~ è un gruppo quadrinomio, = Sz,~ , y dove

,, è un gruppo quadrinomio o isomorf’o al gruppo dei (1 uater-
nioni mentre l’ ordile di è dispari. Inoltre ~-)i,) = f_, (7~),
f B 1 ~ i.J I - "~ ~ ’

Ricordati questi risultati, siamo in grado di dimostrare che
i tre gruppi ,Si,~, .St,2, ~’~,3 sono p -gruppi d’ordine pari.

La cosa è evidente nel caso di i = 2, perchè allora i tre

gruppi 7~, [;.2, sono quadrinoln i. Per i = 3 oppure i. = ~- ,
ricordiamo invece che il gruppo n è un sottogruppo
d’ordine 2 di Gi (z = 3, 4) , (j, k indica una disposizione se 111-

plice degli indici 1, 2, 3) .
Pertanto il gruppo non ideotiuo (1;,j n 1;,1t) è contél1uto

nei tre p - gruppi ,Si,, , .~i,~ , che saran no pertaiito d’ordiiie

(12) Vedasi nota (3) e (5).
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pari, essendo tale almeno uno di essi. Se teniamo allora presente
la relazione l’a = 2~¡+t q, e il fatto che è un sottogruppo di

SYLOW di abbiarno che ~ ordine di è precisaniente 
Da qui e da quanto detto sopra segue che l’ ordine di è in

ogni caso un numero dispari.

- I 1-~~.1, 1~t~3 
Invero, poichè Ri,j è un sottogruppu proprio ilorlale di G,

d’ iudice pari, gli ordini di l~i,, , ~~i.2, R.,3 sono primi coli’indice
di uno qualsiasi di essi in G; . Preso allura lH~ es. il gruppo l~ z,, , i
esso è normale iu Gi .e contiene quindi ogui gruppo di Gi il

cui ordine è primu col1’ indice di R;,i i in G~ (13).
Ora, per quanto visto, i gruppi 7~ ~7~ 3 soddisfano alla

condizione richiesta e perciò risulta ¿ Ri,2 , ~ ~.3 -
Amlogameute si vedrebbe che ~2? Ri,1 ~ ~~~,3 e

quindi infine si conclude che = 1~1,3, c. v. d.

Porremo allora per brevità di scrittura = = = 

7. - Abbiamo visto nel n. 6 che qualora il gruppo fosse

ciclico, il gruppo è dato come unione di 2 gruppi I=,~= I~Z U .5’i,;
con Rd sottogruppo normale di d’ ordine dispari ed ~~~,, sot-

togruppo di SYLOW d’ ordine pari, ciclico e contenente il gruppo

~ ~,; = f_~ (Ii,;) , gruppo che appartiene al centro di 1".1.
V oglian~o qui precisare che il Pitj coincide addirit-

tura c-ol 

Invero, poichè è un gruppo di 5~~r,uw di ciclico

d’ ordine pari tali saranno pure i suoi coniugati, ossia tutti i sot-

togruppi di SYLOW di d’ordine pari. Inoltre [)~,j, come appar-
tenente al centro di 1,j , appartiene a tutti i sottogruppi di SYLOW

di d’ordine pari. 
°

Se allora P,, fosse un sottogruppo proprio di tutti i

sottogruppi di SYLOW di Hj d’ordine pari dovrebbero pare con-

tenere il gruppo Pi,j essendo Hs d’indice 2 in Ma a110I’a sus-

sisterebbe 1’ assurda relazione: perchè 7~~7Y,;
dunque - c. v. d.

Visto cos  che il gruppo coincide col gruppo 7~, tenuto

(1-:1) 0. Gruppi pag. 27 (nota).
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conto che appartiene al centro ti i Ii,i e che 1’ ordine di 

è pri~no con quello di R, , risulta : = R, X 

Riassul~~endo abbiaino :

Se I,,j indica 2crt sottogruppo 4 del gruppo G~ ,
G ~ è un gruppo 8 non ciclico nè al

dei ycaternioiti, e se Gi è tcct stmcttrcrcrlrtzmLte

a il I=,i = I" (I f.~) è del tipo : IL) =
= lli X .5’2~ dore Ili è icca sotto,gorcpoo d’orditic dispa,.i ed 
2cct p -grtcpho d’ordinc pari ciclico se tale è I t,~; se 
un ~tcadrinotnio, è ~tc~zdrinoynio o iso-

tnor fo al gfwpho dei ~icatey~niotai.
L’ordine dei trc Si,, , .Si,2, !)’,,3 è o per tulti e tro

uguale a 4 o tutti e tre uguale a 8. Inoltrc = t-~ (1=à) .

8. - t1 questu punto passiamo ad esamiuare separatameute
i tre casi :

I. caso: G’ gruppo abeliano d’ordine 8 e tipo (I, I , 1 ) ;
11. caso ; G’ gruppo abelianu d’ordine 8 e tipo (2, 1 ) ;
111. caso: G’ gruppo diedrale d’ ordine 8.

.N e~ I. caso i tre sottugruppi d’ordine 4 di G’, 1; , I’ , 13
,sono gruppi quadri~~on~~. Pertanto se G è un gruppo struttural-

mente onl0n~orfo a G’ , posto, come al solito, It = t-l (1:) valgono
le relazioni :

con R sottogruppo d’ ortliue dispari ed S3 tutti e tre

f~tl~f~t’1I101111 o tutti e tre isomorfi al gruppo dei quaternioni.
Iuoltre Si == f ~ i (lí) (3) . 

1

Puichè il gruppo I, è d’ indice 2 in (~, se S è un sottogruppo
di SYLOW di G d’ ordine pari, 5; non risulta contenuto in nessuno
dei sottogruppi I, , I, , 1, e quindi f (,S) = G’. 8 contiene allora
in virtù della (3) i gruppi distinti ..’11, 8, che sono d’ iii-
dice 2 in S (n. 6) . Ne segue che S = ~’1 U 52 U l33. Visto che

F h + 13 = Il U 12 U riesce G = R U (51 U $’3) =
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- R U S. Poichè og-ni elemento di R era permutabile coi ogiii
elemento di e poichò l’ ordiiie di Il ò primo con ~ ordine di

S’ , iiesce 

Siano i tre gruppi ,S’1 , S2, ,~~3 gruppi quadri~~o~ni.
Essendo l’ indice 2 di ,~’~ iii 8 , l’ordine in questo

caso sarà 8 . . contiene tlO; gruppi (quadrinomi (listiiiti e ciò

basta per concludere elio S è un gruppo abeliano d’ordine 8 e

ti po ( 1 , 1, 1)(14).
Siano iiivece i gruppi ,S3 isofi10rfi al gruppo dei

quaternioni. L’ordine di .~’ risulta allora 2 . A = 1 fi .

Poiché (~ Sj) - 1§ i è un gruppu non identico, i

gruppi 5’3 si tagliano a due a due secondo un gruppo
non identico. Ma un gruppo isomorfu al gruppo dei quaternioni
possiede un sD10 sottogruppo d’ordine 2 e perciò i tre gruppi
S, , .S2 , S~3 hanno lo stesso gruppo d’ordine 2, che indichiamo
con N . Consideriamo poi un altro gruppo 31 d’ ordillc 2 di ~.

Essendo / (.11) :~: G’, lII è contenuto iii uno dei gruppi I, , 
ad es. per fissare le idee Poichò Af è ull p-gruppo cl’ or-

dne pari esso sarà contenuto nell’ unico sottogruppo di SYLOBV

di 7B d’ ordille pari: ’)1. Pertanto 111  Si’ Essendo per ipo-
tesi isomorfo al gruppo dei quaternioni, esso contiene il solo sot-

togruppo N d’ ordine 2 e quindi Dunque il gruppo 8
ha un solo gruppo d’ordine 2 e non essendo .S’ ciclico, esso ri-

sulta un gruppo geiieralizzato dei quaternioni d’ordine 16.
Facciamo vedere che il gruppo S non può essere struttural-

mente omomorfo a G’.

Infatti il gruppo G conterrebbe allora un í  ciclico

d’ OI’C11I1© 8 non contenuto iié l ne in I, lè in I3 , e quindi i
dovrebbe essere f ( t y ~ ) - G’, ciò che ò assurdo.

Coneludiamo dunque che necessaria 2c~L

finito G sia 0)lLOll20!’ f O al I

abeliano G’ 8 e ( l, 1, 1 ) , c cjie sia:

~.r =_ ~ X ,~ ron t R c~l S 

G’.

(14) &#x3E; Vedasi nota (6) .
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Nel li. caso il gruppo G’ contiene ull gruppo quadrinomio
che indichiamo con I§ e due gruppi ciclici d’ordine 4: 1~, 73.

Se C è un gruppo strutturalmente omomortb a 6" per i

tre gruppi A==/~(~),7,=/’-’(7,),73-/’-~) si hanno le

relazioni :

(~OVe ~ ~ nn ~t’l.lpp0 d’ordine dispari ed S, è ~111 gruppo qua-
drino~nio oppure isomorfo al gruppo dei quaternioni, mentre

.S’2, S~3 sono grnppi ciclici d’ ordiiie uguale all’ordine di S, .
Indichiamo con ,S un sottogruppo di Syiow di G d’or-

diioe pari.
00111e nel primo caso si vede che valgono le relazioni :

Se .S, è un gruppo quadrinomio, gli ordini dei gruppi
1 ~2? 1 S3 saranno uguali a 4 . L’ordine di S sarà 8 e poichè

contiene due gruppi ciclici d’ ordiue 4 e un gruppo quadrinomio,
possiarno dire che il gruppo S d’ ordine 8 è abeliano del tipo
(1, 2) (15). · ,

Se ,Si è invece un gruppo isomorfo al gruppo dei quater-
nioni, il gruppo S avrà l’ ordine uguale a 2.8 = 16.

I~roN.iamo che S contiene un solo sottogruppo d’ordine 2 .

Indichiamo con 1’lli i l’unico sottogruppo d’ ordile 2 di S
Essendo con T = f_1 (1 n 1 § n I3) poiclè 1; n I~ n 13 &#x3E;
&#x3E; U’, T è ciclico d’ordine una potenza di 2 e quindi ~1=~=~/3.
Poniamo Ali = Sia poi N un altro sottogruppo ciclico d’ or-

dine 2 di S . POIC~lè non può essere = G’, il gruppo N
sarà contenuto in almeno uno dei gruppi 1, e quindi per le (4)
in almeno uno dei gruppi S1 , S2, ~~’3’ 3Ia allora 

qtiiiidi S ha un solo sottogruppo d’ ordioe 2 . Poichè d’altra

parte esso contiene più di un sottogruppo ciclico d’indice 2

(’)1, S~l , in virtù di un teorema sui p-gruppi d’ordine pari,

(15~ Vedasi nota (6). ,
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si conclude che S è isomorfo al gruppu dei quaternioni. Ma ciò
è assurdo essendo 1’ orditle S’ uguale a 1 G.

L’ipotesi sia isomorfo al gruppo dei quateruiuui va
dunque scartata.

Coueluuiamo che: (,~’om~txione necessaria un gruppo

finito G sia .sinzctt~c~wlmeote al gruppo abeliano G’
8 e ( 1, 2) è che sia: G --- R ~ ~S’ R 

dispari e(1 S G’.
Nel III. caso il gruppo G’ contiene un gruppo ciclico 7~

l’ordiiie 4 e due gruppi quadrino~ni I2 , 7g. Se G è un gruppo
stl’utturalU~cnte omomorfo u (~’, posto Ii := t-J (7~), sussistono

le relazioni :

con R gruppo d’ordine dispari ed 52, ,.53 tutti e due gruppi
quaòrino~~~i o tutti e due isonlorfi al gruppo dei quaternioni
inentre &#x3E;Sj è un gruppo ciclico dello stesso ordine di ,Si (i _--_ 2 , 3) .
Ilioltre Si = f_~ (~) .

Studiall10 il gruppo unione l;;~ U U S3 ·

Se S indica un sottogruppo di Syí,ow di G d’ ordine pari,
essendo f«S) = G’, esso contiene i tre gruppi tlistinti s, , S,, S3
che S0l10 d’ indice 2 in S e quindi S = .5’, U Sz U ,S3’

Distinguiamo due casi :

I) Si un gruppo quadrinomio 
~ 

(i = 2 , 3)
II) Si isomorfo al gruppo dei quaternioni..

Nel I caso 1’ ordine di è 4 e perciò il gruppo ,S e d’or-
diiie 2 - 4 = 8 ; contiene due gruppi quadrinomi ed un gruppo
ciclico d’ordine 4.

. 
Ciò basta per concludere clle S sia isomorfo G’ (’6) .
Nel secondo caso, 1’ ordille di S é 2 · 8 = 1 G. Con un ragio-

namento simile a quello che si è fatto nel caso che G’ era un

gruppo abeliano d’ordine 8 e tipo (1, 2) , si vedrebbe che ~S’ è

nn gruppo generalizzato dei quaternioni d’ordine 16.

(L6) Vedasi nota (6).
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Dunque : Cond ixionc UJt finito G
sima S~i’I~~~2G1’CZLlltclt~c Ullto!)thi’ f0 al diedrale d’ ordille 8,
è che sima: G = R X S con R ed 8

gruppo o ccl gruppo G’ o isonaor,’ó al genera-
dei ~ic~rtetvziotti d’ordine 16.

9. - In questo numero vogliamo invertire i risultati del u. 8.

Sia dunque Gf un gruppo prodotto diretto di due gruppi :
G= con h~ sottogruppo d’ ordine dispari ed isomorfo

al gruppo Gi, dove Gí indica rispettivamente il gruppo abeliano

d’ ordiue 8 e tipo (1, l, 1) , il gruppo abeliano d’ ordiue 8 e tipo
(2, 1 ) , il grnppo diedrale d’ordine 8 a seconda che i è uguale
ad 2, 3, 4 .

In virtù di un teorema dello ZAPPA (1?) Il omomornsmo

ordinario che si ottiene tra il gruppo = e il 2013 associando ad
~

ogni elemento di (~i quel sistema laterale di G; rispetto R, che
lo contiene, è pure un omomornsmo strutturale. D’ altra parte,

~

l~ oiclè i gruppi 2013 ~ ed G( ~ sono isomorfi ( 18 ) e poichè un ~somor-

fi,mo tra due gruppi è anche un oinoinorfisnio strutturale coi-

cludiamo che (M, È3 strutturalmente omomorfo a G~ .
Sia infine G4 lill gruppo dato come prodotto diretto di un

gruppo R4 d’ ordiue dispari e di un gruppo S, generalizzato dei

quaternioni d’ ordine 16 : G4 = R, X ~4. °
Per un teorema dello ZAPPA il gruppo G4 risulta struttural-

mente omomorfo al gruppo 84 (19). Se riuscian~o a far vedere

che a sua volta il gruppo 84 ò strutturalmente omomorfo al

gruppo diedrale G4 d’ ordi ne 8, allora G, è pure strutturalmente
omomorfo a 6~ .

Perciò osserviamo che se C è il centro di ~S’’4 , il gruppo,
ç .

G, 
è nn gruppo diedrale d’ordine 8 e perciò isomorfo al gruppo

G4 . parte l’omomorfismo ordinario tra il gruppo ~S’4 e

(17) Vedasi nota (4).
(18) G. SCORZA, Aslratti, n. 66.

(19) vedasi nota (4). _
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’~’
il 1 virt ~ di un teorema detto 1° è anchem C 1

un OlllOl1101’flsnl0 strutturale, sicchè &#x26;’4 è strutturalmente 01170-

~norfu a G4 .

11. - ’rKo~n~llA e 

cietile un gruppo finito G .stm~ttrmcrlntf~~ite o~~to»torfo
ad G’ 8 non cjte sia: G = R X S

,gmcppo dispari ed S, se G’ non è il gruppo
diedrale, isojnor fo a G’..S’e G’ è il diedrale, S può essere

G’ oppure dei ~tr~rte~wio~ii
16.


