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SULL’ AREA DI PEANO E SULLA DEFINIZIONE

ASSIOMATICA DELL’AREA DI UNA SUPERFICIE

(*) di JAURÈS CECCONI (a Pisa) .

1. - In un recente lavoro [2], prendendo in esame una

congettura di T. RADÒ [5~ , ho dimostrato che 1’ area secondo

LMBESGUE di una superficie di FIZPCHET ~S’ del tipo della 2 - cella

coincide con certe aree del tipo di PEANO che si ottengono dando
opportuni significati alle aree delle proiezioni, su piani i generici,
delle porzioni di S .

Quasi co~~temporanean~ente appariva una nota di M. PAOM [4]
in cui questi, occupandosi di un problema posto da R. CAccioP-
Poi,l [1], assegnava un gruppo di condizioni adatte ad assicurare
che un funzionale definito in una classe t5 di superficie di

del tipo della 2 --cella, quadrabili secondo LEB~-.:SGU~~ e

dotate di una opportuna rappresentazione, coincidesse sul gene-
rico elemento di c5 con 1’ area secondo L~~BESGU~~ di S.

Nella formulazione di queste condizioni interveniva una

disuguaglianza, di tipo di PEANO, fra il valore che il funzionale

prendeva su una generica porzione di ~S’ ed una opportuna area

della proiezione di tale porzione su di un piano generico.
Il prof. L. CESARI ha richiamato la mia attenzione su questa

circostanza suggerendomi di esaminare se da teonemi del tipo di

quelli dati wella mia nota potesse dedursi nn teorema del tipo
di quello dato da M. PAIGNI, in cui peraltro si considerasse io

luogo della classe cS la classe delle superficie di del

tipo della 2 - cella.

(*) Pervenuta in Redazione il 27 marzo 19~1. _
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A questo scopo nel presente lavoro viene considerato un

nuovo tipo di area di corrispondente ad Llll’ area del tipo
di GEOCZE introdotta da L. CESAIU [3], e viene dimostrato che

per ogni superficie di F~.~:c~~T ~S del tipo della 2-cella tale

area di che verrà indicata nel seguito con P~~ ( S) , coin-
cide con 1’ area secondo I. ( ~S’ ) , della superficie S.

Da questo teorema viene allora dedotto (n. 7), in inodo

assai se~nplice, che un funzionale definito nella classe h, ~~erifi-
cante condizioni del tipo di quelle date da 31. f()r~nulate

però sn di una generica rappresentazione di /3, coincide con

l’area secondo 1&#x3E;iiBiisGuii del ~ellel’1(,o elemento ~S di 

Prec~sa~~~el~te si dimostra il seguente

Sia F la classe delle superficie di ÌxÉeH1-ii’ del

tipo delia 2-cella.

Sia ~~~ -- ( I’, ~,~ )

una rappresentazione, nel quadrato unitario Q del piano Il v,
del generico eleiiieiito 9 di F.

Sia y (,’~) nn funzionale definito in F avente le seguenti
proprietà :

è seniicontinno inferiormente;

j,Q) coincide con l’area elementare per ogni superficie
poliedrica 

e) per og-~~i gruppo di poligoni semplici 7’-1 1 7r2, ~ privi
,i

a due a due di punti interni iii comune si ha (S) (~)
í 1

essendo ~ la superficie definita dalla (1) in 1t,;

li) per ogni piano a dello spazio 
essendo C’l. la curva piana proiezione sul piano a della curva
continua C contorno della’ superficie S, 0(P;Cx) l’indice topo-
logico del punto P del piano or. i-ispetto alla 

0.

Allora Ü ~ (.5’) === 
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2. - Sia ~9 la generica superficie (li ÌIIÉCIIET del t~po della

2 --cella considerata nel numero precedente e sia (7B~) la rap-

presentazione di 5’ivi considerata.

Sia r una regione semplice di JORDAN appartenente a Q,
il suo contorno.

Siano, come in [2], 7’~ 1’3 le trasformazioni piane
associate a T.

Uguale significato che in [2] ] abbiano inoltre i simboli

O (i~ ~ ~ T 1’), O (x x j 712’ r) , 0 (x ~~ ~ T r) = 1, 2, 3 .
Essendo l’ la generica regione semplice di JOHDAN apparte-

nente a Q, sia ~~’2)...~ u n gruppo di regioni semplici di

JouvAN, prive a due a due di punti interni in comune, apparte-
nenti ad l’ e Or serva ad indicare, come in [ 2 ] , tale gruppo di

regioni.
Sia o (y, x; T 1 ; r) = 1 se O (~, x ; T, ~~) ~ 0 ; # 0 a L t r i n1 e n t i

ed analogo significato abbiano o (x, x ; T~ , ~~) , 
Pongo, seguendo L. CASARI [3],

ed in modo analogo introduco le quantità
Pongo quindi

ed infine

1’ estnemo s~~periore essendo rispettu a tutti i possibili i
gruppi di regioni c3, di 1... -
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Risultano in particolare definite le quantità tI (l; Q), U( 1’i, ~~) ;
i = 1, ~, 3 ; per la prin3a delle quali L. CESAM [3] ha din~o-
strato la indipendenza dalla rappresentazione di ~S’ rispetto agli
assi e la indipendenza dalla orientazione degli assi 

Possiamo perciò scrivere in luogo di U (T, Q ) .
Si ha iuoltre ; L. CESAJH [ 3 ~ ; L ( ~S’) - per ogni

superficie ~S di :Fr~ÉcHET del tipo della 2 - cella .

3. - una terna cartesiana congruente alla terna x y x
sopra considerata, il piano ~ 7j sul quale risulta fissata una

pagina positiva sarà indicato nel seguito con 7r .

Sia (T’, Q) la rappresentazione di ~S’ che si deduce da (T, Q)
mediante il passaggio dalle coordinate I simboli

7T,7~; i = 1, 2, 3 ; T’ ( n* ) , 1’; ( l’ * ); i = 1, 2, 3; abbianu il

significato ad essi attribuito in [2].
Altrettanto dicasi per la quantità 0 (~, 1¡ ; r) .
Sia, come se 0 (~ , r~ ; 

altrimenti.

Pongo

~ estre~no superiore essendo preso rispetto a tutte le possibili
giaciture del piano 1t.

Pongo infine

ove ~~I , r2 , ... r,~ e Or hanno rispetto au r il significato sopra
richiamato e dove 1’ estremo superiore è preso rispetto a tutti i

possibili gruppi di regioni a,. di 9,.

Risulta cos  definita la quantità che come vedren~o

nel prossimo numero è indipendente dalla rappresentazione di 5’ :
essa è l’area del tipo di PEA.NO cui si è fatto cenno nel n. 1.
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4. - Sia S la superficie di }1-~UÉCIIET considerata nel n. 1 e

sia ....5,~ , ... uua successione di superficie di FnÉcHKT

del tipo della 2 - cella tali che detta ,~’n - (Ty~, ) ) ,

una rappresentazione di Sn si abbia uniformemente in Q

AII,,T stessa maniera che in [2] ] si dimostra die

Basta infatti sostituire ovunque nella dimostrazione ricor-

data O (~7;;~~’) con c(~Yj:~,7’), ?~tT~~’) con ly(I’, ~~) ,
con jP,(~7’) e ricordare che sussiste la rela~ione

Alla stessa maniera che in [ 2 ~ si dimostra allora che la

c~ll~Iltlt~~ /B,(7B~) é indipendente dalla rappresentazione (T, Q)
alottata per S .

Sia~nü cos  autorizzati a scrivere 7~ (.~’ ) in luogo di P,~ (T, Q) .

5. - Allo stesso inodo die in [2] si dimostra che per ogni
superficie di FHÉCIIET del tipo della 2 - uella, .S ~ T, ~ ) , si 1a

Basta infatti tenere presenti accorgimenti segnalati nel

numero precedente ed osservare che i ha, per regione ? ?.

appartenente a (ù
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6. - Sia S=(r,Q) la superficie considerata nel n. 1 e

siano G~ ( I ~ ~ ~ , i = 1, 2, 3; le quantità ad essa

relat ve considerate nella nota [2].
In virtù di un risultato di L. C~;sA~u [ 3 ~ si ha

per modo che uell’ euunciato del Teorema III- del n. 10 della

nota [2] può porsi U (T ~, q) in luogo di G, (7’~~) ; ~ = 1, 2, 3 .
Con lo stesso ragionamento e con lo stesso significato dei

simboli si dimostra allora che comunque si fissi un esistono

ii quadrati q2 , ... q,., appartenenti a Q , altrettanti punti,
appartenenti a questi quadrati ed altrettante terne i’1 C(’)

di origine 1’~ S (ici, 1’() Ì tali che detta (T«), Q ) la rappresen-
tazione di S che 6i deduce da (T, Q) passando dalla terna x y z
alla i = 1, 2, ... n ; si abbia

Da questa si deduce allora in virtù della defiuizione di

(T~‘~, q~) l’esistenza di un gruppo di regioni semplici di JORDAN
= 1, 2, ... ii, ; appartenenti a qi tali che si abbia

..

Da questa si ricava

e quindi per la defiiiizione di e per l’arbitrarietà di e
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Resta cos  provato che per ogni superficie di FRÉCHET del
tipo della 2 cella si ha

Osservo a questo punto che avrei potuto soddisfare le disu-

guaglianze sopra stabilite considerando in luogo delle regioni
semplici di JORDAN = 1, 2, ... y ; appartenenti a q, ;

i = l, ~, ... ~a ; poligoni semplici ~r¢,~ ; t = 1, 2, ... appar-
tenenti a q, ; i = 1, 2,... ?2.

7. - Sono ora in grado di dimostrare il teorema enunciato

nel n. 1 .

Dalle condizioni a) e b) del teorema segue intanto, tenendo
conto della definizione di area secondo LEBt~SGU~£ di S, per ogni
superficie ,9 e F,

Fissato e &#x3E; 0 ad arbitrio determino quindi un gruppo di

poligoni 1:,; i = 1, 2, ... ~t ; appartenenti a Q ~ ed altrettante

congrneuti alla terna tali che, detta ( Ti , Q) ;
~==1~2,...~; la rappresentazione di .Sche si deduce da (T, Q )
passando dalla terna si abbia

ciò è possibile in virtù di quanto si è detto nel numero pre-
cedente. 

,

Si ha perciò ricordando la definizione di o ~~ ~‘~, ~ ~‘~ ; T§’1, 7ri)
ed in virt i delle condizioni c) e d) dell’ enuticiato del teorema
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essendo Si la superficie individuata da (I, Q ) su e da (lue-
s~ ulti~na per ~ arbitrarietÙ di a si deduce

Si ha quindi per ogni stiperticie ~ ~ F

e per il teoreina ciimostr~to nel numero precedente,

Il teorema enunciato nel n. 1 è cos  dimostrato.

8. - Osservo infine che ciascuna de le disu~ua~liame

considerate nella nota [2] ] da luogo ad U~l teorema dei tipo di

quello ora dimostrato.
Ciascuno di tali teoremi si enuncia moditicando adeguata-

mente la condizione d) del teorema sopra dimostrato.
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