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SULLE ESTREMANTI DEI POLINOMIALI

NELLA SFERA DI HILBERT

~’~Temoria (*) n~i ENRICO MAGENES (a 

Siano t~ tin insiell1e cli i ~n isul’lt ti ~l ita (  j n ~inita 

ettelideo S. a l~ diLllOIlSiol~i, f°(i  una fll~lziun~ reale ~li 

sor~~rnahile in ~1 , K. (tj, tz, ... , 1 li)  i -~ 1 , ~’ , ... , 1 /I) fissate t’U1B.

ziøu~ reali ~li quadratCl ,n~n~nahile i~~sif~l))i

(degli spazi eUt’~ideÌ a - .:1 X A ~ x .. ,«le-,11 spztzi e (-li(lei S p, -,1 1) e’ 
1 2

i

Il funziona le

risulta definito nell’insien~e 1~ delle funzioni reali f ~ ~~ c~i qua-
drato sornn~abile in A e si dice po~i~t~ntttcle fli u , se l(ft
~lou è quasi-ovunque nullo in 

È noto ehe, so consideria~uo 11I1 sistù~na di ful~zionÌ ~ 1,
(.s = 1 ~ 2, , ...) ortonorn~ale e l’0~11pletn in .l (per ~ 
Timne lineare in ~11odia), p08sia~l1o f(1) ~nudianJe 1i

sue coordinate di rispetto al sb;ten~a ~ 1 1 ~ 1(1) Il :

(*) Pervenuta in Redazione il 5 agosto 1950.
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e ~~ (~~ , ... , t,) ~nediante le s~~e (’oüròinate di FOURIET~ rispetto al
sistema : f8~ (t~) . ’.Jsjl~t~~ ... (ti  ~, e CU~npteto
in A(IJ:

cosicchè risulta :

È pure noto (si vedanu i nn. 62. 127, 134 dello 

Ro~na. 1 il J ? - ctel Pru~. cfle

con la metrica di &#x3E;,,1) )a di di i n~~~;ic&#x3E;
4 , cioè l’ insic111C dellp fnnz~ou~ di i r cui ~

~~Z ~t~ n~ 11I1 insieme chiuso e compatto e che lil ri
A

il fU-11z~onale è u~~i~l)~’lne~~~ente continuo, ammette ~Y~

([11 massimo e un minimo.

Da un recente teorema di ~~. FIC1I1~;~3 (2), sui funzionali oii-
tinui con la metrica di risulta, il fatto IlOtC’~’OI-1,’ che

sono 

superiore ed llt fC’t’t0l’C’ I~l ~? (~~ 
di i ~’~, , cioè still’ ~ns~e~ne delle f ’(t) rii 1’ per uE~i

Un problema interessante, sopratnttn per le relazioni

con ~e uquazioni integrali lineari e non lineari (sul fIuale ha at-

. ( i) La distanza di due funzioni di r, f = ~ xs ; i, e f * - ~ x *~ è dcfîmta come

somma della serie

(~) Sti eo/~~M~ con la wc~c~ ~? i 1 [Rend. Acc.
Lincei (8)-voi. II - 1947 - pp. 174 177],
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tirato la mia attenzione lo stesso Prof. è quello di stii

dare 1’ rchic~c~iocte delle estrernanti di P ( f) iii rò e iii partieolarf~
di ~etewyzi~tare iii quali casi sono assunti sll 

Il caso del poli no~niale quadratico === 2) è orrmai i stato

studiato 111 modo esauriente e dennitivo con i lavori di 11. Picoxii

e L. lel 1939 e di ( r. ~’ICH~~;HA del 1942(3); da essi, e in

particolare da quello di h’tcur~.l~~, risulta tra 1’ altro che una

~zloaeuv è cej~t~oa~ote su F 1’s ; questo
risultato vale anche per i polinomiali omogeuei di grado Il 

lunque, cioè del tipo P(1) = ~-’n ( f ) ~4).
Si tratta ora di studiare il problema dell’ cGhlGax.?olLe delle

estremanti in 1"8 in generale per u11 qualsiasi polit ol iale. Fid è

di esso che mi uccupo brevemente in questo lavoro.

Mi ~en~bra opportuno osservare anzitutto clie si può dare

una risposta alla 

seo?hre SII F 1’~ ; i11 iealtà le estre~na~~ti possono

anche essere tutte 

Costr~~~al~~o all’ uopo il seguente esempio. Si consideri nella

sfera I’ 1 il polinon1iale P ( f ) = + ~’:; ( f ) + P5 ( f ) dove

I~e serie scritte rappresentano ef~ettivan~ente dei polimmiali,
se ~... si i interpretano con1e coordinate c~i i FouKtKR di i una

funzione di quadrato sommabile 111 .4 rispetto al sistema j~(~)}, ,

(3) :B1. PtcoNE: un proble7~za di Calcolo 
j,1&#x3E; - - B’"1)1. - 1939 - pp. 155-159]; L. Su 

[Ann. Mat. pura ~ appl. (4) - t. 1939 - pp. 1 -2t] ; G. F1CHER~ :
e del 

sfera di t [Pubbl. Ist. Naz. Appl. Calcolo, n. 160 - 1944].
(t) Vod. :B1. Lexioni..... n. 139.
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in quanto sono converg-enti le serie

m

Y" a si... 2 S- J dei c~lladr~.ti dei coefficienti, che possono duu-
sl,... 55--

que iotot~~retar~i (-oine coefficieiiti di FOURIEH di 3 funzioni

rispetto ai sistemi ~ cps í tl) # ,
. Possia~no eviden-

teimente scrivere anche

dove~(~,....~~...) o una funzione delie 
i

XI 1 ... di/’(~), 
00

gette alla Ji~nitazÍo~~e E x’ Il -- 1, risu ta in ri compresa tra
s=1

Risulta dunque in 1’1:

Si verifica allora immediatamente che il massimo di P(/)
iti )B è assunto solamente sulla funzione di coordinate

’~l = - 
i 

, x. = O (8 = :3, ~,....) e il minimo solamentexi === 2013 

y=2013, ~ 
= O (~=2,3~....) e il minimo solamente

sulla funzione di eoordiiiate &#x3E;1 == 20132013, ~ = 0 (8 = 2 , 3, ~ e

queste funzioni sono evidentemente interne ar~, avendo norma

integrale uguale a 2013 .
3
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Nei prossimi numeri attraverso diverse considerazioni di

carattere diretto ed indiietto, darò, come risultatu di un primo
studio, alcune condizioni snffie~onti perch¿~ gli estremi di 

siano assunti 5tt e ne t’nrò poi applicazione alle equazioni
integrali non lineari. 1 risultati non una sistema-

zione esauriente del problema, come È~ già stato fattu per il po-
lillorniale quadratico, il cui studiu tla potuto tra F altro giovarsi
della teoria delle equazioni integrali lineari a nucleo 5itlmetrice :
ma se si pensa il polinon~~ale con~e polinomio iii infinite varia-

bili e lq si ~’OIlfI’Ollt~, con i polinomi ltl U~l I111111eI’U finito di 

riabili, si capisce come nel passaggio = 2 a t &#x3E; 2 la dif-

ficoltà e la varietà dei casi aumentino notevolmente s  da rendere

assai co~nplüssa e problen~atica una esauriente sistemazione ~‘ ).

1

1. - Un criterio generale.; il caso dei nuclei elementari. -

TEOKKMA I. - c~r (t ) ; ( (r ~- 1 , Z , ...~ Ult ~lL frco-
di soo~otnlol~ ur ..~, il quale 

pleto in A (per l’ iolce lineare in 

fic~axio~ii di 1’) ; allora, s~~ risulta (6)

b,.i ~ ... ~ ,.~ esseudo (’O.Stfllltl, il ))IIIS.S?) ?Cl e il )!l?l?tl)l0

di in 1’, sono sei 

(5) 3 proposito del~ analogia dei- polinomíali con i polinomi in un nu-

mero finito di variabili, è opportune) però osservare che occorre andar cauti.
in ~uanto il passaggio ~c dul finito all’ infinit" ’ può hre5eotarE~ fatti non im-

~n©diata~nente intuibili (v. il già citato risultato di FicHERA estremo

superiore o iai’~;riore di 1’) in Il r ô e l’ o-sservazioll~ finale di 159 del

lavoro di M. PicoNE citato in (J)).
(6) Il simbolo " signifiea, ora e nel seguito, ugnagtianxa nella metrica

di HILBERT e quindi, in questo caso, convergenza in media della serie a

secondo membro verso ~t .
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Infatti, per iiii noto teorema, possiaiiio scrivere:

supponga

c e essa sia i I~tel’l~fI a F~. (1) (11  a2 . Poiché il silir r«ii ;i«i iiiteii&#x3E;a a 1’, . 
A ~ 
f’ f’i (t) 1/  ò° . Puictiè il si-

è 1°

per ogni va-

1-)t-e reale della costante (l ristdtH

D’altra parte è

e poiché
.4

potrà sempre Llll valore q

per cui i sia il ~ua~sin~o è as-

sunto anche su T~i.~. . Anaio~a! e!iteperi minÌ!) (~

Si osservi chelad ostrazioi eduta per-
iiiette iii sostanza (li i dire che, ipotesi poste, 

F 1’~ l!1 l’~ .
L~’ I%Pl I i
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Infatti le H/§ (t) (i = 1 , .... fa ; ~~ = l,..., ri ; j - 1 , ... , i)
for~uano un sistema non completo essendo in numero

fin ito.

Vedremo successivamente in quali casi si possa assicurare

per i nuclei elementari che le estremanti sono soltanto su Fra .
0ssERvàzioNÀg II.: Si osservi che il corollario ora enunciato

permetterebbe facilmente, mediante un evidente ragionamento di

approssimazione dei nuclei, di riottenere per altra via, relativa-

mente ai polinomiali qualunque, il teorema di G. ~"ICH}4:nA citato

nell’ introduzione (1’estreLl1o superiore e inferiore di P(1) su

coiÎ~cidono col massimo e il minimo di P( f) in 

Il ragionamento ora fatto ci permette di arrivare a un altro

risultato abbastanza significativo.

TEOREMA ~S’i suppon,ga che i nuclei Ki pei, i = 1, 3 ,
~ , ... , n soddisfino del I, nienlie il

nucleo K 2 sia .si~njnetrico (7) e definito positivo 
allora il rnassimo di P ( f ) ra è assunto s2t F I’F
e solo 

Infatti fo (t) e f ~‘ (t) abbiano lo stesso significato di hrima.
Risulta ora

( 7) 11 s~~pporre in generale i nuclei simmetrici non toglie genf~ral~tit al

problema PicoNE: n. 130).
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e allora, essendo se q è

sl1ffieie~~ten~ente piccolo e di opportuno si i ottiene

Sicchè, e assurdo supporre fo ti) interno a analo~amente
per il caso che K2 sia definito negativo.

OssE~~vA2Io~~~ III: Si osservi che nel caso particolare che i

I~Z (i = 1 , 3 , ~ , ... , ~~) siano si può sostituire alI’ ipo-
tesi che K2 sia definito positivu [negativo] quella clle 

positivo f negativo] : Ina allora non si esclude die il

massimo [Ill~~~in~o] sia assunto anche all’ llltE’I’l1U di l’~* Intatti 111

questo caso si può imporre alla l’ulteriore eondizione di

essere ortogonale anche a ~ó (f) ; allora risultu

pd u quindi possibile trovare lltl ‘’MiUI’e di (1, di oppor-
tl~no~ tale che sia

2. - Nuove condizioni succienti. - )Iedia~~te titi diverso

tipo di considerazioni dirette è possibile arrivare a nuovi risul-

tati. Dimostriamo anzitutto il seguente

1’(/) /// ~~ ~ r~-

/?
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.~~ trora 

Infatti sia ad E’&#x3E;. f U ~r tl~assin~allte di r~ e 

assurdo che sia interna a 1’, ; perla (4), il ~)l~linOlll~u 
riabile c

ha derivata 0 per c = 1 , sicchè, per o 5ut’fieit~pemente

vici MO al e &#x3E; 1 o  1 a seconda, del seg o di
i

sarà

31a per c sufficientemente vic~ino a 1 , (t) appartiene an-
cora a sicchè è assurdo snpporre /o (t) interna a 

0.-,SEIZVAZIO-NF. : Si osser~-i che in sostamz il ragiÜllti~nento si

basa sul fatto che 7 (c) è nel punto ~~ -- 1 cresce~~te u decre-

~ce~~te, sice~~è la (4) può essere sostituita appu~~to con 1’ ipotesi
pi i generale che -~ (c) sia per c = 1 crescente o rlecnescfett~-.

Segue dal lemma precedente i 1
III. : che si 

A due dis,gitcttte ~fi ,sottoi ~a.siena7 a due a due (li-

A+ ~ t e A_ ~ , iti che quasi dar~hertutto 
hooxione dí ottenuta conze prodotto topoto,~TCO d1. un m2ctmnu

i cti sottoitas2ettzi ct~~m~tenP~zti alle ~~+ ~ t e A- ~’ ,

(t~,.." ti) (i = 1 , ... , Il) sia ~ 0  0 secondo chP

il ~ztttraero degli A- chP COltl’OI’î’olt0 nel hT~on~otfo tU~jOloglco
è (8) o stc~u~ottiecrtio inoltre che tctto cxlutetzo dei K,
non sia ·_-_- 0 in allora il toassioto di P( f) iu 178 è as-

sunto su e su FI"a.

(8) Intenderemo pari anche lo zero.
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Infatti si osservi che a ogni funzione di 1’ si può asso-
ciare la funzione ~’* (t) definita come segue

sugli insiemi A+

Per le ipotesi fatte sui I~Z risulta quasi-dappertutto in ~4"

sicchè è ~~~ f’~? &#x3E; p~ f ~ . Sia allora una massimantedi P (I)
~n anche la funzione associata f ~~ ( t) è inassimante e per

1(~ j5) , in virtù anche del fatto die uno almeno dei li, non

é -_ 0 , risulta verii cata sii di essa la (4); percil&#x3E; /"~(/) ap-

partiene a ma allora vi appartiene anche poi&#x3E;1&#x3E;à

Si osservi, come esell1pio notevole, che le ipotesi sul se~nu
dei Ki sono certo verificate se risulta

dove ~~ (t) è una funzione definita in A e le H1 sono ~ll~lZio~l i

definite e non negative in A i~.
II teorem:~ Il I si enuncia per il niW iuLO anzichè per il

~l~assiu~o quando i nuclei Ki (i = 1 n) si dai 

oaoltip~zc~~acloli pel1 - 1 .

TEOHEMA ~v. - i nuclei K, (i -- 1 , si ~tcr

III 

per (- allora il oa~zs~ij~lo ~li è w~

.solo Sll 

Basta infatti nelJa din~n~t~’azi()l}e del teO~’P1l1H 111 dtBt~njre

eo e la f~~nz iune ~’ ‘(t) :
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sugli insiemi A_

Anche ora un teorema analogo si enmacia per il 

Un’ altra COu.seg~~enza del le~nn1a iniziale è il

TEOREMA V. - /3e i nuclei K, i dispari sono nulli e

per i sen2idefi~aiti positivi (9) e non tutti

0 , allora il massir~2o di P ( f) p assunto s~~

F ra e solo s2c 

Infatti si osservi che P (I) è sempre ~ 0 [à 0] e (-Iie, es-

sendo escluso il caso banale che ogni I~i sia ~ O, il fi~assi 1110

di P ( f ) in r ~ è certo&#x3E; 0 [ 0] (10). Ne segue che se fo (t) è

massimante [mini~uante], uno almeno dei Pi ( fo) è &#x3E; 0 [ 0]
e gli altri &#x3E; 0 [~ 0] siccbè è pure &#x3E; 0 [ 0] la. SO~n~na

3. - Le equazioni di Eulero. - Giungeremo ora a nuovi

criteri mediante considerazioni indirette, che ricorrono all’equa-
zione di Eulero di P ( f ) .

Supporremo d’ora innanzi che i nuclei I~i siano sioarrzet~oici
ciò che, corneo noto (11), non toglie generali tà al proble~na; al-

lora è pure noto (12) che ogrii estre~~taote (li P (I) i~t l’~ 
qltasidappertutto in A integrale

dove t1 denota rhe è Nulla se

l’estreoaante f(t) è interna a r ~ .

(’) Ciò signi fica che P, (f) è 0 [ ] per ogni f (t) di r .

(1°) Ved. PICONE : .... , n. 132.

( 11) Ved. PICONE : n. 130.

( 12) Ved. PrcoNE : n 135.
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È opportuno studiare le condizioni di esistenza e di unicità

dell’ equazione di prima specie

Nel caso ii = 2 (1’ equazione è allora lineare) esse sono date
dal classico teorema di E. PICARD e dai lavori di G. LAURI-

(13). àla per 2 uo~i n~i risulta 1’ esistenza di studi in

proposito, se si eccettuano due lavori di N. SVIRNOFF (14), in cui

vengono studiati rllediante ~ integrale di FOURIER casi assai parti-
colari.

Prenderò qui in considerazione dapprima il caso dei 

elementari :

dove potremo supporre, senza ledere evidentemente la generalità,
che le funzioni i H;.‘à (t) (i = 2 , 3 , ... , n; T = 1 , ... , ?., ; j = 2 ,
3 ... , i) siano linearmente indipendenti in A (15) e costituiscano
un sistemn ortonormale.

(13) E. PICARD : Sélr un théorèrne général relatif aux équationes inté-

grales de prernière espèce et sur quelques problèmes de phi.sique-mathé~rza-
tique [Rend. Circolo Mat., Palermo 29 - 1910 - 10 sem.]; G. LAURICELLA :

integrale di prima specie [Rend. Acc. Lincei (4) - vol. X~T1II
- 1909, 2~ sem. - pp. 71-77].

(.lA) N. SMIRNOFF : t 1) Sur l’ applie~ztio~a de l’ intégrale de F o u r i e r aux

équatio1ls intégrales non lioaéaires [Comptes Rendus Acad. Sci. U. R. S. S.
- 19 - 1938 - pp. 3-7] ; 2) L’ application des. séries de F o u r i e r à la

résolutio~a des équations intégrates et iiitégro difJ‘’ér~ntielles (I3u11. Acad.

Sci. U. R. S. 8., Ser. Math. - 1939 - pp. 413-41G J. Dai risultati di SMIRNOFF

potrebbero trarsi alcuae immediate considerazioni, che ritengo sufficiente aver
sÒlo segnalato, anche per il probloma del~’ ubicazione delle estremanti di

in r~. *

( 1~) Inte~~dere~no qui e nel seguito 1’ indipendenza e la dipendenza li-

neare nel senso della tnetrica di 1-IILBIII l’, cioe indipendenza o dipendenza
lineare globale o in media.
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In questo caso si dimostra facilmente che ~zP-

e sufficiente perchè la (7) ~tl qua-
drato 501)2»2oj)~~e in A è la sia 

A delle H;~; (t) (i = :2 , 3, .... , o ;
n - 1 , ... , 

Int’~ttti se la (7) è veritleata dalla funzione f (1) si ha quasi-
dappertutto iii A :

e dunque è con binazione lineare delle suddette

frizioni.

Viceversa se combinazione lineare in .4 (lelle sii1-

dette funzioni, esistono delle custauti or’ (i =- 2,..., ,,~ 7’== 1,..., ~’t)
per Clll risulta quasidappertutto 

E allora la (9), ~~i~è lii (7), è risolta se esiste u~~a t’uu-

zione di quadrato sommabile 111 ~t soluzione del sistema di equa-
zioni integrali

A questo sistema possiamo sostituire il L sistema
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dove i radicali vanno presi con segno positivo n negativo in

modo che per ogni i (i = 2,..., n) e r (~’ = 1 ~ ..., -i) il pro-
dotto dei radicali corrispondenti sia uguale a ;~.

Ora il sistema è certo r soltibile in ~, in virtù del teorema

(li F~scH~~R-RIESZ. Ne segue che anche la (9) è risol~~bile in l’.

Si può anzi dire di più che essa an~n1etterà infinite soh~-

zioni perchè. se f, (t) è soluzione, lo è pure + f*(1), dove
/"~(0 è una qualunque funzione ortogonale alle funzioni

/7~(~=2, 3 , ... , ?i ; ~ l,2,...~,;y-=2~...,/).
Da questa condizione necessaria e sufiiciente ricaviamo subito

un criterio per stabilire quando le estremanti di /~/) in l’ò ,1

trovino~ nel caso dei nuclei elementari, esclusivamente su Fl’ .
Precisamente :

TEOREMA VI. - Se i /~~/~ 7B~== 1,..., n) dalle

(8) e e ~~c~r~ey?~ ?/~~/~c~~ iii A 

~~ (/)(?’== 2 , ... , ii ; r = 1 , ... , /B) il 

di P(/) in r~ F r ö c 
Un altro criterio particolare può ottenersi ricorrendo aii~’i&#x3E;ra

alla (7).. -
Prendia~uo in considerazione ~ equa~ione

e cerchiaino condizioni necessarie perchè essa ammetta quasi-
dappertutto in A soluzioni di quadrato sommabile in A. Se

~ ~S (t) ~ ~ ~s = 1, 2 ~ ....) è un sistema completo di funzioni Jinear-
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mente indipendenti in r~ , nl0ltip1icando la (11) per (t) (.~ -
- 1, 2, .... ) e integrando sii .-1, utteniamo

cioè, posto

_ 

Se le funzioni l, (t2 i * * - * i tn ) ~.s - 1, 2, .... ) non sono

lioearmeute indipendenti in otte~~ ia~no su b i to delle con di-

zioni i necessario pcr desistenza cli i 5ulurimoi i di i quadrato so111-

mabile in A della ( 11) ; precisamente, se r~i , .... , rc.,_, sono 

meute indipendenti in At’~-’t, mentre 1;,~ , .... , Uv -1, Uv 
Hnearmente dipendenti in allora vale ~n A("-) ~~na rela-

zione del tipo

con le y~ costanti non tutte nulle e quindi pure essere

con le stesse y,

Si ottengono cos  delle relazioni come la (a) , il cni ~~otn-

plesso indicheremo come co~tdi~.iorze necessaria [x~ .
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Soddisfatta questa condizione e soppresse dalla successione
; 7c$ ‘ quelle funzioni che, come la uv, dipeldouu linearmente
in A~’~-’~ dalle precedenti, potremo ortonormalizzare il sistema,
«Nelle us ; ( applicando il ben noto procedimento. Otterremo cos
nu sistema ortonormale di funzioni vs (t2 , .... , tn) ~ ~ linearmente
indipendenti in Ac" -1~ , che si espri~neranno mediante le Us:

Le (13) ci permettono perciò di scrivere

e le cl , c2 ~ ... , risultano evidentemente, attese le (12), costanti
note attraverso K,, e il sistema ~ esse sono i coeflicienti
di FUUJUEl~ della funzione f (t2) ... , f (t") , che è di quadrato som-
mabile in rispetto al sistema ortonormale sicchè
otteniamo una nuova co~cdixio~ae ~iec~essfxricz, e precisamente : .sf~

la (11) acn~nette solcczio~zi di quadrato sona~rLC~bile in ~1 , deve
cc

essere convergente la serie c@ 2
6=1

Il ragionamento ora fatto ci dice poi anche che, se è veri-
-

ficata la condizione [oc], se la serie converge e se il sistema
1=1

delle v$ ~ t è completo in A~"-1~ la (11) una sola solii-
zione di q.uadrato sommabile in A .

Infatti due eventuali soluzioni f (t) e f * (t) sarebbero tali
che le due funzioni f (t2) f (t3) ... , f (t,") e f * (t~) f * (t3) .... f * (tn)
avrebbero gli stessi coefficienti di FouttIER rispetto al sistema

completo t e perciò sarebbe in A(n-l) f (t2) f (t~) .... f (t,~) ~--
^’ f * f * (t3) f * (t,~) , da cui necessariamente f (t) -- f * (t)
in A .
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POSSial110 ura ricavare da queste (’onsidel’azio~~i il 8eguente:

TEOREMA VII. - risulta ~’ ( f ) = ~’1( f’ j + ( f’; e se, 
le f icn~ioni lts e e le t;ostanti cs (s = 1, 2, .... ) procedi-
merato non è soriois frrltrz la colt~lx2ojlf’ oppure

00

è ozz~ef,~erate la serie e 2 @ allora le di f’ ; (f) L~a I~~° 

s = 1

si tutte F invece è .soolis f~tta la c:oriclixiorrf~
m

[a] e la serie~ c2 il szste» ia delle i ~B : (
sm I

~ co»tpleto zo allora (il di P ; f’) i rt 

è interna a I’~ ,
Daremo ora. un ultimo teorema sul!’ ubicaz~oIHB estiP

I)~anti di F ( f ) in la cui din~ostrazio~~ü fa j&#x3E;iii&#x3E; 

all’equazione di (7), sfrutta~}(lo però con 
da quelle dei teoremi precedenti.

VIII. - Si irtclichtuo oort t i’~,...., le 

prcrtto cariabile in A e si che A sia di 

finita e che esista in A itn .~’otfo2ltsle)j2e w tale l~r

iJ xl i 
esisto irL w e le 

a ~2 ~ 
r; __ ~ 3,...., rr esi-, e il ~ a tl CS ~s a l n 00 e e ( c Î l ~ a c 

a t - ·’~ ~ 
l - - ...., ..J, .. , . , 1/) t S ~-

stano e siano rispettie~cz~raente negli w X ",,4 (¿-l¡

z = 2,... ra in rrtocio ehe 1’tTt l’ estreuzo slc )er’lo!’e 
a ~i?

( 2,... ) ~ in modo che delto J/, l’estremo di i I ~ 1
nell’ iosienae A~i‘’~ (i = 2, .... , n) , risulti in w :

flllora il oa~zssimo e il rraàrtirno da P (f) in r~, sono assunti

su F 1,8 e solo ~Zt F r ~ .
Infatti ~ equazione (7) non ha in qnesto caso soluzioni

appartenenti a r8 , perchè in caso contrario, detto P* un punto,
certo esistente, di (o in cui essa è verificata, potremmo derivare

ri,s-petto a il suo primo membro nel punto P~’, in virt i del-
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fatte, e, per il teorema di derivazione sottu il seg-no di
otterl’ell1lnO nel detto punto

parte nel punto P*, per la (14), risulta se

poiché ppr la, d~sngl1aglia~~~a di 5cfi«~ aRI, ~

analogamente se in P*, risulta

Di qui 1’ assurdo, per la (14).
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4. - La legge cii reciprocità. - Il pl’ublen1èl principale di cui
ci siamo fioura occupati ò stato in sostanza in virt i del teoremi

di citato ~~el!’ introduzione sugli estremi ~l~periore e in-

feriore di 1’ ( f ) in quello di dimostrare, quando è possibile,
l’esistenza del massimo o del minimo del funzionale P (f ) tra

tutte le funzioni di 1’ che danno a un altro funzionale, 

- (t) , dt , un valore costante 82 .

A

Introdotta in I’ la metrica di I’ ( f ) risulta, come si

è già ricordato, un funzionale continuo in 1’~ . Che si può dine

dell’ altro funzionale facilc~ dimostrare che è 

co~ttzfzico i~z ferzorrrte~ate (nella otctrico c~2 h,r é c h e t ) su ogni
etenacrato di r.

Sia infatti f * (t) una funzione fissata di r le cu~ coordinate,
riferite al solito si5tetlla ortonormale e completo in /1 ) rf, (t) ~ , ,
siano Xi’ ....

. Si sa che è Preso dunque s&#x3E; 0 ad arbitrio

esiste un 1n tale che Si cleterto i o i al lcma p &#x3E; 0

in wodo che, se xl , x2 , : ... , x"~ sono numeri reati i soddisfacenti

alle 1

Allora per tutte le funzioni f (t) ~.r, ~~ di r le cui prime ua

coordinate soddisfano alle -- p , .... xt ~ p ,
risulta
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In particolare dunque per tutte le funzioni f (t) di r che

distano (con la metrica di ~-~RÉCHI!;T) da f * (t) per n18110 di

1 -~-- ) è soddisfatta la Dunque N f
t 1 + p

è sen~icol1ti~~uÜ inferiormente su f * (t) (17) .
Ne scende per un noto teorema di FRTCHET che N f a~~~~rtette

oaLOimo sii ogni insieme chiuso e co~n~atto di r .

Questa semplice osservazione permette di i porre in relazione

il nostro problema di partenza con un nuovo problema di nii-

I111llU isoperi1etrico, luediaute la « legge di reciprocità» (ben nota
per i problemi isoperimetrici) che mi sembra opportuno metter

in rilievo esplicitamente nel nostro caso.
Si osservi anzitutto che per la continuità di il

sottoinsieme di hs in cui P ( f ) assume un dato valore P* è

clliuso. Sicchè se I~ è un insieme chiuso e compatto di ra il sotto-

insieme di .K in cui P(1) assume il valore P* è chiuso e

compatto e quindi in esso -N(1) ammette minimo.
La legge di ~reci~nrocr,tc  si può allora e~czc~aciare di-

ccndo che se questo 1nini1no è ficjazione crescente (oppure
ac~ra~re decrescente) di P*, allora f o (~) m~;~ai~na~ate
pf;r irz Kp* è ~nassi~na~zte (oppure per P( f) nel
soCtoinsienze di K in cui N f assume il valore N f o .

Infatti supposto per es. il detto , mini~uo funzione crescente di
P*, allora, se fl (t) è una funzione di h’ per cui 1’ ( fl ) &#x3E; ~ ~ *,
risulterà certo poichè il ruinimo di nel sottoin-

sieme di K per cui è P ( f ) = è, per l’ipotesi fatta, mag-

giore di N fo . Siechè per ogni funzione di K per cui è N f =
= deve essere 

Come si vede, la legge di reciprocità può servire per ripor-

(16) Infatti risulta -

(17) ~i os5crv~ che Jalht dimostrazione stessa risulta che ¡V f è semi-
continuo inferiorulente anche ae in r si introauce la metrica di IIIL~EHT o di
LAGRANGE.
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tare il problema iniziale ad un nuovo problerna di minimo. E in
alcuni casi la sua applicazione può risultare semplice. Vediamone
a puro titolo d’ esempio (18) il seguente caso.

Con il solito significato del simboli sia

con gli ~r~t~ e tali che converga la serie

È chiaro che volendo studiare l’ubicazione del massimo di

P(1) i~~ ~a basterà limitarsi a considerare il sottoinsieme 

di Fb delle funzioni le cui c00rd1llate ~ x~ ~ { sono tutte ~ 0 .

Questo sottoinsieme è ovviamente (colla metrica di chiuso

e con~patto.
Si consideri ora 1’ irltervallo H dei valori P che as-

sun~e al variare di f (t) in K(~) ; siano P’ e P" due valori di

H con P’ C P’~ ; a siano e i sottoinsiemi di

11 (8) in cui P ( f) assume rispettivamente i valori P’ e P" ; i~~di-

chiamo con N’ e N" il minimo di N f in I~1~~ (~) e Ii~~~~ (~) .
Per applicare la legge di reciprocità facciamo vedere che è

N" &#x3E; N’ ; e infatti, se f2 (t) ~ x$,s ~ f è una funzione minimante

per N f in KY~~ (~) , si può ottenere da fa(t) una funzione fl (t)
di diminuendo opportunamente alcune delle sue coordi-

nate, cosicchè risulterà i e a maggior ragione dunque
N’ C N" . Ed è anche immediato dimostrare che se P" tende

a P ~ anche N" tende a N’ (e se P’ tende a P", N 
‘ tende a

N "), cosicchè il minimo di N f in è funzione continua e
crescente di P in H.

Possiamo dunque concludere che P ( f ) per ogni (e

quindi per ogni ~~ , essendo 8 qualunque) ammette in 
l 

il

massimo, il quale è pure il inassimo di P (1) in l’a l . 

( 1$) Difatti questo caso si studia in modo ovvio e rapido anche diret-

tamente.
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5. - I polinomiali come f un~iunali di linea. - 8offern~ia-

~110ci ora slll caso in cui ~ insien~e ,ti sia un intervallo (a, ~).
Allora poichè è son~mabile in A possiamo porre ,y (t) ==

t

= I f’ ( ~) ~~~ ; P ( f ) diventa dunque un funzionale di linea, clle

u

indicheremo Il problema di cui ci siamo occupati si

espri~ue ora (’U1118 ricerca degli eventuali massimi e minimi di

I(y) della classe delle curve con y (t)
assulutarnente continua in (a, h) , , per cui y (a) - 0 e c1e dànno

b

al funzionale - ~~’l (t) r~t il valore Ò2. Esso è dunque un
a

prublel&#x3E;Ia. isoperi~uetrico del Calcolo delle Variaziuni per i 

linea.

Sotto questo punto di vista, nel caso del polinomiale qua-

dratico~ esso è stato appunto trattato dal mediante il suo

« metodo. diretto ».

Introdotta la metrica Jagrang-iana di ordine zero (19) nello

spazio y (t) , dimostra facilmellte, seguendo il ragionall1ento
fatto dai TONELLI per jt -_ ~ , che ogni polimoniale 1 (r/) è, anche
con questa metrica, uniformemente continuo nella sfera di Hll.r~~az~r

cioè neir insieme delle funzioni J (t) assolutamente continue

ill (a, b) tali che y (a) == 0 e ~I ( y j C ~~ ,
Il metodo del TOXj1~LLI consiste allora, come è noto (2~’) , nel

considerare ( ~1) una s’ccessione di funzioni massimante 

mante] ] ~ n e da essa estrarre, come e possibile
in virtù del fatto clle le funzioni soddisfano alla relazione

~(l~) == õ2 (2°), tlllli SllccC’SS1011e ~ r~r (t) ~ ~ (~’ - 1 , ~ , ....) che con-

(19) La distanza di due funzioni ,y (t) u !I* (t) è dal l~(t) - y* (1) I.
~a. /11 

’ ’

~2» Si veda per es. il luogo citato in 1 ’?) n. 4 ; oppure i 

cli delle Bologna 19fl-23 del TONELI,I, voI II, pagine
;)~)~ - f&#x3E;5~.

(21) Si riconosce anzitutto subito ~ll questo uasu, usando della d~sugua-
glianza di 8CHBYARZ, ~’he gli estremi inferiore o ’~u~JE’~lore di ni /’’1B
sono finiti. 

’
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verga uniformemente in (a, b) a una funzione lilnite yo (1) as-

solutarnente continua.

Per la continuità di 7(y) si ha allora I ( y,.) = i
r 2013~ 00

d’altra parte l’ unifor~ne convergenza della y,. (t) f’ e le relazioni

J (y,.) = Ò2 non assicLlrauo che sia pure = a2 @ ma solo, in
virtù della sen~i(!ontinuità inferiore di .T(~~) , che è ~ Ô2 .

Si tratta quindi anche ora di vedere in quali casi si può essere
certi che Yo (t) appartenga a e per ciò si possono applicare
i ragionamenti dei numeri precedeuti e anche r~xgiooxoaenti di

carattere più p~zrtLCOl~re, legati al fatto che A è ora

iin di retta (cosi per es. il teorema VIII si può ot-

tenere direttamente col semplici integrazioni per parti, senza ri-

correre alla equazione di Eur.hJRO).

6. - Applicazioni alle equazioni integrali non lineari. -

Dai risultati ottenuti possiamo ricavare alcune applicazioni alle

equazioni integrali non lineari. Si è già ricordato che ogni estre-
mante di P ( f) in 1’s soddisfa all’ equazione iltegrale (6), dov.e p
è una costante opportuna che è certo nulla se l’estremante è

interna a ra, mentre se essa è su Fra può essere = 0 op-

pure t 0 .
Già si sono visti nel n. 3 alcune considerazioni e risultati

sul problema dell’ esistenza e iell’ aiiicità delle soluzioni di qua-
drato sommabile della equazione di prima specie (7), cioè nel

caso p = 0 .

Ma interessa anche sapere in quali casi si può essere certi

che p è ~ 0 , cos  da ricavarne l’ esistenza di almeno un auto-

valore 1 (e di una rispettiva autosoluzione di quadrato somma-

bile) per 1’ equazione integrale di seconda specie ~

la quale è non lineare se rt è &#x3E; 2 .
L’esistenza di aln~eno un autovalore per la (15) è imme-

diata nel caso del puliuorniale o~~~ogeneo (22) e del pulinmuiale

(22) ~T~d Y. PICOLVE : n. 139.
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quadratico (23), se si esclude il caso banale che il polino~l~iale si

riduca alla costante nulla.

Essa si può stabilire anche in altri casi, sfruttando appunto
i risultati e le considerazioni dei nn. precedenti.

Cos , se 1’ estremante soddisfa alle ipotesi del lemma

del n. 2, essa non può soddisfare alla (7) , perchè altrimenti se

fosse i ~Wl

moltiplicando ambo i membri per fo (t) e integrando sii A , si
yz

otterebbe = 0, in contraddizione con la (4).
~=1

Dunque, se i nuclei soddisfano alle ipotesi di dei teo-

III, IV, V, esiste un per la (15).
L’ esistenza di un autovalore per la (15) è anche certa ogni

volta che la (7) non ammette soluzioni o ne ammette al più una
appartenente ara; questi casi si verificano per es. nelle ipotesi
dei teo~~enai VI, VII e VIII.

(~3) Basta pensare che se fo (t) e f (t) sono due soluzioni della (7), nel

caso ~a - 2 , J cioè dell’ equazione

P ( f) = P ( f o) ; sicchè, escluso il caso banale che P (f) sia - p , o solo le

lllln1111a11t1 o solo le massimanti possono soddisfare alla (16). Questa osserva-
zione dà dunque una nuova dimostrazione del fatto ben noto che ogni equa-
zione integrale lineare di seconda specie a nucleo silnmetrico possiede auto-

valori ; a proposito della (6), nel caso n = 2 , si veda anche il n. 4 della
nota citata in (3) di FICHERA.

Varrà la pena di osservare che non appena è &#x3E; 2 , non è più vero
che tutte le soluzioni dell’ equazione (7) danno a P(fj lo stesso valore: si

pensi all’ esempio dell’ introduzione in cui le estre~l~a~~ti sono tutte interne

a ri e soddisfano quindi alla (7).

*


