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A PROPOSITO DI ALCUNI TEOREMI DI TREVISAN

E V. KERÉKIÁRTO

(*) di ANNAMARIA Toso (a 

In questa Nota mi propone corue scopo precipuo, di de

durre (§ 1) un teorema di v. suli’ esistenza di punti
uniti in una trasformazione topologica del ~ cel’C"hio (i) da un altro
teoren~:~, dello stesso tipo dato da TR1~,VIS.~~ í 2) .

Il 3teoreum Ö stato util izzato (~) da 

autore per dimostrare che se k è un arco dijtraslazione di una

traslazione piana’ generalizzata I B4.), la Ctll’va À + + T2 (),,)
è semplice ed aperta. Orbene, 2 ~1}ostrerò~ che il teorenia

ed il ragionamento di v. KERÉKIÀRTC) si prestam~ a dimostrare
che lo stesso accade per la curva À + r (À) + ..... + c?’ (À)
(~L = 1 , 2 , ... ) e pervengo auii a questo risultato ntilizzmoclo

una definizione di arco di traslazione, data da SCOR7~A 

leg-g-ern~ente meno restrittiva di quella C0liSi(lei’lita[(ia v. 

(*) Pervenuta in Redazione il 15 gennaio 1951.
( 1) B. v. KER~KIÀRTÓ: The piane tran5lution theore~n or 

tlie la.qi geometricxtlteore~m o f [«Aeta Lictorarun~ ae Scicntiarum

Regiae Universitatis Ilungaricae Fraiicisco-Josel)l inac», tomo ~v (1928), pagg.
86-102], § 1, n. 1, pagg. 87 -89..

Yeramente, v. KERÈKiÀRTó formula un teorema leggermerue diverso da
quello che riporto qui nel n. 1. Credo però che, ~vi lendo, atiche-il teorema
cn’ettivamentc enunciato da v. KER~~KIÀRTÓ si possa dimostrare nell’indirizzo

seguito in questa Nota.
(1) G. TREVtSAN : uniti trccsfur~urtzun2 del cerchio [« Oiornal(1

di Matcmaticho) &#x3E;&#x3E; di BA1’TAGLINI. s. ~v, 79 (1949-50), pagg. 127-1~!],
Teorema 21.

(3) Loc. cit. in (i), pag, 

(I) Vale a dire, T è una trasfor~na:Úou(’ topologica di nn piano in tntto
see atesso, la quale conserva il senso delle rotazioni ed è priva di punti uniti
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§ 1.

1. - Il teorema di Trevisan e quello di v. Kerékiártó. -
L’ambiente è nn piano (reale euclideo) 1t, nel quale si sup-

pone fissato un verso positivo per le rotazioni. Questo verso

positivo subordinerà allora un verso positivo su ogni curva sem-
plice e chiusa di x .

Sia t una trasformazione topologica del cerchio G nell’ in-
sieme I’ ; allora t muta il contoino g di (~ nel contorno y di 1’ .
Esista un punto O interno sia a G che a F .

Se t-1 è un (eventuale) arco niassimo di y sotteso a ~~ rispetto
ad 0 (5) , converremo di indicare con ~ e B gli estremi 
con I l’ insieme A -~- B e con v il corrispondente arco massimo

di g sutteso a 7 rispetto ad O (6) .
Il teorel11a di TR~;VIS~~r’ afferma che :

queste conve~txiooi, la t ~în7728tt8 ol i2e)20 pcccito
nfaito, ~onteo2cto di di G e r 

rispetto ad O , se ogni (1, non

rerifichi la

per un e1~~~2ento X di I le

dore l’arco di p. di X e t (~~ )  (7) . _

(7» Per la nomenclatura usata volere G. RCORZA DRAaONI: Criteri 

di punti uniti i,.~ topologiche del cerchio e loro

applicarioni [« ,À nnali di Mate~natic.~ pura od applicata », serio 4a, tomo 
(1946), pagg. 43-65j .

(6) Di guisa che A e ~3 sono anche gli estremi 
( ~) Nel~ enunciare il L suo teorema, THEVISAN parla di archi suftesi e sot-

tesi, intendendo però che tali ar~Jhi siano archi massimi.
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Ed ecco ora il teorema di v. KERtKIÀRTÓ:

La toas formaxiorZe topologica t del cerchio G ~iell’ insieme r
atnmette almeno un punto se si presentano le segzcenti
circostanxe: a) la trasformaxione topologica t zl senso

delle rotaxioni; b) le czcrve 9 e ~ hanno zcn areo 

c) gli insiemi G e r giacciono dalla stessa banda
d) stc g~ esiste un arco s arerate comuni al piic gli

estremi e contenente tutti i di (g ~) - (1 ~~ ; e) su ~
esiste un arco a ave te comunà con f al pizi gli e corc-

tenente tiítti i punti di (g - cp) - (1 - ~) ; f ~ l’immagine t (s)
di .s e a hanno corrazcrii al gli g) gli archi rp e t (s)

sP~nara~to l’ uito dall’ alt’l.o su y gli archi a e t (~) .
Qiiest’ultima frase va intesa nel senso che esistono punti

di z che possono essere congiunti con pu~~ti di t (s) mediante
iin arco di ~ noi  avente alcun punto comnne con a e t (~)..

2. - Ded~ione del teorema di v. Kerékl~rtó dal teorema
di Trevis’tn. - Nelle ipotesi di v. KERtXIÀRT6, G e r hanno punti
interni cotnuni e prossimi quanto si vuole ad un punto interno di 9
arbitrariamente prefissato. Sia O un punto i nterno a G e Ir,
tanto prossimo a punti interni che 1’ involucro di 
di ,q e T preso rispetto ad O contenga ~ (8) . E si ricordi che ?
è il contorno dell’ involucro di JORDAN, J , di G e r preso rispetto
ad 0.

Se C~’ è contenuto in 1’ (nel qual caso è .~ = G) , 1’ esistenza
di almeno un punto unito segue da ut~ teorema di BROUWER (9) .
Ana~og-c~mente se r è contenuto in f~ .

Tolti questi casi, esistono archi massimi di 7 sottesi a 9

rispetto ad O.
Sia p. uno di questi. Allora p. h~, soltaiito gli estremi su j e v

ha soltanto gli estremi su 7. I punti interni di ~L sono esterni

Cfr. loc. cit. (’ ), pagg. 59 e 62.
( ‘-’) L. E. J. Ueber Abbildungen ron a n n z g f a l t i g k e i t e ~~

I~Matèn1atiscbe Annalen», vol. 71 (1912), pagg. 97-ll:~~, pag. 115.
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a J e quelli interni a v sono interni a r (1°) . Di qui segue che v
hanno al più gli estremi comuni. E possono averne al pi i uno

:~olo, perche altrimenti 

cosa già esclusa.
Se p . T -- 0 (e quindi v - y = 0) gli archi v e p. sono

rispettivamente contenuti negli archi s e a ; quindi dalla condi-
zione f) si deduce immediatamente che è

cioè che sussiste 1 a (1) .

Supponiamo ora che tt e y abbiano un estremo comnne9 ad
esempio A ; detto ~’ 1’ altro estremo rli ~ , non è essenzialmente

rest~"ittivo supporre che i punti C, A , B si succedano 118~

verso assunto come positivo.
Conviene ora distinguere diversi casi.

1 ~) È : c p e t (A) precede t (B) se si per-
corre t.~. a partire da A .

In questo caso è certamente t (~4) ~ B e t (B) t A . Si può
allora supporre che t (A) e 1 (B) siano entrambi interlii a p. ,

perchè altrimenti la t a~nmettel"ebbe o A o B come punto unito.
Dico che t (s) è contenuto in ti. Infatti B è un punto di

(9 -~) . (1 - ~p) e quindi di s e di a , epperò il punto t (B) ,
interno a p. , è un punto di 1 (s} . Inoltre t (.~) non può conte-

nere neil’ il~terno nè B per la f ), I~è 1 (A) per la ~d) . Da ciò

segue appunto quanto affer~uato.
Se poi è t (C) _ ~ , la t ha un punto unito in C . Nel caso

contrario, dico che 1 (C) non può essere contenuto nel sottarco,
3, di i di estremi C e t (A) , contenente A . Iufatti, si sup-

ponga che- t (C) appartenga a ~ ; allora t (C) è certamente in-

terno a d , e poicliè 1 conserva il senso delle rotazioni, 1 (q) è
. l’arco di 8 di estremi t (C) e t (A). E quindi ’P e I (.~) separano,

e t (9) , contro la .g) .

(~o) Loc. cit. (5), n. 5. 
_
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Da quanto detto, segue allora, sempre perchè t conserva il

seusu delle rotazioni, che t (y) contiene p. E quindi 1 ammette

almeno un punto unito (in q) (11) .

2-) È : ~ (~4) C 11, t ( B) C ti e t ( B) precede t ( A) se si per-
corre t1 a partire da A .

In tal caso, poichè t conserva il senso delle rotazioni, 1 (v) è
l’ arco di 7 di estremi t ( A) e t (B) contenente (y - t1) . Allora,
se 1 (A) è interno a t1, preso X = A , di guisa che ot (X) è il

sottarco di p di estremi A e t (A) , si riconosce immediatamente
che le (2) sono verificate. Se invece t (A) - B , mentre t (B) è

interno a IJ." si procede analogamente assumendo X = B .

cioè è verificata la ( 1 ) .

30) È:
Se t (B) = B , la t ha in B un punto unito. Escluso tale

caso, t (v) è allora l’ arco di -~ di estremi t (A) e t (B) non con-
tenente B , e quindi se t (B) = A è verificata la (1) , mentre
se t (B) è interno a preso B , sono verificate le (2) .

4~) È: 
Se t (A) = A , la t ha in A un punto unito. Escluso tale

caso, t (v) è allora l’arco di y di estremi t (~1) e t (B) conte-
nente B , e quindi se t (A) = B è verificata la (1) , mentre

se t (A) è interno a ~J., preso X = A , sono verificate le (2) .

5o) È : ~ (A) (B) C 1 -- IL e t (A ) precede t (B)
se si percorre 7 a partire da B .

In tal caso, t (v) è 1’ arco di y di estremi t (A) e t (B)
e quindi

cioè è verificata la (1).
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6-) È : ~ (~) C: T 2013 ~ , ~ (B) C Y 2013 ~ e t (B} precede t ( A )
se si percorre y - IL a partire da B .

Un tale caso non si può presentare. Infatti t (B) , essendo
un punto di t (s) , per la f) non può essere interno a a , e perciò
percorrendo y nel verso positivo a partire da A fino a t (A) si

incontrano nell’ ordine A , B , t (C) e t (A) , cioè si in-

contra a , t (s-? , e si percorre tutto t (9) mentre non si esau-

risce q ; ma allora cp e t (s) separano, su y , a e t (tp)

§ 2.

3. - Un arco semplice ~, di estremi A e B, si dice un arco
di traslazione, della traslazione piana generalizzata T, se B = c ( A )
e se ~ e la sua immagine r (À) non hanno in comune punti che
siano interni ad entrambi.

TEOREMA. - arco di e le sue 

r (~) ~ t2 (À) ..., tt~ (À) (n = 1 , 2 , ...) forrna~zo arco sem-

plice.
Supponiamo che k e t (À) non formino un arco semplice.

~llora ~ e t(B) possono avere in comune, al pi i, i punti A, ~c (A)
e zl (A) . In ogni caso, o risulta

oppure risulta

Supponiaruo che si verifichi ques~ ulti~na ipotesi.
Consideriamo la curva semplice e chiusa g costituita dal

sottarco di i X di i estremi i i~ (A) e dall’arco t (À). L’ 

magine di g è la curva semplice e chiusa y costituita dal sot-

tarco di z (k) di esterni e t2 (A) e dall’ arco t2 (À). Indi-

chiamo con 9 il sottarco ’di t (À) di estremi t3 (A) e t2 (A) , con
s il sottarco di À di estremi ~Q (A) e i (A) e con a l’arco z2 (À) .

Le due curve g e 7 hanno in comune l’ arco non dege~~ere ~ ;



230

inoltre, quando un punto variabile P descrive 9 in modo da

percorrere y nel verso (A) tf~~ ~ il punto il11111agine r (P)
descrive, y percorrendo tp nello stesso verso, e quindi, atteso che la
trasformazione T conserva il senso delle rotazioni, gli interni di

g e y giacciono dalla stessa banda di p. Gli arctii s e a contengono
entrambi tutti i punti comuni a e 

è c’ (a) privato degli estremi e qu nd  y - cp non può contenere
punti interni di t (À)); 1’ immagine t (s) = y di s non ha pti~iti
comuni con a eccettuati gli estremi ed infine gli archi y (s)
non separano l’uno dall’ altro, su y , gli archi o e T ~c~) C a .

Tutte le condizioni del teorema di v. KK~ÉKiÀmó risultano
cos  soddisfatte e quindi la trasformazione z ha alnleuo un punto
unito, contro l’ ipotesi che t sia una traslazione piana generaliz-
zata. Dunque la ~ . z (k) ~ ~ (A) + z2 (A) è assurda.

Se poi si avesse

basterebbe ripetere lo stesso ragionameento considerando, auzic~itc
la trasformazione r, la sua ittversa 

Abbiamo cos  provato che À e la sua immagine z (A) forinano
un arco setnplice.

2,» Poichè il teorema enunciato è vero per » = 1 , possiamo
5npporre ~a &#x3E; ~ e dimostrare che, se 1’ arco 7~ -~- i (~) + ..... +
--~- ~" -i (~) è un arco semplice, lo è pure, di conseguenza, 1’ xrco

Supponiamo infatti che 1’ arco ~ + r (7~) + - . - + z" (x) non
sia un arco semplice. Poichè il teorema è vero per 1’ arco

’ 

~c {~) -j-- ..... -~- (À) = r (7~ + ..... + segtte che ~a~-eo
t~~ (À) può incontrare soltanto ~ arco À.

Indichiamo con P il primo punto in cui (À), per-
corso da tJ&#x26; (A) verso (A) , incontra 1’ arco ~ ed osserviamo
che ò cerhuneute P:~ r (A) . L’ imnia~;ine r ~P) di P appartiene
all’ arco r (À) ed è il primo punto d’intersezione ~lell’ ~,rco ’t,,+~ lÀ)
(percorso da z%+] t A) verso 1:,,+2 ( A)) con « À) .

Indichiamo con ,q la curva semplice e chiusa costituita dal
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sottarco di À di estremi P e r (A) , dagli archi r (À) , ~r2 (~) , ... ,
tn-l (À) e dal suttaico di tt~ (À) di estremi i t¡~ (A ~ e P . 

gine di 9 è la curva semplice e chiusa y costituita dal sottarco

di z (À) di estremi r (P) e t’l (A) , dagli archi t2 (À) , d (~) , ... ,
tn (À) e dal sottarco di (À) di estremi (A) e z (P) .

De~~otiamo poi con cp l’ arco composto dal sottarco di z (a)
di estremi t (P) e t’l (A) , dagli i archi t’l (k) ... , (X) e dal

sottarco di (À) di estremi t~~ (A) e P , con s il sottarco di k

di estremi P e z ( A) e con a 1’ arco cocnposto dal sottarco di z" (1)
di i estremi P e ( A ) e dal sottarco di i z%+1 (À) di i estremi i
Tn+’1 ( A ) e T ( Pj . .

Le due curve g e y hanno in comune ~ arco non degenere ;o
e col solito ragionamento si riconosce che i loro interni stanno

da una stessa banda di 9 .
Gli archi s e a contengono entrambi tutti i punti comuni

a g - (ricordiamo che t (P) è il primo punto co-

inune agli archi r (À) e (I» ; 1’ imnagine r (s) ( C rp) di s

non ha punti comuni con a eccettuato 1’ estremo ~ ( P) e gli
archi cp non separano su y gli archi e a ( C ~ (c~ j ) .

Perciò, in virt i del teorema di v. KEIZ9KIIRTó, si conclude
che 1’ arco ~ + r (7~} + ... - . + z" (À) dev’ essere un arco sem-

plice, perchè altrimenti la z avrebbe punti uniti.


