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SULLE CONFIGURAZIONI DI EQUILIBRIO DI
UN VELO FLESSIBILE ED INESTENDIBILE,

SVILUPPABILE

Nota (*) di G. COLOMBO (a 

Si scrivono le equazioni difierenziali ordinarie, risolventi il

problema dell’ equilibrio di un velo flessibile ed ir~estetldibile, che
si sviluppa su un piano coprendo un triangolo o un quadrar~~;nlu,
quando se ne fissinu nello spazio un lato e il vertice o il lato

opposto, mentre si lascino liberi da forze gli altri due lati. e

quando lo si pensi sollecitato da forze di massa funzioni della

sola giacitura dell’ elelllelltU su cui agiscono. Poichè anclce le

condizioni ai limiti si presentano sotto forma ordinaria si rico-

nosce, in generale., la possibilità che esistano colfignrazioni rigate
sviluppabili per il caso del triaugolo, ina non per quello del

quadrangolo.
***

l. - Questa ricerca si ricollega ad uno studio, di alcuni

anni fa, del E. LAURA (1) sulle contigurazioli rigate di equi-
librio per veli pesanti del tipo qui considerato e, più di lontano,
ai classici studi del sul problema generale dell’ eqoi-
librio di superficie flessibili ed inestendibili. Nel lavoro citato

in (1) ~ Autore fa vedere come si riesca a superare la difficoltà

più grave clle presenta il problema, quello cioè della elin1ina-

(’~’) Perveunta in Redazione il 20 diee~nbre 1950.

( 1) E. LAURA: osseovaxio~ie sopra l’ eqtcilzbrio delle superfici
rigate sviluppabili flessibili inestenclibili [Atti Ist. venuto Scienze Lettei-e
ed Arti, t. XCIX paite 1[, 1~)~U, p. 339}... ,
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zioue dei parametri lagrangiani che compaiono nelle equazioni
indefinite dell’ equilibrio, quamlo si possa anlmettere a priori
ohe la suherficie equilibrata sia mna rigata svilnppabile, ed

accenna ad un metodo generale di impostazione delle equazioni
che reggono il problema nel caso di un velo pesante. Le eqoa-
zioni (iutegrodifferenziali) alle quali Egli perviene, nel problema
concreto accennato più sopra, e le condizioni ai limiti, che si

presentano in forma inconsueta, non permettono di concludere
facilmente sull’ esistenza di tali soluzioni a meno che non si con-

siderino forme cilindriche o coniche. In questo lavoro farò vedere
come, con una opportuna scelta di coordinate curvilinee sulla

superficie si riesce a semplificare il problena analitico, almeno
per quanto riguarda la scrittura delle equazioni risolventi e

delle condizioni ai limiti, e si possa concludere come esposto
nel sunto.

A seguito di interessanti ricerche riguardanti 1’ equilibrio di

superfici inestendibili ed elasticamente flessibili (2) il Prof. TULoTTr,
in una recente memoria (8), si occupava delle superfici svilup-
pabili per le quali E~1i riusciva a stabilire brillante~uente risultati
notevoli. Una delle osservazioni prelimiuari è quella della scelta
delle coordinate. Egli osservava appunto che a~~endo a che fare

con problemi di applicabilità, conviene a volte rinunciare all’orto-
gonalità del sistema di coordinate curvilinee pur di semplificare
le formule di applicabilità, ed a seguito di questa osservazione

stabiliva sulla superficie un particolare sistema di coordinate

oblique. È seguendo lo stesso metodo. che i ~~ questa nota riuscirò
a superare la difficoltà analitica, che il Prof. LAURA ha incontrato
usando coordinate ortogonali nel caso dei veli pesanti, tuettendon~i
nel caso più generale che la sollecitazione di massa dipenda dalla
sola giacitura dell’ eletnento sul cui agisce.

(’’-) C. ToLOTTt : delle lastre elcc.~tiehe soltili soggette a
defvrnca~iorti ~usezcdo fiiiite, [Note I e 11, Rend. Acc. Lincei, sez. VIII,
vol. I, fase. 3’)- 40_5°, 1946]: Sulla, statica delle superfici inestendibili ed
elasticamente flessibili, (« Giornale di n1aten~atichc di BA1’T~aLINI ~, sez. IV,
vol. II, fase. 2,, 1949, p. 28].

(3) C. ~hOLO1’TI : Sulla stccticc~ delle superfici sc~ilzc~~ccbilL ircesteftclibili

ed elastica~ne~cte flessibili, [« Giornale di lnatematiche di sez IV",
vol. I II, fase. 1B 1950, p. 1].
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Osservo infine che lo stesso metodo. è generaln~ente applica-
bile a veli non di forma triangolare o quadrangolare purché del
loro contorno faccia parte 1n segmento che si suppone fissato

nello spazio ed un punto, (oppure un altro segmento) che si sup.
pone anche fissato; e purchè si possa assun~ere l’ ipotesi, almeno
in linea gener"ale, che esistano rigate sviluppabili secondo le quali
il velo si possa disporre in maniera che le generatrici bisechino

il contorno.

2. - Si consideri u1 velo flessibile ed inesteldibile, svilup-
pabile su u1 piano e di forma tale da ricoprire, una volta svilup-
pato, un quadrangolo z4* B* D* C* (o un triangolo A * B* C*),
che denoteremo con 3*. Si fissino nello spazio, in posizione gene-
rica, il lato A* B* sopra un segmento di uguali lunghezza .1 7~

ed analogamente il lato opposto C* D* (o il vertice C*) sui un

seglnento di ugual lunghezza C D (o in punto C) , ove C e D
soddisfino solamellte alle condizioni che le loro distanze da ~ e Il

siano luinori o uguali rispettivamente di quelle di C* e D* da

A* e B* .
L’elenieiito (l’arca del velo sia sollecitato da una forza

di intensità e direzioue funzione della sola normale it all

superficie, che denotere~~~o con a , secondo la quale si dispone il

velo in equilibrio. Inoltre si lascino liberi da forze gli altri

due lati.

Nel tipo di sollecitazioni qui considerate rientrano per

esempio : a) le forze peso, b) 1’ aziouN del vento su una vela,
la pressione normale costante.

Il problenma che ci propolialoo di risolvere è quello di sta-

bilire la possibilità di configurazioni di equilibrio per il velo

sollecitato e vincolato eo~ne abbiamo detto sopra, che siano 

5u tutto il velo, intendendo con ciò di significare che le funzioni

.i; (1l, v), ,1/ (Il, (ii, r) che per ii e i variabili iii un certo campo
C definiscono rispetto ad un prefissato sistema rartesiflllO di rif(’-

rimento la regione e di superficie secondo la quale si dispone il

velo in equilibrio, animettano (lerivate prime e seconde continue.
In questa ipotesi di regolarità possiamo subito asserire per un

noto teorema d  geometria di~8retlzia le, che a r una porzione
della syiluppabile dette tangenti ad ull arco (11 1’ (che può

i 1
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ridursi ad un punto proprio o i~nproprio nel caso di coni e cilin-

dri) e si può anche stabilire che 1’ è priva di punti interni a o.
Il lato A B è ovviamente una generatrice di tale rigata e lo è
pure il lato CD nel caso del quadrangolo, inoltre per ogni punto
di A C possa una sola generatrice che taglierà il contorno di a

in nn punto di B D (o B C nel caso del triangolo).
La superficie rigata di cui fa parte e si può pensare come

la sviluppabile ~~etti~ca~ate dell’ arco L di estremi A, C secondo
cui si dispone in posizione di equilibrio il lato A * C*. È impor-
tante notare che la conoscenza di L determina univocamente a .

Premesso ciò si assuma su a un sistema di coordinate curvi.

linee scelte in tal guisa che dette le coordinate di un

pnnto P di o sia it la sua ascissa rettilinea sulla goeneratrice r
per P, sulla quale si sia fissato un sistema di coordinate

con 1’ origine nel punto P’, in cui r interseca il lato A C,
e verso positivo coincidente con quello che da .P’’ va verso l’in-

terno di a ; inoltre sia v l’ascissa curvilinea di P’ sull’ arco L

contata a partire da A nel verso da A a C.

Questo sistema di coordinate non è OvVlalllerlte ortogonale
però gode di una proprietà che è notevole per il ( problema che

stiamo trattanoo, proprietà di cui dirò subito.

Denotiamo con d l’ angolo (minore di 7r) che il versore della

generatrice generica i orientata come detto sopra, passante per P’
forma con la tangerlte orientata, nello stesso punto P’, ad L.
L’angolo 0 sarà ovviameute funzione dell’ascissa di ~’’. Sia inol-

tre 1 la lunghezza del lato A* C* nel caso del triangolo e del
segmento A* ove sia C* l’intersezioiie della retta Al- C* con la
retta B*D*, nel caso del qnadrangolo. Sia infine a l’ angolo in

C* (C*) del triangolo A* B ~‘ C * Ìfl ovvio ch’e, nello

sviluppo sul piano, l’angolo 6 diventa ~ angolo che la retta

orientata r*, secondo cui si dispone r, forma con il lato A* C ~‘
orientato da A* a C*.

Nel sistema di coordinate che abbiamo stabilito più sopra è
ora agevole scrivere le equazioni dei bordi liberi, dei lati A C
e B D o (8 0) di a ed è proprio questa la proprietà che fa pre-
ferire questo sistema di coordinate oblique ad un sistema di

coordinate ortogonali.
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1/ eq uazione del luto ,¡~~ C è naturalmente ~c == í~ mentre

quella del D o B C o, come discende da considerazioni

elementuri,

ove 0 e v lel caso del triangolo e 0  i, à « iiel caso del

quadrangolo quando si denoti la lunghezza del luto A* C *.

Nel seguito per semplicità supporrò addirittura a 7r1,1 2

È ovvio clie a meno di una complicazione formule i risultati

continuano a valere in g811eI’alP.
~ qui il caso di osservare che in un 5istema di coordinate

curvilinee come quello fissato più sopra è facile espuilnere l’ equa.
zione iii 2c, ~6(~’), di ogni linea y di a di cui si conosca ~ equa-
zione della sviluppata -í* sul piano rispetto ad un qllaltlllqlle
sistema di coordinate.

3. - Sia un triedro triortogonale, levog-i 1"0,
mobile su a, a cui la a stessa sia riferita, scelto in maniera

che tl sia diretto secondo la generatrice r% = costante, nel verso

positivo prefis~~,to, t2 sia tangente a a ed orientato in maniera da

forn~are un angolo acuto con la 4iiiea ii = costante, orientata ilel

verso delle v crescenti.

Sarauoo, ovviamente

la traslazione e 1&#x3E;1 rotazione istantanea della terna al variare

della sola ?1 . Ove poi si tenga conto della svi!nppabilità di a e

del fatto che la linea L è una geodetica per la superficie, saranno

la tl’;lSÌllZi0lÌe e Ìa r0tàZi0lÌe ÌstalltflllcÀ Àl i°fll°illt°e (ieiÌ~l S0ia i’,la traslazione e la rotazione istantanea al variare della sola 2~,
essendo 6 F angolo (funzione clelln sola r) definito pi ~ sopra e p
pure una funzione della sola 17.
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Notiamo che la flessium 1 e la torsione ~ d i Il sono legati
p T 

r)

a ~u e 6 dalle relazioni

ove nella prima si assuma il segno + o - a seconda che la
normale pri nci pale ad L forma l’angolo 0 o 1t.

Se P (ii, il punto che descrive la supeificie, l’ equazione
indefinita dell’equilibrio è

che deve essere verificata sui punti di a, nieiitre sul lati liberi

da forze deve valere la relazione

ove, beninteso, E, F, G, H hanno il solito significato ormai usuile
nella teoria delle superfici, ed n è la normale al lato libero

tangenteao. 
’

Tenendo conto della variabilità del rifel’i~ue~~tù e delle rela-

zioni (2) e (3) si ha seuz’ altro 
°

e quindi convenendo una volta per tutte di deliutare le deri-
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vate rispetto a t~ corne di solito si scrivono le derivate tem-

porali,

Inoltre avremo

Le equazioiii intrinseche dell’ equilibrio si ottengono allura

proiettando le (5) sugli assi di T. Si ha quindi

ove si sia posto F, = Il X ti, Sia C ((~1 , c2 , c3) una terna di
r~fer~n1ento trioitogonale fissa e siano ai, "(i i coseni degli
angoli che il versore Ci forma con i versori oi i T . Per l’ ipotesi
fatta sulla natura della sollecitazioiie, lo componenti secondo C

di Il, che denotere~no con --LY~, .LY2, ...Y3, saranno funzioni delle

sole .i , , ~2 ~ onde avremo

Possiamo quindi concludere clie, nel caso preso in esame,
la FZ dipendono esclusivaameente dai 9 coseoi ti, ~~’’’(i (i = 1, 2,3)
che sono ovviamente funzioni della sola l’.

i 1 *
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Alle (10) vanno associate le equazioni

che si ottengono espri~nendo che le derivate sostanziali dei versori

di Csononulle.

Per quanto riguarda le condizioni al contorno (6), queste
si proiettano sugli assi di ;ersori 11 e t2 , nelle due equazioni
scalari

che devono essere verificate su ciascuno dei due bordi liberi e

che forniscono perciò 4 equazioni.
Le (13) foruiscono le equazioni 1’lsOlVelltl, Per esplicitaric

bisogna però integrare le (10). All’uopo si noti intanto che,
essei do 7 funzione di r,ed f~3 funzione di funzioni di 1:, della

sola v è pure funzione la v, che risulta, per la terza delle 10,
data da

Dalla seconda delle (10) si ricava con facilità la li e, deno-

tando una funzione arbitraria della sola 2v , si ottiene

precisamente
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Infine dalla prima delle (10) si ottiene

essendo ~ ancora una funzione arbitraria della sola v ed avendo

posto -

Si sono cos  ottenute X e (1 in funzione di 11, delle quattro
f~~nzioni incognite della sola ~’: v, 0, ~.~, ~.~ e delle ~X¡, ~j ~ clie

con1paiono nelle F~ .
È ora il mor~lento di esplicitare le 4 equazioni che si otten-

gono imponeldo che le (13) siano verificate su ciascuno dei dne

bordi liberi del velo.

a 12
Sul lato II = 0 = 0 onde le 1~ porgono, tenendo~ ~ )

presenti le (9) ,

~ _ ~
Sul lato ? = si ha

co~ v
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ove si assuma, come al solito, il segno + davanti al radicale.

Quindi ancora le (13) porgono

avendo posto ’ 
..

Le due equàzioni (18) ci permettono di determinare le fun-.

zioni arbitrarie 9 (1’) e ~ (17) che entrano nelle espressioni (15) e

(16) di À e p. Dalla prima di esse si ricaverà la 9 (1’) e dalla
seconda, tenuto conto della espressione di 9 ottenuta dalla

prima, si ricaverà la funzione ’~(1’). Ottenute cos  le espressioni
di À c t-t non contenenti più le funzioni arbitrarie, le (20) forni-
scono le equazioni differenziali che associate alle (12) risolvouo
il problema.

Senza dilungarci in calcoli laboriosi le formule ottenute ci

permettono di precisare 1’ ordine del sistema differenziale.
A questo scopo osserviamo intanto che nell’ espressione della

11 data da (15), anche dopo che si sia sostituito la 9 (1’) con

l’espressione ottenuta dalla prima delle (18), compaiono la fuu-

zione v con la sua prima derivata, e la 6 con le prime due

derivate, ed anche che nell’espressione di X data da (16) ’e (17),
anche dopo la sostituzione dei valori di 9 e ~, detern~~nati tramite
le (18), compaiono la v con le priine due derivate e la 6 con

le prime tre derivate. Inoltre si osservi che le ai , yi co~n-

paiono in queste due equazioni al massimo con le derivate prime.
Tenuto conto di questo e della (1,4) risulta dunque che il

sistema è riducibile, in generale, ad uno del primo ordine rispetto
a v (n) , di terzo ordine rispetto a 8(~’), e del primo rispetto
alle funzioni a, fi, li.
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Osserviamo ora che le futiziuni i soddisfano per loro

natura alle relazioni

Inoltre denotato con P’ (1)) il punto che descrive la linea

zc = 0 , si avrà ovvianiente

ovverosia, ricordando le posizioni fatte

In definitiva dunque il sistema costituito dalle due equa-
zioni (20) , dalle 8 equazioni (12), lalle 3 equazioni ~2~) , nelle
funzioni incognite v(~),0(~), i (i = 1, 2, 3) ed infine

x’ (v), y’ (v), z’ (2~) (coordinate di ~’’ rispetto a, C) è del primo
ordine rispetto a v (v), del terzo rispetto a fl (-z~) e del primo
rispetto a tutte le altre funzioni.

Tenuto presente che le funzioni devono soddisfare
alle 6 relazioni ( 22) , si deduce che ~ integrale generale viene a
dipendere da 10 costanti arbitrarie.

A determinare servono 10 condizioni ai limiti che si pos-
sono imporre ad arbitrio, purchè siano indipendenti tra di loro.

Nel problema concreto che ci siamo proposti di trattare,
(caso del quadrangolo di cui siano fissati due lati opposti), le

condizioni ai limiti sono invece 12 e precisamente :

a) le condizioni che espritnono che il punto A* occupa la

posizione A espresse dalle 3 relazioni i
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b) le condizioni che e~pri~nono che il i punto C* occupa 1;1

posizione C espresse analogamente da

c) la condizione esprimente che 1’ angolo formato dalla linea

1l = 0 nel punto 1t con il lato fisso A’ B vale l’angolo G’~ A~~‘ B’v,

íl) r analoga condizione sull’ angolo che la linea 11 -- O forma

nel punto C col lato fisso C D

e) le condizioni esprimenti che la (~ I’c’Gl(&#x3E;11E’ secondo cui si

dispone il lato è quella di A B

f ) ~ analoga condizione relativa ali’ altro lato fisso

Poichè le (29) contano per due condizioni indipendenti e

cos  pure le (30) in totale si avranno appunto 12 condizioni.
Da ciò intanto .sz deduce che, in generale, la eon/~’r yicrahzoue

~ un velo qzcad~~a~ayolare, vincolato stato supposto, non
è reyolare. Se si vuole che il quadrangolo si ~ disponga secoi~do

una configurazione rigata bisogua assegnare almeuo due delle

~ludica condizioni Ill maniera opportuna. Cos , per esempio, fissati
ad arbitrio il lato A* 9* in tl ~3 ed il putlto C* in C solo se
si fissa il lato C D in direzione opportuna la config-urazione di

equilibrio può essere regolare.
Se si considera il caso limite del triaugolo le condizioni si

riducono a 9 poictlè, riducendosi ad un punto il lato C D, le

condizioni espresse dalle (30) vengono antornatican1ente
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a cadere mentre le (26) sono sostituite da quelle che si ottengono
sostituendo nelle stesse (26) 1 ad r~ .

Sembrerebbe a prima vista che il problema fosse indeter-

minato ; sembrerebbe cioè che potessero esistere infinite configu-
razioni di equilibrio compatibili con i vincoli imposti. Ciò non
è certatnente d’accordo con la intuizione meccanica del problema.
La costante che sembra esuberante si può presumere serva a

regolarizzare nel punto C (vertice fisso del triangolo) le funzioni i
che definiscono a .

Allo scopo di giustificare, almeno, tale nostra presunzione
servano le seguenti osservazioni

Notiamo anzitutto che il punto C è certan~ente un punto, di

singolarità per le componenti di tensione e quindi per i para-
~uetri lagrangiani a , p. , v, dei quali queste componenti sono, nel
nostro caso, combinazioni lineari ; notiamo inoltre che X e p non
sono singolari in C se non lo è la v . Infatti dalle relazioni (18) e
(20) si ha che, sui due bordi liberi, X e (.L sono proporzionali a v tra-
mite coefBcenti che restano certamente finiti per v --~ l, per la

regolarità di a , onde, per continuità, se v fosse limitato per v --~. L lo
sarebbero certamente anche À e 2c . D’altra parte si può osser-
vare che può esistere qualche soluzione, in dipendenza magari
di opportune scelte delle costanti, per la quale v sia singolare
in C senza che lo siano le funzioni che definiscono a . Basta

per questo osservare che da (14) si ha v - oo appena p tende a
zero e lo stesso non succede sin1ultaneamente per F3 .

Premesso ciò, si consideri, per sen~plicit~, il caso 

- F2 = 0 , I~3 - h (caso della pressione costante). In questo
caso il sistema (20), (14), (12), (24) si sen~plifica notevol-

mente sebbene non sufficentemente da permetterne uno studio
completo. Pur tuttavia le (20) costituiscono un sistema di due

eqnazioni in due incogtlite 6 (2-) e v (2~) poichè in esse non COll1-

paiano pi i * i coseni 

Se queste si esplicitano in v e 6, si nota che il punto = 1
è un punto di singolarità per ambedue le equazioni. Ora poichè
è essenziale che in C sia singolare la v ma è altrettanto essen-

ziale che non lo siano la funzione 6 (v) e le funzioni .x (ii) ,
Y (~~) , ~ (i,) che defi~iiscono L, si .pnò presumere che la presenza
di una costante esuberante serva proprio a togliere tale singolarità.
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Con ciò non intendo naturalmente di aver provata l’ esistenza
di una configurazione regolare, poichè, tra l’altro si potrebbe
osservare, che a regolarizzare le eventuali singolarità non è detto
che basti il fatto di poter disporre di una sola costante in più
di quelle necessarie per soddisfare alle condizioni ai limiti, ma
solamente di aver giustificato come sia stato portato a ritenere
che sia cos .

Una dimostrazione di ciò mi pare non si possa fare, per
la complessità del problelna, che analizzando, magari nel caso

seniplice detto poco sopra, il sisten~a differenziale. Penso di ritor-

nare su questa questione in seguito.

4. - Osserviamo qui da ultimo, che lo stesso metodo che

è stato usato nei numeri precedenti possa portare a stabilire

analoghi risultati auclle se i bordi A* C* e B * D * di o* non

sono rettilinei.

Sia 6*, .1:*, ~~* un sistema di coordinate cartesiane ortogonali.
Riferendo a questo sistema il velo a*, il lato A* B* coincida

con e l’ asse y sia la normale condotta per C* ad .l4 * B*.
Siano- f (x*, y*) = 0 e cp (:c*, ~*~ = 0 le equazioni del bordo A* C*
di a~‘ e rispettivamente del bordo B* D* (o B* C*) .

Se si assume su a un sistema di coordinate con la linea

n = 0 coincidente con la linea I, secondo cui si dispone il

segmento O* C* ma del resto come pi i sopra, si ha che le coordi-

nate x*, y* del corrispondente P* di un punto P, di coordi-

nate te, v su a , sono

Onde sostituendo nelle equazioni dei due bordi liberi al
. posto di x e y le espressioni date da queste ultime otterremo :

Se queste si possono esplicitare rispetto esse forni-

ranno le equazioni esplicite dei due bordi liberi in funzione di v

e di 6 (v) come succedeva nel caso trattato nei numeri precedenti.
Ciò pern~etterà di ripetere L’OIlsldel’1710n1 analoghe a quelle fatte

più sopra.


