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SULLE EQUAZIONI DI EULERO RELATIVE AI PRO-

BLEMI DI CALCOLO DELLE VARIAZIONI DEGLI

INTEGRALI DI FUBINI-TONELLI

Memoria (*) di ENRICO MAGENES (a Padova) .

In due recenti Memorie (1), continuando le ricerche di S.

FAEDO (2), ho svolto nelle linee generali la teoria dei problemi di
Calcolo delle Variazioni relativi agli integrali di FOBINI~-.Tor~’FLLI

secondo il metodo diretto del T o n e t l i , studiandone la semi-

continuità e 1’ esistenza dell’ estremo in classi di curve «ordi-

narie ~·.
In questa Memoria continuo lo svolgimento di tale teoria,

prendendo in considerazione le prime proprietà delle estremanti

e le questioni ad esse connesse.

(*) Pervenuta in Redazione il 12 ottobre 1949.

(1) E. Intorno agli integrali di 1’u b i n i - T o n e l i :

I - Condixioni sufficienti per la .~emicontinuità ; ]I - Teoremi di 
dell’ est,.emo (in corso di sta~npa negli Annali della Scuola Normale Sup. di
Pisa). Esse verranno indicate nel seguito con M. I. e M. II.

(2) S. FAEDO - 1) Condixioni necessc~r2e per la semzco~itinuità di un

nuowo tipo di funxionali (Ann. di Mat. pura e appl. (4) - XXIII. - (1944)
pp. 692013121) ; 2) Tln nuovo di funzionali co~itinzti di Mat. e

delle sue appl. (5) - IV. - fase. (1943» ; 3) Sulle di

e di per gti di 

(Lit. Tacchi, Pisa 1946). Precedentç~nente il funzionale 1 (y) era stato stu-
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Nel capitolo I. viene anzitutto stabilita la condizione di

EúLERO per le curve minimanti per I (Y1, y2) . Essa si esprime
per le curve di classe 1 (~1, n. 2) con il sistema

e per le Lipschitxia~ae (n. 4) con il sistema

diato in casi particolari da G. FUBINI (Alcuni nuovi problemi di Calcolo delle
Yariaxioni con applicaxioiti alla teoria delle equaxioni integro-di f fere~~-
xiali. - Ann. di Mat. pura e appi. (3) - XX. - 1913 - pp. 217-244), L.
TONELLI (Su alcuni funxionali - Ann. di Mat. pura e appl. (4) - XVIII. -
1939 - pp. 1-21), G. FICHERA (Sull’ ubicaxione e delle estremanti
del polinomiale quadratico nella s fera di Hi l b e r t - Pubb. Ist. Appl.
Calcolo n. 160 - 1944 ; Sui (unxionali continui con la metrica di Fi- e c h e t
- Rend. Acc. Lincei - 8 - II - 1947 - pp. 174-177). (Per i polinomiali qua-
dratici si veda anche : M. PICONF, - Leziotii di Analisi Funtionale - Ed. Tulll-
minelli - Roma - 1946 - cap. II, § 3). Anche H. H. GOLDSTINE (Conditions
for a minimum of a Contributions to the Calculus of Varia-
tions - 1933 - 37 - Chicago - pp. 316-357 ; in particolare pp. 353-357) ha
considerato il funzionale I (y), ma ha ottenuto solo risultati circa il 
relativo debole, come applicazione dello studio ài un funzionale più generale,
studio fatto, nell’ ambito del Calcolo Funzionale, secondo 1’ indirizzo classico
del Calcolo delle Variazioni.
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Si introducono cos  attraverso i sistemi (1) e (1") le impor-
tanti definizioni di curva estremale (n. 3) e curva estramaloide

(n. 5) relativa alla funzione f data.
Nel n. 5 sono anche date condizioni sufficienti perchè una

estremaloide sia un’ estremale, problema della massima impor-
tanza nello sviluppo della teoria.

Infine nel n. 6 viene studiato il caso delle curve minimanti

anche non lipschitziane e, adattando opportunamente procedimenti
usati dal TONELLI per i problemi relativi agli integrali curvilinei

del Calcolo delle Variazioni, si stabiliscono condizioni sufficienti

sulla f perchè dette minimanti siano ancora delle estremaloidi.

Il § 2 è dedicato ai problemi dell’ esistenza e dell’ unicità

delle estremali. Nel n. 1 viene anzitutto messo in chiaro con un

opportuno esempio che non è in generale possibile considerare

un problema di qstremante o di estremale « in piccolo», a dif-

ferenza di quanto avviene nei problemi relativi agli integrali i
curvilinei del Calcolo delle Variazioni.

Si passa quindi senz’ altro ai problemi « in grande &#x3E; e ven-

gono dati criteri di esistenza dell’ estremale con assegnate condi-

zioni «ai limiti » (n. 2) e « iniziali » (n. 3) e un criterio di

unicità per l’estremale con assegnate condizioni « ai limiti.

Nel cap. II. il § 1 è dedicato ad I (y), al quale vengono
trasportati tutti i risultati ottenuti per 1(111’ y2) nel cap. I. ;
i sistemi (1) e (1~) si riducono ora rispettivamente all’ unica

equazione

e all’ altra
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Nel § 2 si considerano alcune applicazioni, nel campo delle

eq uazioni integro differenziali, della teoria svolta, secondo la quale
è appunto possibile dall’ aver stabiliti direttamente teoremi di e-

sistenza dell’estremo ricavare teoremi di esistenza per le equa-
zioni di EúLFRO, che sono equazioni integro-differenziali.

CAPITOLO I.

LE EQUAZIONI DI EULERO RELATIVE AD 

9 i.

La condizione di Eniero e la variazione prima.

1. - Preliminari e definizioni. --- Diremo ca~npo A un in-

sieme di punti dello spazio (x, x, Y~, ?~2) che sia il prodotto to-

pologico di due insiemi ~41 del piano (x, e A~ del
piano (z, y.,), contenenti ciascuno i propri punti di accumulazione
al finito. Per tutti gli (x~ z, Y1, y2) di A e per ogni valore di

yi e Y2 sia definita la funzione f (x , ~ , Y2, y,, zl2) che sup-

porremo inoltre in tutto il presente capitolo continua insieme alle
sue deri vate parziali 

Ricordiamo anche che dicesi curva ordinaria C ogni coppia
di funzioni yi = y 1 (x) , a ~ x c b , y2 = Y2 (~) , c ~ z ~ ~ , as-
solutamente continue, tali che i punti (x , (x) ) e (x , :’12 (z) )
appartengano rispettivamente ad A~ e A 2 ed esista finito 1, inte-

grale secondo LEBKSGUR

Direiuo poi che una curva ordinaria C [.~~1 (x) , ~~ «::::-- 1) ,

y~ (z) , ~ ~ z ~ ~l ] , appartene!)te ad una ciasse f( di curve or-

dinarie 0, è di indifferenxa rispetto ati K
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quando esiste un p &#x3E; 0 tale che i punti (x , ~ , yl , 1 y2) con

y2(~) y2~~P ap-
partengano ancora ad A e ogni curva ordinaria C [yl (x) ,
a  z ~y2 (~) , 1 e z d] avente gli stessi estremi di

C (vale a dire per cui è = y1 (a) , = Y~ (b),
y2 (c) = Y2 (c) , 1 y2 (d) = y2 Cd) ) e appartenente all’ intorno (p) di

C (vale a dire per cui risulti - Y~ (-r) ~ ~ p,
a ~ x ~ 1 Y2 (z) y2 ~x) ~ t ~ P ~ d) appartenga
anche a K.

Infine diremo che la curva C (yl (x) , y y2 (z) ) è di cla.sse 1

quando esistono e sono continue le derivate e ?~~ (z) .

2. - La condizione di Eulero per le curve minimanti di

classe 1. - 
°

TEORKMA : 1 Se C [yl (X) , a :5,- x -,- b , y2 (i) , 
c2irva di classe 1 mi~aima~ate per I rtella cla.sse K di

curve ordinarie C ed è di internamente rispetto ad
A e K , allora essa soddisfa al sistema di eq2ca~ioni integro-

Consideriamo infatti due funzioni 
- - - - 

. (i),
definite rispettivamente in (cr, , b) e «, , (1) ed ivi a.,solutamente

continue e con derivate, dove esistono, limitate. Per t sut’t cien-
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temente piccolo la curva + 

y2 (z) + 1 So 2 (x) risulta allora una curva di K, che
si identifica con la C per t = 0 , e poichè la C è minimante in
K la derivata di 1 -~- t ~p i , J Z + rispetto a t , per t = 0 ,
se esiste, dovrà essere nulla. Mediante un ben noto ragiona-
mento ($ ) si conclude allora che deve essere

Dalla (2), supponendo come è possibile, tinua volta ~p~(~,) .- O
e un’ altra ~1 (x) 0 , si deducono le

Dalla prima delle (3), integrando per parti cla a a ó la funzione

(3) Ved. ad es. L. di C,’eclc-ulu delle 

(Bologna) - 1~21-23 - IL. pag. J1..
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da cui per un noto lemma di Dn Bois REYMOND (4) essendo

funzione continua di x, si ha in tutto (a, b)

da cui derivando, come è possibile, si ottiene la prima delle (1).
In modo analogo si dimostra la seconda delle (1).

Il sistema (1) vien detto il sistema delle Equazioni di
Eulero del problema di minimo considerato.

3. - Le estremali- Definizione : Ogni curva C [yl (x) ,
a ~ x c b , y2 (z) , 1 di classe 1 soddisfacente al si-

stema (1) si dirà un’ estre-male relativa alla funxione f data.

Se la funzione f ammette continue le derivate f yix, 2 i , i ~

f , , ~ fl,ó ~ ~ f , , le funzioni yi (x) e y, (x) ammet.
Y~ l z 2 . 2 2 2

tono le derivate seconde y;’ (x) e y~’ (x) , il sistema delle (1), in

virtù di un noto risultato (5) si può scrivere anche nella forma

che è un sistema di due equazioni integro-difierenziali del se-

condo ordine.

(4) P. Du BOTS RKYMOND - yErlituteruqagen~wu den Anfangagriinden 
der

variationarech~~ung (Math. Ann. - B. 15 - 1879 - pag. a13).

(5) Ved. ad es. C. CARATHKODOBY - Vorlesungen úber 
reelle Functio~cen

- Leipzig - 1918 - § 572, pag. 661.
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L’ esistenza delle derivate jy§’ (m) e y2’ (z) di un’estremale ci

è assicurata dal seguente
TEOREMA: Se lcc funzione f continue le derivate

allora nel punto x [~] esiste la y;’ (x) [y§’ (z)] .
Diamo infatti uu incremento h alla x e siano a y, e ò y§

i corrispondenti incrementi di e y,(x). La prima delle (l)
ci dà .

da cui per il teorema del valore medio :
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Passando al limite sotto il segno di integrale, come è pos-

sibile, e tenendo presente le ipotesi fatte, si conclude rapidainente
che esiste la. (x) ed è

Si osservi che se la (7) e veriticata in tutto (a , b) , allora

la esiste ed è continua in tutto (~ , b) .
In modo analogo si ragiona per y§’ (.~ ) .
Questo teorema estende ad I !J2) una nota osservazione

di HILBE£~T sugli integrali curvilinei del Calcolo delle Variazioni:

4. - La condizione di Eulero per le curve minimanti

11 pSL~ll tZlane. -
TEOREMA: ~’e C [!l~ (x) , á ~ e d] è ttoca

curva miyti~naante per I ( J1, !/2) nella classe K curve ordi-

narie C, è di -indifferenza internalltente rispetto ad A e K ed

è tale che le ~/~ (,~) sotto rLSpettivanzerLte i.o.
quasi-tutto (a , 4) e quasi-tutto (e , d ) i’n modzclo ivz feriore ad
un, numero fisso, allora essa .soddis fa al 

ad es. L. TONELLI, op. cit. in (3), Vol. II, pp. 96 e 319.
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Ragionando come nel n. 2, si arriva anche nelle ipotesi at-

tuali alla (4) del n. 2 e osservando che in virt i di un noto teo-

rem a del FU.BINI è funzione quasi

continua e integrabile di x, si ha, per un’ estensione del lemma

di Du Bois REYMOND (7) che icl quasi-tutto (a, b) risulta

da cui in tutto (a , b)

e poichè il secondo rnembro è derivabile in tutto (a , b) , lo è

anche il primo e si ottiene cos  la prima delle (1’)..
In modo analogo si dimostra la seconda.

0ssERv,,zioNE. - Si osservi che se la C possiede la derivata

yí (:~) contioua e la y§(x) i~~ qttasi -tutto (c, d) in ~11odulo infe-

riore ad un numero fisso, allora essa soddisfa al sistema

(--) Ved. ad es. L. TONELLI, op. cit. in (3), Vol. 11, pag. 99.
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Si può infatti, per dimostrare la prima delle (1"), ripetere
il ragionamento del n. 2, osservando che anche in questo caso

dz sono funzioni continue di x (8).

Naturalmente un risultato analogo vale se è tontinua J§ (z)
e in modulo inferiore ad un numero fisso yi (x) .

5. Le estremaloidi. - a) Definizione : Ogni curva ordina-
ria C ~r/1 (x) , y~ (z) , tale che risultino

integrabili in [a ~ x ~ b, c ~ ~ ~ d~ le funzioni f~’~ (x, X, Y~ (x),~ 

c/ 1

!/2(X)’ J~ (~) )~ fy (x~ ~,...)~ f~~ v (x~ ~,...)~ fy2 (x, ~,...) e che

soddisfi al sistema (1’), si dirà un’ estremaloide relati2Ta alla

funzione f.
b) Un’ estremaloide di classe 1 è evidentemente un’estremale.

È molto importante il seguente
TEOREMA I. : i Se la funzione f è tale che la per

o,qni (x, ~., Y~, .l12) di A e o.9ni r/2 [//!] sempre crescente

o decrescente d i ~/i [y ~] allora per ogni estremaloide

sulla quale la ~/i (x) j [ j ,y~ (x) j ] resti sempre 2~~a

fisso, la ~!(.K) [,r/~ (z j] è continua in tutto (a, b) [(c, d)].
La dimostrazione si conduce per assurdo, in modo analogo

a quello del corrispondente teorema relativo agli integrali J (y)
quasi-regolari normali (ved. L. TONELLI, op. cit. in (8) voi. 11°,
n. 34 d), pag. 101 e n. 96 d), pag. 321).

In particolare quindi ogni estremaloide sulla quale la Y~ (x)

(s) In virtù del teorema che assicura che se g (x, a) è una funzione quasi-
continua di ai per xo  Z ~:C~ e continua di ? per a~ [ a ~ a~ e inoltre

esiste una funzione q (x) positiva e integrabile in per cui valga 
.

per ogni x di («o , xi) e quasi-dappertutto in (zo, x~) la g (x, a) ~ 
3: I 

allora ~p (a) = g (x, a) e funzione continua di Il. Si veda quanto è

~o
detto nella M. f , nota (3).
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e y2 (~) sono lipschitziane è un’estremale se sono sempre sod.
disfatte le

8i osservi infine che lo stesso ragionamento che si usa per
il teorema precedente, ci assicura anche che nella stessa ipotesi
sltlla funzione f, su ogni estremaloide esiste sempre finita o no
la [y2 (~)~ ed è sempre continua (nel senso che per
:1; - Xo è Jí (x) (xo) [per x ~ %0 è y$ (x) - y§ (%’0)] . Inoltre
1’ insieme 81 [g2] in cui la [y§(x)] è infinita, è chiuso e di
misura nulla.

c) Per lo studio delle proprietà delle estremanti ha notevo-
lissima importanza stabilire delle proposizioni che assicurino
quando le estremaloidi sono «lipschitziane». Diamo ora alcune
proposizioni in proposito che estendono risultati del TONELLI per
le estremaloidi degli integrali J (y) (9).

I. - Se, per ogni can~po limitato A’ 
A, (~ , Z, Y2, (x ~ ~ ~ 1 tende
a + 00 tendente a + 00 [J2 tendente 

rispetto a (x , ,~ , y, , y~ ~ ’J2) C(x ~ ,~ ~ J~ , y~ , yí)] con

(x , .~ , Y~ , Y2) appartenente ad A’ e y2 [ y§] allora
Sit ogni estremaloide C .relaliva alla I° e 
tfi (x) [ y~ (~)] è a rapporto superiormente linaitato.

Infatti dalla prima delle (1’) si ha che in quasi-tutto (a, b)
é

sicchè, posto

(9) Ved. L. TONELLI - Sulle propriatà delle estre»aanti (Ann. Scuola
Normale Sup., Pisa - (2) - vol. III, pp. 213-237) nn. 3, 4, 7. Si osservi
che anche le proposizioni dei nn. 5, 6, 9 della suddetta memoria potrebbero
estendersi facilmente ad nell’estendere il n.9 è anzi possibile far
uso anzichè del lemma dato dal TONELLI nel n. 8 della suddetta memoria, di
uno più generale, di cui faremo uso anche nel prossimo paragrafo e che ci-
teremo nella nota (17) ; ma su ciò non mi soffermo per brevità.
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risulta in quasi-tutto (a , b)

Sia allora Y’ un nnmero tale che per yí à Y’ si abbia, in
tutti gli (x, z, y,, y2) di un campo limitato A’ contenente C

e per ogni y~ , i

il che vuol dire, per la continuità di 
1

oppure

Ma allora la (8) ci assicura che in quasi-tutto (a , b) è

yí (.c)  I’’, da cui l’ asserto.

11. - In modo analogo si dimustra che se, ogni ca~yL~uo

lLrnitato A’ appartenente ad A, fyi ; I [ ~ 1 ] tende a -~- oo, ~uer

yí p - 00 [y~ MI unifor1nernente rispetto a (x , z Y~,

y2, y,) z, Y~, y 1) ~ con (x , z , y ‘) appartenente a~t

A’ e Y; [ y(] gual~.cnque, allora su ogni estre~nalotde C f8elati’va

alla f e appartenente ad A la Y~ (x ) (.t)] è a rapporto in-

crementale in feriormente limitato.

d) Possiamo ora enunciare senz’ altro questa condizione suf-
ficiente perchè un estrenlaloide sia anche un’ estremale :

TEOREMA II : Se la funzione f è tale da soddisfare con le

sue derivate fy, i e fy,, a tutte le espresse Teo-

rema l., dato in b) e nelle proposizioni I. e II. date in 

lora ogni estremaloide relativa alla f ed appartene~rte ad A è

Tcn’ estremale.
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6. - La condizione di Eulero sotto opportune ipotesi sulla
funzione f . -- Nel n. 4 si è stabilita la condizione di EULERO

imponendo alla curva minimante l’ ipotesi di essere lipschitziana;
nel presente numero invece stabiliremo la condizione di EULERO

indipendentemente da quest’ ipotesi, limitando però opportuna-
mente la funzione f. Un primo risultato in proposito è dato dal

seguente
TEOREMA I : Supposto che .~

I) in corrisponden~a ad ogni campo limitato A’ apparte-
nente ad A si possano determinare sei numeri positivi M, N1,
Nz , N3 , N4 , in modo che per tutti i punti (x, z, yl, y2)
di A’, pe-r ogni valore di yi e y; e per ogni cp tale che

(~ , z , Y~ + ~ ~ y2) e (x, Z, Y1, Y2+T) siano an-

cora punti di A, si abbia

II) in eorrisponden~,a ad ogni A’ apparte-
e ad possano deter~rainare

ltitmeri B, D~, D2 , D3 -in ¡nodo che

a) per tutti i (x , ~ , Y~, Y2) di A’, I :::;: L ,
qualunque e per o.qni I e ~’ tali che 1.1 ~ j6, 

e che (x, Z, yl + ’~, y,) sia ancora ufa punto di A, si 

a’) per tictti i p2crati (x , ~ , Y1, Y2) d2 .A’, 
per yi e per ogni Y tali ( ~ ,~ , ~ T ! ~ B
e che (x , .~ , y 1, y~ -~- ~1 sia ancora un A, si abbia
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allora ogni curva ordinaria C [ yl (.x) , a ~ x ~ b , Y2 (x) ,
c ~ z s d] , che sia ~~~Tinim~a~ate per I (Y~ , y2) in una classe K
di curva ordinaria C e di indi fj‘’erera~a internarnente rispetto ad
A e .K, è un’ estremaloide relativa alla f.

La dimostrazione si ottiene, come ora .vedrenio, adattando

opportunamente un ragionamento del TONELL.I per gli inte-

grali (lo).
Assumiamo come campo A’ l’ insieme dei punti di A che

distano al più di 1 da almeno uno dei punti [x , ,~ , Y2 (1)]
della curva C . Indichiamo con En l’insieme dei punti x di (a , b)
in cui la èsiste finita e in modulo non superiore ad ~a ,
con n numero intero positivo. Per n sufficientemente grande
(maggiore di un certo no) risulta ~n (E,,) &#x3E; (b a) : 2 .

Fissiamo dunque n e consideriamo la funzione

fyi (x ~ z ~ W (x) ~ ~2 (~) ~ 1 yi (x) ~ ~~ (i) ) i per ogni x di es-

sendo (x) ~ n , in virtù dell’ ipotesi II) a), essa risulta in-

tegrabile in (~ , d) .
Possiamo allora porre

e la sempre in virtù dell’ ipotesi II) a), risulta integra-
bile in (á i b) ; l’ integrale

(1 c) Ved. luogo citato in (9) n. 1.
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ammette quasi-dappertutto in (a , b) derivata finita e uguale a

c~n (x) . Ricordiamo ora che la densità di E~ è uguale ad 1 su

quasi-tutto E~, e indichiamo quindi con E,,, l’insieme dei punti
di E," in cui En ha densità 1 e in cui l’ integrale (12) ammette

per derivata risulta m (En) = rn e quindi
~(~)X~2013 a) : 2.

Fissati due punti qualunque xl e x2 di En C x2) , Con-

sideriamo in (a , b) la funzione wn (x) , assolutamente continua,
costruita dal TONELLI nella Memoria citata in (9) (ved. pag. 216),
ricordando (11) che valgono per essa le

( 13) j w" (x) ~ C b a in tutto (a , b) , w. (x) = 0 in (ac, x,) e (x,, b),

(14) wn (x) ~ ~ 1 in quasi-tutto (a , b) ,

(15) (»’(x) = 0 quasi dappertutto fuori di En .

Si consideri allora la curva Cn,t [1h (x) -~- t OOn(x) , a s x :5: b,
y2 (x) , ~ ~ z ~ d] ; per t sufficientemente piccolo (minore in mo-
dulo di un certo t positivo) essa appartiene ad A’. Dimostriamo che è

(11) Per comodità del lettore riporto dal TONFLLI la definizione di 00,. (x). Fis-
sati x2 possiamo scegliere un b tale che 0 C b C (x2 -- xl) : 2 e che per

ogni b &#x3E; 0 e ~ 3 le misure delle parti di E,~ contenute in xl -1- ò) e

in (x ~ - S , x2) risultino ambedue &#x3E; ò : 2 . Allora ad ogni xi tale che

corrisponde un massimo valore x’ tale che x2-iC ~ ~ 1 + 2 p

--~ S C x~ C x2 © soddisfacente alla condizione che il sottoinsieme di

En, contenuto in x;), e quello di contenuto in (x~, x2), abbiano
uguale misura positiva. Si costruisca allora la funzione in (x) ponendo

i. (x) ~ 1 nei punti di e.,, , i. (x) _ -1 nei punti di 

i. (x) = 0 altrove

e la funzione wn (x) ponendo
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anche ordinaria. Infatti per il Teorema del valor inedio nella

forma di CA v ALIER~-LAGRAN6E risulta:

perciò avendosi in quasi tutto ’.

si ottiene in virtù dell’ ipotesi I) e II) a,) , per t sufficientemente

piccolo, che in quasi-tutto En e per quasi-tutti gli z di (c, d) è

D’altra parte in quasi-tutto il complementare C (EH) di -~~

rispetto a (a , b) è = 0 e perciò dalla (16) e dalla (9) si

ottiene quasi-dappertutto in C (E.) e per quasi tutti gli
di (c, d)

Dunque la f C~ ~ ~ (x) (;1’), Y2 (;~), ‘J (2:) B‘~11

integrabile ~u c~ quindi la

una curva ordinaria. Essa poi appartiene anche a non
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appena t è sufficientemente piccolo (minore in modulo di un

certo t positivo e .0.
Si consideri ora la differenza + tw", YIJ) - I Y2) =

Per le stesse osservazioni che ci hanno portato alle (17) e

(18) risulta che per quasi-tutti gli x di (x~ , ’I e quasi-tutti
gli z di (c, d) è

e perciò passando al limite sotto il segno di integrale, in virtù

del teorema di LESra~u~, risulta, essendo la (; minimante in h

Non resta ora che ripetere esattamente il ragionamento del

(ved. ~emoria cit. in (9) pag. 218) ricordando solo la

definizione della funzione ?~ (x) e che 1’ esistenza degli integrali
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è assicurata dalle ipotesi fatte I) e II) a) ) e dalle (14) e (15),
per ottenere la relazione

E poichè x, te x2 sono due punti qualunque di E" risulta

che in tutto E,~ , cioè in quasi-tutto E" , è

Ma essendo F;" contenuto in

e quindi in quasi-tutto (a , b)

E di qui si deduce (ved. n. 4) che la C soddisfa alla prima
delle (1’).



81

In modo analogo ,~i dimostra la seconda delle (1’), sfrut-
tando le (9’) e (10’).

Vale pure il seguente
Se per ogni limitato A’ appartenente

ad A .si possono ~eterminare otto pos1"tiri 1n2’
1 Mz , 1 1 .¡B14, I a di fui a ~ 1 e P1 in modo che si

abbia in tutto A’ e pei- ogni valore di yí e yQ

ogni curva ordinaria C [ yl (x) , a ~ x ~ b , ~2 (x),
che sia per I (,~~1, Y2) in una r;lassc K di

curve C e ad A
~ K, è alla f.

La dimostrazione si ottiene adattando i~~ modo ovvio quella
data dal TONELLI per nn analogo teorema sugli integrali J (y) e2).

Si osservi anche che nella ( 19) la f ~ x , ,~ , 2~, , y~ , yi , t~2) ~
~ ~ 

t 

~ y~ ~ ~ + può essere sostituita dalla coppia delle

’ 

7. - La variazione prima. - Consideriamo una curva 
naria C [~/, (.~) , ~, c x ~ b, (z) , ~~ c z C ~~ e i diel i-,i ()

con a Y~, , d.~12 le 

n1 e n te delle ;yl (x) e ;t/; ~x) i n (~r , h) e delle p J‘ (z) i II

(~2) Ved. op. cit. in (3) I l, n. ~7, pag. 321.
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(c, d) (18). Supposto che esistano gli integrali

diremo z~ariazio~ae di I y2) sulla curva C

data, 1’ espressione

dove intendererno di considerare solo quelJe Ò Y~ e 8 ~t/2 per cui

esistono gli integral i

per quella data curva C è uguale a zero per

tutte le possibili diremo che essa è identicamnente

nulla e = 0 .

Ricordando le dimostrazioni dei nn. 2 e 4 a partire dalla

formula (2) in poi, si ha immediatamente che, .~~P q t 

ordinaria C esisle la variazione I (Y1, y2)
ed è

allora C è e se è di eln.sse 1 è 

Viceversa si dimostra che se C è allora

su di essa vale la (22) .

(13) byl indícherà dunqiie una qualiiasi funzione assolutamente

continua in (~r , b) e nulla negli estre~ni di (a, b) d&#x3E;j e

[8 ] sarà la derivata di á y ; [8 ~ ~] .C.Y,~ . 18 Y2] -
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Infatti in quanto C è un’estremaloide esistono gli iiitegrali (20)
(e perciò la l/o¿)) e quindi per quasi-tutti gli s di (c, d)
si può considerare la funzione di x , e i~~tegrarla per. 1

parti su (a, b) e cos  pure per quasi tutti ~ li ;j; di (a, b) si può
considerare la funzione di z, /* Y2 ò y, e integrarla per parti su (c, d).

Sicché la (21) si potrà scriver. e

tlalle ( 1’) si ha in quasi-tutto (a, b)

e lIl quasi-tutto (e, d)

sicchè risulta:
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§ 2.

Esistenza ed unicità delle estremali.

1. - Considerazioni sul problema c in piccolo » . - h: n oto (14 )
che nel Calcolo delle Variazioni relativamente all’ integrale J (y)
hanno notevole importanza i cosi detti problemi « in piccolo » ,
sia per le estremali che per le estremanti del problema consi-

derato : essi riguardano l’ esistenza e 1’unicità dell’ estremale o

dell’ estremante che uiiisce due punti « sufficientemente vicini ~.

Uno dei risultati più importauti e caratteristici iii proposito
è quello che afferma che se la fUl1zione F (x, y, y’) soddisfa ad
opportune ipotesi (15) (le quali in sostanza sono le analoghe delle

ipotesi del Teorema 1. del cap. 1., ~ 2, 11. 1 della }I. II. citata

in (1), e di quello del Teorema II. del n. 5, ~ 1 e di uno dei

Teoremi del n. 6, ~ 1 della presente Memoria) allora, se A: è
?in i’nsierne coniposto di punti interni al A*, Slip-
posto di definizione della F (x, y, y’), preso cocn~c~a~2ce
un p si puù deter-mi~aarrce altro a, ~jLOltO

che, essendo Pl e P 2 due pltnti qualunque rispettiv~x-ccte~ate di

At e A*, distanti rra loro 1neno di 8 e di ascisce dive1’se, nella
classe di tutte le ol.dina1’ie che co~Lgizc~a,gou.o i puuti delti,
ne esista. aloae~zo zccza naini~rtante per J (r/) e che t’utte 

curve siano delle estre1nali i?ztei-ne al cet-chio ( P, , p) .
Vielle naturale di don1andare: ci si porre anche pel.

I (y,, ?/2) un cc~acclo,go iti analo.qhe condizioiti ? E a vrà

questo probleJna 
Si consideri allora il seguellte eselnpio. Nel campo

(t4) Ved. L. TorZFLLI, op. cit. in (3) vol. II, cap. VII, § 1 ; Ç e inoltre :

equazioni cli F,»lero nel Calcolo delle T’aria~;ioni (Ann. Scuola Norn1.

sup. Pisa (2), vol. IV, pp. 191-216).
( 15) i’ed. L. op. cit. in (1) vol. II, n. 107, e 1. c. per secondo

in (14), n. 2.
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~ia data la fanzi,one

sulta :

Per e iiz interi positivi si consideri la classe (com-
pleta) (16) Km..n delle curve ordillarie, relativamente alla f consi-

derata,

partenenti ad A e soddisfacenti alle

Fissati con1ulique lt e in, il sistema delle equazioni di EULERO
relativamente alla f data è il seguente

Fer ogni evetitnale soluzione di (24) appartenente ad A ~

poichè deve essere r ,,m .x) ~ -1 il sistema (24) si riduce al’ ( à ( ’

sistema

~~ rer la aennizione ai classe co~np6eta veda. M. Il, cap. 1, § 1, n. 1.
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e, se vogliamo soddisfatte anche le condizioni (23), necessaria-

mente dovrà essere

e quiindi anche da cui, sempre per le (~3) ,

e in realta le e ( ~7~ sodtlisfal1o al sisteina (24) e alle (23).
Dunque la curva C,,t,,, ordinaria data dalle (26) e (27) c,

l’ unica estreinale appartenente ad A e soddisfaceiite alle (23).
,.,i f~tCl’ia 

e si consideri il puntu

risulta 0  5,,, £ ~, e, ;uine si titeilmente, ~/(,,,, = 0,t’, come SI ~’el’itlt’~1 t~lt’lllllE.-’llte~ x 0
1 . 

_ ____._~_____

Dunque per III l~tG~l.C~l.IC(lll~ e peril = +- Y’H;~4h+-4~~;a+-8- ~n7

l’ estremale soddisfacente alle (23) ed apparteilente ad .A è tale

che la fUl1ZÍUllé ’JI ,,(.~’) anlmette ni U 1 un mimmu sempreche la fuijzioiie ./ . ~ ( ) aiiiniette iii ( ni- iiii iiiiiiinit) p

uguale ad 1.

È clziaru uul~t~uu che per lit f’ cuusiderata Mon si puô dire

che, i yrciclr. Pi (0,2) /tel (~;r;, yi) ~ P2 (0,0) nel

piano (z, t/z) ~ uu p &#x3E; 0 ad .si detet’minare

’ d’ue

punti c~ccccl~ciecl~c~ dei (x, e (’Z 1 Y2),
dLS’tatttl, da Pl e P2 IjtPILO di Q e di ascisse ri-

(la di P2 , 1 esista all1leno

J1 (x; , 0 C :~: , 1 Y2 (~. j, 0 ~ ~, S xJ soddisfa-
I;cnte alle Yt (0) = 2 , Y, (.r’) - =. Y2 (0) = 0, 1 ~J2 = e
tale che 1 punt’Í ~~x , YI ~· [,~, lJ2 ( ~, ) J alipartengano rispet-
ti ua»Lemte ai cerclti (Pl, p) e ( P2 , p); cioè izon esiste l.tn’ estre-
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Si osservi inoltre che la f soddisfa in A sia alle ipotesi del
Teorema I., cap. I., § 2, n. 1, M. II., che assicurano l’esistenza
del minimo in sia a quelle dei teoremi del n. 5 e del

n. 6, § 1 della presente Melnoria, che assicurano che ogni i even-
tuale minimante interna ad ~4 è un’ estremale. Dunque non pub
esistere problelna cotisideralo nemmeno una ~rrLr~i~nante « in
piccolo » (nel senso sopra specificato per l’ estremale).

Non puô dunque porsi per I (YI’ Y2) un problema di estre-
mante o di estremale « iii piccolo » in générale, come per

a menu di non voler considerare casi assai particolari di
funzioni f (e si osservi d’altra parte che nell’ esempiu precedente
la f è di forma molto semplice).

2. - - Esistenza dell’ estremale con determinate condizioni
ai limiti. - Passiamo dunqne senz’ altro ai problemi di esistenza
« in grande » delle estremali.

È chiaro che i risultati della 1B1. II. sull’esistenza dell’ e-
stremo e quelli del paragratb prec. sulle proprietà delle estre-
Inanti ci permettonu di enunciare immediataniente dei criteri di
esistenza clell’ estr8rllale soddisfacente a dcterminate condizioni.

Iniziando col problema dell’estremale che « unisce due coppie
di punti », mi limito (1~) a rilevare il seguente

Th;oR~Ma I. : ~S’e i carnhi Al e A~ coincidono rispettir·ame~~te
tutlo il (x , YI) 0 con stf’?sc’ta lr lati 

all’ asse YI di esso c con tutta ~il piatio (~;: , y,) o con una stri-
seia a lati paralleli all’a.sse Y2 di esso, soiio soddisfatte le
cond’izioni per la validilà del Teorelna Generale !lcl cap. 1.,
~5~’ ~, ot. 1, :’Vl. 7/. e quelle di ’UIlO dei Teorenli del ot. 6 e (tel
1’eorelila Il. del 1~. 5 del 8 1 della presente Iletnoi-ia, allora

prese due punti qualunque (a, ji,) e (b, !71) di J11 b e
alti-i dite q~tal r~tc~ tce (~ , U2) e (d , ~Y2) d L A 2 
esiste C [y (x) , X - b , !J2 (~~) ,

tale che y,(a) = YI’ YI (h) 1 «:j ’ - Ja ~
y2 cd) = YI.

(l ’) PotrcbhQro studiursi facilmente anche altri risuttaii, estensioni di

analoghi problclui relativi all’ estremale dell’ iute~rale (ved. ad es. L.

ToNiLLi, op. cit. in (3) vol. II, n. 120).
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Ma il problema dell’ esistenza delle estremali puô essere

studiato direttamente, senza ricorrere a risnltati di Calcolo delle

Variazioni. Infatti dal n. 3, S 1 segue immediatan1ente che se la

f ammette continue anche le derivate fyi yi’ 
f’, ~ , sono verificate sempre le e 

il sistema ( 1 ) delle equazioni delle estremali si puô scrivere

E Io studio del sistema (28) puu essere condotto diretta-

mente, con i 111etodi della topologia fliiizionale ; si puô cosi arri-

vare, Sell1pre per il 1 probleina dell’estremale che « unisce due

eoppie di punti » , per es. al seglente
II. : Supposto che :

1) il ean/po .41 coinc1:da con la striscia : a x C b ,
-- ao.  -~- A 2 con la .striscia : c  x S d ,

 + 00 ;

II) in tutto A e per ogni y~ e y’_. esistano e siano contintte
le derivate f’ · , fy2 i sia

YI x YI Yi YI YI Y2 M .1! 2 2 2

sempre

con rn costa~rLte 

III) ~l(Z), C‘i2 ( : ) , 
cui c~l (x) ~ non negative e irate~rabili

rzspetti.va~nerate i~ri (a, b) e (c, d), non raegative e
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integrabili in (- Do, -~- (0), ~1 (y’) e c~~ (y’) positive e continue
in ( -- oo , + oo) e tali che

in modo che in tutto A e per ogni y; e y2 risulti

intendendo che o sia ~1 (x) - 0 in quasi-tutto (a, b) (~2 (z) = 0
in quasi-tutto (c, d)] oppure esisla una costante k &#x3E; 0 tale

s ia selnpre 1 u  ~ s
allora, presi eomZC~raqzce quattro 1.eali YI’ YI’ Y21

setnpre ail/teno ccra’ estre~rnale C [YI (x) , 1 y2, (soluzione
del sistema (28) ) sodcüs fczcejate alle

Infatti si osservi anzitutto che in virtù delle (29) e (30) ogni
eventuale soluzione [~1 (x) , Y2 de] problema soddisfa alle

sicchè per un noto risultato (18), in virtù anche delle (31), esi-

(18) Ved. L. TONELLI - ~S’icll’ cqua~io-nc = 1’(x, y, y’) (Ann. Scuola
Normale Sup. Pisa, (2) - vol. VIII - 1939 - pp. 75-88, n. fi c) ; G. ZWIRNHR -
Su un proble#na di valori al contorno per equazioni di f fere~z~,iali del se-
condo ordine (Rend. Sem. Mat. Roma - (4) - vol. III, 1939 - pp. 57-70) -
pag. 59.
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stono due costanti L1 e La positive, tali che per ogni eventuale
soluzione del problema si abbia

Siano allora Hl e H2 i massimi rispettivamente delle espres-

e costruiamo le due funzioni

Sostituiamo il sistema (28) col nuovo sisteina
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L’esistenza di almeno una soluzione di (35) soddisfacente
alle (31) si ottiene considerando, negli spazi metrici Si e "’I’
delle funzioni continue rispettivamente in (c~, b) e in (c, d) in-
sieme alle loro derivate prime (la distanza di due punti p (x) e

c~ (x) di ~1 essendo al solito data da : (x) 2013 ~ (x) ( -~-
(a, b)

+ max (x) - c~’ (x) ~ 1 e analogamente in 12) il sistema di
(8. b) .

trasformazioni funzionali continue :

dove
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In virtù delle (29) e (34) risulta

e 81 (x) e 82 (x) soddisfano inoltre alle (31), sicchè per un noto
Teorema (19), il sistema (36) ammette almeno un elemento unito

(x) , y2 (x)] il quale è dunque una soluzione delle (35) sod-

disfacente alle (31). D’altra parte in virtù delle (34) e (30),
questa soluzione soddisfa anche alle (32) e quindi alle (33). Ed

allora, tenendo presente le (34), risulta che y2 (x) ] , è so-
luzione anche del sistema (28).

OSSERV AZIONE. - È chiaro che nel Teorema Il. ciascuna delle

(29) puô assere sostituita rispettivamente con la f~~y~ Ç - m e
~ yiYi -

la 

3. - Esistenza dell’estremale con determinate condizioni,

iniziali. - Gli stessi risultati richianati nel nUtl1erO precedente e
i ragionamenti ivi usati portano immediatamente a Teoremi di

esistenza dell’ estremale soddisfacente a terminale condizioni « ini-

ziali » (cioè per la quale risulti y, (a) =r = ~; , yg (c) = fi!,
y~ (c) = i~~ , con 92, ~; , Y2 -1 numeri assegnati).

Sorvolando sull’analogo del Teorema I. del numero prece-

dente, mi limito a rilevare che nell’ ipotesi 1), II), III) del Teo-

rema II. possiamo esser certz che presi comunque quattro
numeri reali fil, fit, g,’ esiste sempre almeno 

[y. (x) , a ‘ x C b, Y2 (z) , c C .~ C d] soluxiotte del sistem a (28),
soddisfacente alle

(19) G. D. BIRKiIOF&#x3E;’-0. D KELLOG - Invariant poillts in fu,nctions

(Trans. of the Amer. Soc. - vol. 23 (1922) - pp. 9Ei-11~) ;
R. C.ICCIOPPOLI - Un teoreina generale sull’ esiste,nza di elel1tenti uniti in

utta trasformaxione funxionaale (Rend. Aue. Lincei (6) - vol. XI - 1930 -

pp. 794-799).



93

Basterà infatti nelle coiisiderazioi)i precedenti sostituire al

sistema (36) il seguente

dove ~1 (x) e P2 (z) hanno Io stesso significato del numero pre-
cedente.

OSSERVA?IONF. --- Si osservi ehe accanto ai problemi con le
condizioni «ai limiti » (31) e a quelli con le condizioni « iniziali »

(3l’) si possono nello stesso modo e giungelldo ad analoghi ri-
sultati consi-derare problemi con coiidizioiii di tipo ~ misto ~· cioè
con le condizioni i YI (a) = YI (b) --- J1, = fi!, yZ (c) - pl
oppure con le y (a) = (a) = 9’, y, (c) = ~I, YI (d) = Y2.

4. -- Unicità dell’ estremale con determinate condizioni ai
limiti. --

TEOREMA: ~S’upposto che:
I) i campi Al e AI coincidano rispettivamente con 

il piano (x , YI) o con una striscia a lati paralleli all’ asse y,
e con tutto il piano (~ , Y2) o con una striscia a lati pa1.al-
leli all’ asse Y2;

II) in tutto A e per yi e y~ esistano çontinue le de-

parxiali del secondo ordine della f ~~ispetto a YI’ YI’ yi ,
y~ e la forma quadratica avente per discriyninante
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sia semp1.e definita .

allora presi comunque due punti (a, ~,) e (b, YI) di A, (~~6)
e due punti (c, 92) e A~ (c~~)~ una

sola estrcmale C [y, (x) , tale che YI (a) = YI (b) = i

y~ i~) _ ~~ ~ = y~ -
Supposto infatti per assurdo che esistano due estremali so-

luzione del problema : C [yl (x) , e C ~;yl (x) , con-

sideri dapprima la diflerenza

applicando la formula del TAYLOR arrestata al secondo termine e

tenendo présente che per essere C un’ estremale è i l (fil’ 92) = 0
(ved. n. 7, § 1) e che è verificata l’ ipotesi II), si ottiene

Ma nello stesso modo dovrebbe essere

e di qui l’ assurdo.
’ 

Dalla dimostrazione data si dodnce ohé l’ estremale C, se

esiste, è 1’tinida 
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CAPITOLO II.

LE E(~UAZlONI DI EULERO RELATIVE AD I (yl).
APPLICAZMNÏ.

~ 1.

Le equazioni di Enlero per I (y).

1. - Preliminari e definizioni. - Diremo campo A un in-

sieme di punti del piano contenente tutti i propri punti di accu-

nlulazione al finito.

La funzione f (x, x , y~) sarà definita per ogni i

coppia di punti (x, y,) e (z , Y2) di A e per ogni valore di y(
e JÂ e continua in ogni punto (x , ~ , y, , ,y~, y~ , y~) in cui è

defiiiita insieme alle sue derivate fy2, fy, . Ciù equi-
’~ i 2 ~1 2

vale anche a dire che la f è definita per ogni valore di y; e y’ 2
e ogni punto (x , x , y2) del campo A2 = A, X A dello

spazio (x , x, j/1, y2) prodotto dei due campi uno del piano
(x, y,) e l’altro del piano (~ , y2) entrambi coincidenti con A ;

questa seconda nomenclatura ha il vantaggio di essere analoga a
quella relativa a 1 (YI’ y2) , quando si ponga in essa A1 = A ,
A2 = A , A = A2, e ci permetterà dunque di dare senso anche

per I (y) alle proposizioni stabilite per I (YI’ 1/2).
Ricordiamo anche che dicesi ordinaria C ogui fuii-

zione assolutamente COntlIllla ’~ = ~t~ (x) , i cui punti
(x, y (x) ) appartengono al campo A e tale che esista finito l’in-

tegrale secondo LFBESCUE

Supporremo iuoltre, conie si è soliti a fare, che la f sod-

disfi alla relazione
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ciô che facilita Io studio e non toglie del resto generalità ad

. 

I (y) , in quanto, se non valesse la (37), basterebbe sostituire

alla f la funzione

essendo evidentemente per ogni curva ordinaria

I)alla (37) si ricava che valgono anche le

e anche, nel caso che esistano, relazioni analoghe per le derivate
successive di f (per esempio --

lutine anche per 1 (y) diremo che una curva ordinaria

C [ ~ (x) , c~  x C b] appartenente ad una classe K di curve or-

dinarie C, è di indi fj‘’ere~axa internalnente rispetto ad A e K,

(10) L’ ipotesi (37) è supposta sia da FUBINI che da FAEDO ; non cosi

GOLDSTINE, ma appunto per l’ osservazione fatta, ciô non Gli ha portato un

effettivo vantaggio (si vedano per es. la definizione di variazione prima data

da GOLDSTIN&#x26; (luogo cit. in (~) pp. 354-3:)5) e quelta che noi daremo nel

n. 4). La (37) non è stata da noi supposta nelle prccedenti M. 1 e II, sola-

mente perché non ci era allora di effettivo aiuto nel semplificare i ragio-
namenti.
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quando esiste un p ~ 0 tale che i punti (x , y) con 

1 y - y (x) Ç p appartengano ancora ad A e ogni curva ordi-

naria C [y (x) , avente gli stessi estremi di C e ap-

partenente all’ intorno (p) di C, appartenga anche a K .
La curva C [y (x)] è di classe 1 quando la derivata y’(x)

è continua in tutto (a, b) .

2. - Le condizioni di Eulero; le estremali; le estremaloidi. -
Tutti i risultati dai nn. 2, 3, 4, 5 del § 1, cap. I. sulle pro-

prietà delle estremanti per Y2) si trasportano esattamente

anche ad I (y) . Faccio rilevare che è bene teneur presente, sia

nell’ enunciare l’ ipotesi che nelle dimostrazioni, le relazioni (37),
(38) e analoghe; con ciò i sistemi (1) e (1’) delle equazioni di

EULF,110 si riducono in questo caso rispettivamente alle due

equazioni

e, se esistono continue le derivate fYl vl (e quindi
anche per la (37 ) &#x3E; le e la y (x) ammette la

derivata seconda, la (39) si puô anche scrivere

Anche le (lefittizi(-)iii di est..elnale e (lui {~str’en1aloifle ~i iii-

trodneono ¡n illodo dei tutto : o-i)i i eurva C [y (.1’) ,



98

di classe 1 soddisfacente alla (39) si dirà 

male 1’elativa alln f; ogni curva ordinaria C [y (.i-), a  x  b]
tale che risultino integrabili in [a C x C b , a  x  b] le fun-

zioni x, ~ ~ y (x) ~ y (z) ~ y~ (x) ~ y’ (z) ) e J

y (z) , y’ (x) , y’ (z) ~ [e quindi anche le fg2 e e che soddisfi

all’equazione (39’) si dirà un’ e.stremaloide relativa alla f.

3. - Le condizioni di Eulero sotto opportune ipotesi
sulla f. - Anche i risultati del i~. 6, § 1, cap. I. si estendono

senz’ altro ad I (y) ,
Per il Teorema I. va osservato anzitutto che ora le ipotesi

(9’) e (10’) sono, in virtù delle (38), conseguenza rispettivamente
delle (9) e (10). Quanto alla dimostrazione, costruite, come iiel

n. 6 citato, le funzioni e w" (x) , si consideri la curva

[y (x) + t wn (x) , li  x C b] . Per dimostrare che C..t è uiia

curva ordinaria, si applichi ancora il Teorema del valor medio

nella forma di CA v ALIERI-LAURANGE, cosi da ottenere

. 

Applicando ora le (9),’ (9’}, (10), (10’) e, ai risultati cosi

ottenuti, successivamente ancora il Teorema del valor medio nella

forma di CAVAUEm-LAGRANGE e le stesse (9), (9’), (10), (10’), si

arriva, iu modo analogo a quanto si è fatto con la (16), a mag-
gioiare i moduli dei vari tero1}uj del secondo membro di (16’)
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(e quindi anche qnello del primo membro) con funzioni integra-
bili e con ciô si conclude che è ordinaria. Lo stesso arti-
fizio di calcolo si adopera poi per dimostrare l’esistenza del
lim f I ( y -t- t l~n - ~ ?~ ) · t .t -i 0

La dimostrazione prosegue poi i come nel n. 6, § 1, cap. I.
Il Teorenia II. vale sPnz’ altro anche per r (y) .

4. - La variazione prima. - Data ana curva ordinaria
C [y (x), e considerate le variazioni prime 811101"-

zate 8 y della y (r) e della y’ (~) ~ se esistono gli integrali

dicesi s~norzata c!i I (y) su 0 l’espressione

intendendo di considerare solo quelle ô y per cui esiste l’intégrale

Naturalmente, per le (38), (y) e f’ . t si possono. 

iJi yi 
°

sostituire le E’ f~~ . Valgotio poi risultati del tutto 

deuti a quelli del Il. 7, § 1, cap. 1.

5. - Esistenza e unicità delle estremali. - È (chiaro elle
tutti i risnltati dei nu. 2, 3, 4 del § 2, cap. l. ~111J’ e~istpnza e
l’ nnicita delle estretitali, fatte ovvie modificite anche
pPI’ ~ (y) ; si ten~’a présente che il sistema li i equazione di
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EULERO di I (Yl y2) è ora sostituito. con un’ unica equazione
integr~o-differenziale, relativamente alla quale vanno espressi i ri-

sultati sopra citati.

Sarebbe interessante vedere se è possibile costruire anche

per I (y) un esempio analogo a quello del n. l, § 1, cap. 1.

~ 2.

Applicazioni alle eqnazioni integro-differenziali.

1. - 11 FUBINI nell’ introdurre Io studio del funzionale I (y)
ha già niesso in rilievo la possibilità di applicazioni nel campo
delle equazioni integro-differeciziali, partendo appunto dall’osser-
vazione cbe la condizione di EULERO per I (y) si esprime attra-

verso un’ equazione integro-differenziale ; e corne conseguenza
dell’ esistenza del minimo in un caso particolare di 1 (y), Egli
ha dato un Teorenla di esistenza in un problema ai limiti per
una particolare equazione integro-differenziale del seconde or-

dine (21).
Risultati più ampi e più significativi si possono ottenere

dallo studio da noi fatto in generale di I (y) e di 1 ( yl , y2) : i
Teoremi dei nn, 2, 3, 4 del § 2, cap. I., e del n. 5, § 1, cap.

II. sono appunto criteri di esistenza o di unicità relativi a si-

stemi e ad equazioui integro-differeuziali del secondo ordine.

E in generale di fronte ad un sistema o ad nua equazione in-

tegro--differenziale del tipo di }4’RKDHOLM: si puô cercare se essi

(21) L’ equazione è la seguente :

dove r(x), q (x) , J? (r), ~), z ~x, opportune funzioni 1 assegnate.
Questo caso considemto dal FU8INI, se si tiene inoltre presente l’osservazione

fatta II.. M. I, rientra nei risultati conseguiti nelle M. 1 e II e

neilu présente.
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possauo interpretarsi come sistema o equazione di EULERO di

un certo integrale di :B"’UBlNI -TONELLI, al quale siano applicabili i

risultati sull’ esistellza dell’ estremo e sulle proprietà delle estre-

11lanti da Hoi stabiliti secondo il tnelodo diretto del Toize l l i .

Nel numero seguente ne veclremo appunto, a titolo di esempio,
un caso iininediato.

2. - TEORI~’1ZA : Sia F (x, z, 1 YI y2) ltna funzione definita
e co~ztin2ca in8ieme alla derivala per ogni coppift lx, YI) e

~.n ~ Y2) del call1po A : 0  u Ç b , - oo  y  -r- oo e soddis fa-
cente alla

due numeri ’flOn negativi ltl e h2 e un altro a,
sodd~i-s f «eeote alle 0  (J. ~ ‘~ , tali che in tutto A sia

allora 
b

aLrjaerao Itna solitzioiie soddisfacente alle condizioni

Si consideri i nfatti la funzione

e la classe f( (che risulta compléta) delle curve ordinarie y - jj (x)
0  x  b , assolutamente continue, soddtstaceuti alle (44) e tali

che esista fiuito l’ integrale secondo LEBJ4;SGUE
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In virtù della (42), dal criterio II. del n. 2, § 3, cap. I,
M. II (più precisamente vedasi quanto è detto nel n. 1, § 3,
cap. II, M. II) si ricava che esiste il minime di I (y) in K.

Sia C una curva minimante ; essa risulta d’ indifferenza interna-

mente rispetto ad A e, poichè la f soddisia alle condizioni

del Teorema II., n. 6 e del Teorema II., n. 5 del § 1, cap. I.

(vedasi anche il n. 2, § 1, cap. II) essa è anche un’estre-

male relativa alla f, la cui equazione di EULERO risulta essere

appunto la (43).
Il Teorema è ancora valide se nella (4~) si pone a = 0,

pnrchè tra i numeri b e hl sia soddisfatta la relazione

Basta sostituire al criteriu II del n. 2, ~ 3, cap. 1, 31. II,
una sua immediata estensione, in modo del tutto analo~o a quanto
è stato fatto, da S. CINQUINI nel risolvere mediante il Calcolo delle
Variazioni un problema ai limiti per un certo tipo di equazioni
differenziali non lineari (22).

Il Teorema puù estendersi anche ai 5istemi di equazioni
integro-diflerenziali del secondo ordine.

(42) s. CiNqmNi - ô’opra 1 probletni di calori al conturrio per equaziotti
non lieteari (Boll. dell’ U. M. I., vol. XVII ( 193t3) ). L’esten-

siono si ottiene anche nel nostro caso sostituendo alla ipotesi 2) del citato

criterio II la seguente :

dove i C sono numeri non negativi con e tale che sia

(si vedd per la dimostrazione la nota (:1) del lavoro citato di S. I~IN~uIrI).


