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SU DI UNA CONGETTURA DI T. RADÓ

(*) di JAURÉS CECCONI (a Pisa).

1. - In una comunicazione al Congresso I~~ternazionale dei àla-
tematici tenutosi a Bologna nel 1928 T. RAD6 [? J (1) si intratte-
neva sul problema dell’ area delle superficie di forma parametrica
prendendo in esame per ogni superficie continua

oltre all’ area di LKBESGUM L (.S’1, 1’ area di GEÓczM e l’area di
PEANO.

Dopo avere osservato che secondo queste ultime definizioni .

l’area di S dipende da ciò che si assume come area della proiezione
ortogonale di porzioni a di .S su piani 1t) opportuni o generici
rispettivamente, il RAD6 faceva notare che, se si assume come

area della proiezione di a su ir la misura esterna, secondo LE-
del~’ insie~ne costituito dai punti che appartengono a tale

proiezione, le aree del tipo di GEÖCZE e di PEANO che cos  si ot-

tengono superano, in generale, l’ area di LEBEsouE.
Ne risultava allora che le aree cos  definite venivano in

conflitto con l’area di LEB~4~SGUE e che il loro stadio non avrebbe

portato sostanziali contributi al problema, allora insoluto, del-
l’area secondo LEBESOU£ di &#x26;

Da ciò il RAD6 era indotto, inspirandosi anche ad alcune
idee di Z. DE GE6CZE, a modificare la proiezione ortogonale di o
su x prendendo in sua vece una sola parte di essa, un cos  detto 

.

nucleo della proiezione.

(*) Pervenuta in Redazione il 21 maggio 1950.
( 1) I numeri in parentesi quadra si riferiscono alla bibliografia in fine

del lavoro,.



343

Assumendo come proiezione di a sul piano x la misura
esterna, secondo LMBMSGUM, di tale nucleo il RADÓ perveniva alle
definizioni di area del tipo di GEÓCZE e di PEANO che nel seguito
saranno indicate con i simboli GR (~S~) e Pj~ (,S’) , rispettivamente,
formulando l’ipotesi che dovesse aversi, per ogni superficie con-

tinua 6’, 
,... ,~. - --- - -

In successivi lavori [8], [10] T. RAD6, in collaborazione
anche con P. V. RE1CHEI,DERFER, dava una nuova modificazione
della proiezione ortogonale di a su x pervenendo cos  ad una

nuova definizione delle aree del tipo di GEóczE e di PEANO, aree
che nel seguito saranno indicate con i simboli e 

rispettivamente.
Quasi contemporaneamente a queste ultime ricerche di T.

RADÓ e P. V. RF1CHELDERFER ed indipendentemente da esse L. CE-
SARI [2~ , [3] nei suoi fondamentali studi sull’area, secondo LE-
BP,,se,uE, delle superficie di forma parametrica, in cui fra l’altro
caratterizzava la superficie di area finita secondo LEBESGUE, intro-
duceva un nuovo significato di area della proiezione di a su di
un piano 7c, pervenendo cos  alle nuove definizioni di area del
tipo di GEÓCZE e di PEANO che nel seguito saranno indicate con

i simboli G’~ (,S’) , P~ (,~’) rispettivamente.
Relativamente a queste L. CESARI [4], [3] stabiliva lé se-

guenti relazioni

valide per ogni superficie continua S.
In questa Memoria prendo in esame le varie definizioni cui

sopra è fatto cenno.

Dopo avere fatto vedere che le aree cos  definite dipendono
solo dalla superficie ~S e non dalla rappresentazione adottata per
,S dimostro, valendonii di alcuni risultati di L. CESARI sulle su-

perficie di area finita secondo LEBESGUE, che per ogni superficie
di FRECHET del tipo della 2 - cella si ha

Da ciò risulta, in particolare, la fondatezza della congettura
di T. RAD6 cui sopra ho fatto cenno.
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§ 1. - Preliminari.

2. - Sia S una superficie di FRECHET del tipo della 2 - cella
[10] e sia

una sua rappresentazione rispetto alla sul quadrato

wnitario Q ; 0 ~ Zc c 1; del piano ..
"7

Le funzioni x (u, v) , y (u, v), x (u, v) sono perciò continue
in Q . Considero le tre trasforn~azioni piane associate alla T

3. - Sia r la generica regione semplice di JORDAN appar-
tenente a Q e sia i-* la curva continua semplice chiusa costituente
il contorno di r . Tale r risulta orientata in conseguenza del

verso fissato per le rotazioni nel piano zc v .

Sia T (r*) la curva orientata chiusa immagine di 1.* secondo
le ( 1) e siano Ti (r*), T~ (r*), Ta (r*) le immagini chiuse orientate
di r* secondo le trasformazioni T~, T~ , Poichè i 

x x , sono orientati e su di essi è fissato il verso per le rota-

zioni è possibile eonsiderare sui piani coordinati gli indici di

KRONECKER O (,,,, z ; T, , r) , O (x , x ; y:, r) , O (x, y; T3 , r) relativi
alle curve T, (r*) , T~ (r*) , T3 (r*) rispettivamente.

È noto che le funzioni O ( ;~, x ; T~, r) , 0 (~, x ; T~ , r) , i
0 (z, y ; T3 , r) sono misurabili.

4. - Sia K un cubo di lati paralleli agli assi x, y, x,
contenente nel suo interno i punti di S , e siano Ki , K2, K3 i

quadrati dei piani coordinati y z, x x, x y in cui K si proietta
ortogonalmente.
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Esiste finito od infinito l’ integrale di LEBESGUE

introdotto da If. CLSARI [ 1 ~ , ed in modo analogo si introducono
le quantità g (T~, r), ,g (T3, r) relative alle trasformazioni T2 e Ta.

Sia inoltre (L. CESARI [2])

5. - Essendo r la generica regione semplice di JORDAN
appartenente a Q considerata in 3 sia r~, . , .. r" un gruppo
di regioni semplici di JORDAN appartenenti ad r prive a due a

due di punti interni in comune. Un tale gruppo sarà indicato
nel seguito con il simbolo a,..

Pongo, seguendo L. CESARI [2]

dove 1’ estretno superiore è preso rispetto a tutti i possibili gruppi
di regioni Or. È allora evidente quali siano i significati dei
simboli Q), ~), Q) , ~) .

In virtù di alcuni teoremi stabiliti da L. CESARI [1~ , [2] la
quantità Ga ( T, Q) è indipendente dalla rappresentazione T di S
rispetto allà terna X.IJ z ed è altres  indipendente dalla direzione
degli assi x, y, x .

. La quantità dipende perciò soltanto dalla super-
ficie S, essa è ciò che nella introduzione si è indicato con il
simbolo G, (5). Deve intendersi cioè
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6. - Sia 11 C una terna cartesiana ortogonale congruente
alla terna x y z considerata in 2, il piano i q sul quale risulta
fissata una pagina positiva sarà indicato nel seg-uito con il sim-
bolo ir- .

Sia T’ la rappresentazione di S che si deduce da T me-
, diante il passaggio dalle coordinate x y z alle cuordinate ~ ~ ~ .
Sia K’ un cubo con i lati paralleli agli contenente

nel suo interno la superficie ,~’ e siano A, ; i = 1, 2, 3 ; le proie-
zioni di K’ sui 

I simboli T’ (r*), T~ , T; (1"*) ; i = 1, 2, 3 ; ecc. servano ad

indicare rispetto alla rappresentazione T’ gli analoghi degli enti

indicati con T (~~*) , Ti, T~ (r’~) ; i = 1, 2, ~ ; ecc. rispetto alla

rappresentazione T .

Pongo, secondo L. CESARI [3 j ,

ove l’estremo superiore è preso per tutte le possibili orien-

tazioni della terna C -1 C, o ciò che è lo stesso per tutte le pos-
sibili giaciture del piano. .

. 

Posso allora considerare la quantità

ove il significato dei simboli i-i, o~ è quello stabilito in 5, e

dove l’ estremo superiore è preso rispetto a tutti i possibili gruppi
di regioni di JORDAN 3,, di r .

È anche evidente quale sarà il significato del simbolo P~ ( T, Q) .
La notazione Pc (T, Q) indica che la definizione di questa quantità
implica la particolare rappresentazione T di S data in 2. Essa

costituisce 1’ area - secondo P.EANO CESARI della superficie rap-

presentata dalle (1) di 2.
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7. - Sia ~S’ la. superficie data in 2 ; sia T la rap-

presèntazione di S ivi considerata. Ciascuna delle trasformazioni

T,; i = 1, ~?, 3 ; dà luogo, secondo T. RADÓ [8], ad una funzione
di molteplicità essenziale su ogni regione semplice di JoanArT r ap-
partenente a Q . Siano k ( y, x ; T 1, r) , k (~, x s T2, r), 1~ (x, y ; T$ , r j
queste funzioni di molteplicità. Sia 9 ( y, x ; r) la funzione che
vale 1 se k ( y, x ; T, , r) ~ 0 e vale zero altrimenti. In modo

analogo siano definite le funzioni 9 (x, 1t ; T2 , r), cp (x, y ; r) .
Tutte le funzioni ora introdotte sono misurabili, esistono

perciò gli integrali di LEBESGUE,

il primo dei quali può eventualmente valere -F aJ. In modo

analogo si defiuiscono le quantità .~ ( T2 , 14) , 1 g,. ( T3, r), cp (T! , T) , i

Pongo

Si possono allora considerare le quantità

ove il significato dei simboli r,, a,. è quello di 5 e dove l’e-
stremo superiore è preso rispetto a tutti i possibili gruppi di

regioni di JORDAN a, di r .

Risultano in particolare definite le quantità Ge (T, ~) .
Le notazioni adottate per queste quantità indicano la loro dipen-



348

denza dalla rappresentazione T di ~e:;. Le quantità 1

sono rispettivamente l’area secondo G14;ÖCZE RADÓ e

1’ area essenziale di GEóczE considerate nella introduzione.

8. - I T, 7N , K( ; i = 1, 2, 3; abbiano lo

stesso significato che in 6.

Siano k (e, 1J; T3, r) , c~ (~ , ~ ; T,’ , r) rispettivamente la fun-

zione di molteplicità essenziale, secondo T. RAD6, di T3 associata

ad r, e la funzione che vale 1 se k (~ , ~ ; vale 0 al-

trimenti.
Possono prendersi in considerazione gli integrali di LEBESGUE,

il primo dei quali può eventualmente essere + oo ,

Pongo
rr

per tutte le possibili orientazioni della terna ~ ~ C, o ciò che è

lo stesso per tutte le possibili giaciture del piano x ..

Pongo infine

essendo l’estremo superiore preso rispetto a tutti i possibili
gruppi a, di regioni di ~TORDaN di r . ..

Risultano in particolare definite le quantità PR (T, Q) ,
che sono rispettivamente l’area secondo PEANO RADÓ e

1’ area essenziale secondo PEANO considerate nella introduzione.

Anche qui i simboli adottati indicano la dipendenza delle quan-
tità PR (T, Q), Pe (T, Q) dalla particolare rappresentazione T di ,S .
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9. - Sia .S la superficie considerata in 2, T la rappresen-

tazione ivi adottata per S , T una ragione semplice di JORDAN

appartenente a Q . Il simbolo Z.(7~’) indicherà 1’ area secondo

LMBESGUE della porzione di .S’ che è data mediante la rappresen-
tazione

ove le funzioni :~ (tc, z~) . sono le funzioni con-

siderate nella (1) di 2.

Poichè 1’ area secondo LEBKSGUM di S è indipendente dalla

rappresentazione di S e dalla direzione degli assi x, y, z si scri-

verà talvolta L (S’) invece di L (T, Q) .

10. - Raccolgo in questo numero gli enunciati di alcuni

teoremi di L. CESARI di cui mi servirò nel seguito.
Teorema I [4~ . - Se .S è la superficie data in 2, 1 è la

rappresentazione di S ivi considerata, ~~1, 1’2’ .... 1.~ un gruppo

di ragioni semplici di JoRn~~N appartenenti a Q e prive a due a

due di parti interni in comune vale la disuguaglianza

Teorema II [2]. - Se S è la superficie data in 2, se T è

la rappresentazione di iS ivi considerata e se S ha area finita

secondo LEBESOUK esistono quasi ovunque in Q tre funzioni

H~ (n,v; T) , v; T) , H3 (u, v ; T) , dette gli JACOBIA~’I gene-
ralizzati nel punto (t4, 1.» delle trasformazioni 1B, T3 associate
alla T. Queste funzioni sono integrabili secondo LEBI£SGUI1; in Q
e si ha, posto D ( ~.c, v ; S ) - [ H1 (u, ’li; T ) , T ) +

il segno uguale valendo allora ed allora soltanto che le trasfor-

mazioui Tl , T~, T3 siano assolutamente continue.
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Teorema 111 [2]. - Se la superficie S data in 2 ha area
finita secondo LMBESGUE e se T è la rappresentazione di S ivi

considerata, allora a quasi ogni punto (ic, v) interno a Q, si può
far corrispondere una terna di assi cartesiani ortó~onali ~ ~ ~ ,
congruente alla terna x avente origine sul punto R immagine
secondo T di (u, 1’) e tale che se

è la rappresentazione di 15 rispetto alla terna i q 1 che si deduce
dalla T di 2 mediante cambiamento delle coordinate, e se

Z ; ; i = 1, 2, 3 ; sono le trasformazioni piane ad essa associate,

ove q è un quadrato con i lati paralleli agli assi ti, v apparte-
nente a Q e contenente (u, v) e 8 (q) è il diametro di q .

La terna ~ 11 C è tale che di essa ha i coseni direttori

se D (u, v; T ) ~ 0 , altrimenti è una qualunque terna con origine
in .R .

Teorema IV [5]. - Se la superficie S data in 2 ha area

finita secondo e se T è la rappresentazione di .S’ ivi

considerata esiste una rappresentazione di S’ nel quadrato unità Q
del piano sia essa

per la quale le trasformazioni piane associate T, , T2 , Tx sono

assolutamente continue..
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. ~ 2. - L’ area secondo P e a n o - C e s a r i 

11. - Sia la superficie di ]1"’R~;CH~T data in 2 e sia T la
rappresentazione di ,S ivi considerata. Allo scopo di studiare la
dipendenza di P~ ( T, Q ) dalla rappresentazione T di ,S dimostro
che la quantità P, (T, Q) è un funzionale inferiormente semicon-
tinuo di T . Precisamente dimostro il

TEOREMA : ed ’’)n;n - 1, 2,.., ; .sono F r e -
del tipo della 2 - cella e

sono loro rappresentazioni sirnultanee nel quadrato Q , se inoltre
si ha Z~~ai for~nenaente i1t Q

allora

DIM. -- Suppongo che sia P~ (7’, Q) C + oo . Sia r la generica
regione semplice di JORDAN appartenente a Q .

Sia p (T, r) la quantità definita in 7 , sia p (T,., r) la ana-

loga relativamente a Tn . Per ogni e&#x3E; 0 si può determinare
una terna i q 1 , congruente alla terna x y x in modo che si abbia

Yoichè~ in virtù della ipotesi e di note proprietà di semi-
continuità inferiore degli indici topologici [1] si ha



352

esiste un intero v (e) tale che se n &#x3E; v (s) si ha

ed anche

dalla quale si deduce a causa della arbitrarietà di e

Per ogni E &#x3E; 0 si possono ora determinare regioni sem-

plici di JORDA1V’ appartenente a Q , , prive a due a due di punti
interni in comune, in modo che sia

e per la disuguaglianza sopra stabilita si ha

dalla quale per 1’ arbitrarietà di e si deduce 1’ asserto .

Nel caso in cui sia P; (T, Q) = +00 il teorema si dimostra

con ragionamento del tutto analoghi.

12. - Sono ora in grado di dimostrare il seguente
TEOREMA : .S’e S è superficie di tipo

della 2 - cella e se

ove Q è il quadrato ’li nita1.io del piano wr ed .Il è una regione
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semplice di .Jo i d a n del piano u v , sono due rappre~seoLtazi oni
di S alla teina cartesiana x y z , si ha

Considero intanto il caso particolare in cui esista
una trasformazione

di 1~ in Q , biunivoca e continua con la propria in~~ersa []-~,
tale che detta T - ~’ la rappresentazione di ~S’

essa coincida con la rappresentazione T di .S . Concisamente
dirò che è (T ~ C/,J~) ==(7~) . In tal caso per la trasforma-

zione inversa di i U , t si ha (7~’ ( T, Q) .
Per ogni regione semplice di JORDAN r appartenente ad R

esiste in virtù della U una regione semplice di JORDAN r appar-
tenente a Q tale che

e quindi per ogni terna ~7jC, congruente alla terna sei ha,
con evidente significato dei simboli

Ne viene allora,
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ed in conseguenza

Ragiooaudo sulla ne viene analo~amente

dal confronto delle quali si deduce, nel caso particolare preso in

esame,

13. - In questo numero continuo la dimostrazione del teo-

rema precedentemente enunciato considerando il caso generale.
In virtù della ipotesi che ( T, Q) e ( T, R) siano due rappresen-

tazioni della stessa superficie di FRKCHMT esiste una successione

di trasformazioni,

di R i n Q , bi uni voyhe e continue con le proprie misure L’
tale che si ha uniformemente in Q

e perciò in virtù del teorema dimostrato i n 11 si deduee

dove si è posto
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Da questa e dalla uguaglianza

conseguita in 12 si deduce allora

La disug’~~aglianza complementare si deduce iu modo ana-

logo. Ne viene perciò

che dimostra completamente il teorema.

14. - Da quanto sopra risulta che se S è la superficie di
FRECHET data in 2 la quantità è indipendente dalla
rappresentazione T di ,S’ rispetto alla terna x y .~ . Poichè la
quantità Pc ( T, Q) è anche, evidecltemente, indipendente dalla
terna scelta per rappresentare la superficie 1&#x26; ne discende che la

dipende solo dalla superficie S.
Posso perciò porre, come i n 5 P (S) in luogo di Pc (T, Q).

~ 3. -~ Conironto fra le quantità ed 

15. - In questo numero dimostro il

la 2.
e la ~~i ha

DIM. -- La !~i5ugmyliur~ia di sinistra è stata provata da L.
CESARI [3].

Ne riporto aditnostrazione per comodità dei lettore. Sia l"
una regione semplice di appartenente a ~.J. 7 : una
terna cartesiana ortogonale co~~gruente alla terna T’
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la rappresentazione di S rispetto alla terna i q 1 che si deduce

dalla T mediante cambiamento di coordinate. Poichè l’area di

LEBESGUK e l’area secondo GE6CZF, C~sAm sono indipendenti dalla
orientazione degli assi, e poichè, come si è ricordato nella intro-

duzione, esse coincidono per ogni superficie continua, si ha

Sia J~ un gruppo di regioni semplici di JoRD~r r, r~ .... ~y

apparteueuti ad i e prive a due a due di pnnti interni iu co-

mune. Sarà

dove l’estremo superiore è preso rispettu a tutti i gruppi di regioni

o,, di r. Si ha perciò

dove l’ estremo superiore è preso rispetto a tutte le possibili orien-
tazioni della terna ~ ~ ~ , o ciò che è lo stesso rispetto a tutte le

possibili giaciture di x .

In virtù del teorema I di 10 si ha perciò

dove OQ è un gruppo di regioni semplici di JORDAN T1 r~ .... i ."

appartenenti a Q e prive a due a due di punti interni in comune,
e l’ estremo superiore è preso rispetto a tutti i possibili gruppi

a,.. La disuguaglianza di sinistra è cos  dimostrata.
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Per dimostrare la disugnaglianza di destra osservo che per
ogni regione di JORDAN r appartenente a Q si ha

ne risulta

e quindi

Il teorema enunciato è cos  completamente dimostrato.

16. - Dal teorema ora dimostrato si deduce il seguente
TEOREMA : Se .S è la superficie di F r e c h e t data in 2,

se , T è la rappre.se~ita,~ ione di S ivi co~asicte~~ata, condizione ne-
cessaria e sufficiente a f~’t~aehè Pc jS) sia finito è che lo sia L (S).

17. - In questo numero dimostro il segaente
~Se ,S’ è la superficie di F r e c h e t data i n 2 e

se essa ha area finita secondo si ha

Dim. - In virtù del teorema IV di L. O}4;SARI citato in 10 ,
e della ipotesi che la superficie S anmetta area secondo LEBKSGUE
finita esiste una rappresentazione di S per la quale le tre tra-
sformazioni piane associate sono assolutamente continue. Sup-
pongo, per semplicità, che questa rappresentazione sia la stessa
T di 2.

Risulta perciò

Considero i seguenti insiemi di punti di Q
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Dai teoremi II e III di CASARI, riportati in 10 risulta
che l’insieme E = E1 -~- E2 è di misura. nulla.

Fissato E&#x3E; 0 ad arbitrio determinino a &#x3E; 0 tale che per
ogni insieme h di misura minore di a si abbia

Ogni punto (u, 1’) di Q - E gode delle seg-nenti proprietà

esiste una terna 7~ == T ~ ~’~ , Pw (ii, ~’) per cui si ha

ove si è indicato con cl un quadrato con i lati paralleli agli assi
i~ appartenente a ~) e eontenente y71, , v) e eo  Ò (q) il dia-

metro di ~y.
Per il teorema di copertura di V ITAL~ esiste perciò un gruppo

finito di punti di Q -- E siano essi (u2, V2), ... (Un, v")
e di altrettatlti quaclrati y, y~ .... qn con i lati paralleli agli assi
u, v appartenenti ed aventi il centro tel corrispondente punto
(?;, U) tali i che
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essendo e e a i nnmeri sopra introdotti, ed essendo le
trasformazioni che si ottengono da T, . T3 passando dalla terna
cartesiana xyz alla terna che corrisponde al punto
(Ui L’i) secondo la proprietà ~) .

Da questa si deduce

ed anche in virtù della assoluta- continuità della rappresentazione
T di S

In virtù della dennizione di Ci~ (’I’~3~, ~~i) ~ i - 1~2 ... n; e
allora possibile determinare un gruppo di poligoni interni a

(li ; 2 -= ~, ~~ · .. ~2 ; siano cos  1t i ,I , Ti,2 ~ ’ · · Zi,;~~ . ~ 2 ’-’ 1, 2,... a. 

~ , 

s 
’ ’ ’ ° ° ’

due a due senza puuti interni in comune tali che si abbia



360

Se ne deduce allora

e da questa per la definizione di Q) e l’ arbitrarietà di a

In conseguenza del teorema stabilito in 13 risulta quindi

18. - I risultati dei nurneri 14, 15, 16, 17 per~nettüno
quindi di concludere con il

Se ~~ è una superficie di Fr e c h e t del tipo
della 2 - cella si ha

§ 4. - Le aree secondo P e a n o R a d ó PH ( t~’) , P, ( ~’) .

19. - Sia ~S’ la superficie data in 2 T la rappresentazione
di ~S’ ivi considerata.

Valendomi della eguaglianza

e delle analoghe stabilite da L. CESARI [2] e T. RAD6 [9] si pro-

vano, con argomenti analoghi a quelli del paragrafo 2, per le

quantità Px (T, Q) , Pe (T, Q) gli analoghi dei teoremi stabiliti in
11, 12, 13, 14.

Questi teoremi consentono, fra l’ altro, di concludere con la
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indipendenza delle quantità P~ ( T, Q) dalla rappresen-
tazione T della superiicie S e dal riferimento xyz.

In tal modo risulta legittimo l’uso dei simboli PR (S), Pe (S)
in luogo di i 

20. - Confronto in qaesto numero le quantità ed L (S).
Un esame delle definizioni prova che si ha, in virtù della

eguaglianza ricordata in 19,

per ogni superficie di FRECHET S.
In forza della uguaglianza P~ (,S) = L (S) basterà provare

che P,(.S) ~ L (~S) perchè ne risulti P,(.S’) = L (S) . Allo scopo
osservo che, usando delle notazioni fin qui adottate e della ugua-
glianza di 19, si può scrivere

dalla qmle per la indipendenza dell’area Gc(S) dalla orieiita-
zione degli assi ~S’ è riferita si deduce

e cluindi, per ogni regione semplice r di JORDAN di Q
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Allo stesso modo che in 15 si può allora con la disugua- .
glianza

Risnlta cos  provato che per ogni superficie ~S’ di FoucHEi’

del tipo della 2 - cella si ha

21. - .%llo scopo di confrontare le quantità ed L (S)
raccolgo in’questo numero alcune proprietà delle quaiitità co (Ti, r) ;
i = 1, ~, 3 ; definite i n 8.

Sia r una regione seuplice di Jor~n:~~ appartenente a (3.

conservino il signii cato precedentemente fissato.

funzione che vale 1 

vale 0 altrimenti. In modo analogo siano definite le t’unzioni

Le quantità

sono state studiate da L. CESARI (2), il quale ha dimostrato le

seguenti relazioni
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Sussistono itioltre le relazioni

valide per ogni regione semplice di JORDAN r appartenente a Q,dalle quale si desumono le 
’

22. - Un facile esame delle definizioni delle quantità P. (S) ,PR(S) permette di concludere che si ha, per ogni superficie ,S

e quindi in virtù dei risultati del numero 20

Osservaudo poi che per ogni regione semplice di JORDAN r
appartenente a Q si ha

si deduce per ogni superficie xS

Se infine nella ultima parte del ragionamento fatto in 17
si usa la relazione .

) ,
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anzichè la

si ottiene facilmente atiche nel presente caso la disuguaglianza

valida per ogni superficie S, di h’RECHET del tipo della 2 - cella,
di area secondo LEBKSGUE finita.

Da tutto ciò risulta allora per ogni superficie di FRECHET

del tipo della 2 - cella

~ 5. - Le aree secondo Geocze-Radó GR (,S’) , Ge (S) .

23. - Sia .S la superficie data in 2, e sia T la rappresen-
tazione di ~S ivi considerata.

Gli argomenti usati nel paragrafo 4 permettono intanto di

affermare che è

Dalle definizioni risalta inoltre

È stato dimostrato da T . che si ha
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Tutte queste considerazioni mostrano che si ha, qualunque
sia la rappresentazione adottata per S e qualunque sia il riferi-
mento rispetto al quale ,9 è rappresentata

Ne risulta in particolare che le quantità G1~ ( T, Q), G. (T, Q)
sono indipendenti dalla rappresentazione di S e dalla terna

rispetto alla quale ~~’ è riferita.
Si può perciò porre Ge (S) e GR (:5’) in luogo di Ge (T, Q)

e GR (T, Q) .

§ 6. - Conclusíone.

24. - Si è perciò conseguito il seguente finale
TÈOREMA ò .Se S è ’una superficie di Fr e c h e t del ti po

della 2 - cella esistono i~2dipencle~zte~ne~zte dalla ~w,ppre.~enlaxio~m
~l? S’ e dalla terna scelta pPr 5) le quantità l),. (~-")) ,

Vale inoltre la 2cguaglianza
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